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IEVADS

Abstrakta algebra — tas ir 1paSs elegants domasanas stils, kas pirmaja
skatijuma neatskiras no matematika visparpienemtam shémam; tomer ta ir
pavisam cita fantastiska pasaule. Abstraktas algebras vadmotivs — mate-
matiskie objekti ka tadi, pasi par sevi, nav tik butiski — svarigi ir So objektu
savstarpejie sakari, attiecibas.

Mes sakam ar paSu vienkarsako, proti, ar kopam un tajas definetajam
operacijam. Algebriskas operacijas paklaujas konkretiem likumiem — ak-
siomam. Sis aksiomas izvélas ta, lai tas aprakstitu lietojumos biezak sasto-
pamas 1pasibas, tadas ka: asociativitate, komutativitate, distributivitate. Ta
rezultata mes pakapeniski virzamies no vienkarsa uz sarezgito: attelojumi,
operacijas; pusgrupas, grupas, gredzeni, lauki; moduli, asociativas algebras;
grupu algebras, pusgrupu algebras; polinomi, grupu reprezentacijas. Tas ir
galvenas temas, kas tiks apliikotas Saja kursa.

Tiem, kas ir pragmatiskak noskanoti, atgadinasim, ka abstrakta algebra
ka pamatkurss parasti tiek ieklauta daudzu pasaules universitasu matemati-
kas bakalaura studiju programmas, jo abstraktas algebras aparatu (galveno-
kart tehniku) lieto citas matematikas nozares, fizika, inzenierzinatnes, dator-
zinatnes; miusdienas arl ekonomika un biologija. Tas viss izskaidrojams ar
algebras pamatnostaju, petit algebriskas sistemas ar precizitati lidz izomor-
fismam, specifiskas interpretacijas un jautajumus biezi vien atstajot konkreto
zinatnu parzipa.



APZIMEJUMI

- negacija,

Vv disjunkcija, A —  konjunkcija,

= — implikacija, < — ekvivalence,

4 —  eksistences kvantors, V — universalkvantors,

dlxz P(z) —  eksiste viens vienigs tads z, kam izpildas nosacijums P(z),
Jz P (x) —  Dbezgaligi daudziem =z izpildas nosacijums P(x),

VP (x) — gandriz visiem z izpildas nosactjums P(z),

xr€ X — elements x pieder kopai X jeb z ir kopas X elements,
ACB — kopa A ir kopas B apakskopa, B(B) = {A| A C B},
ACB — kopa A ir kopas B 1sta apakskopa,

AUB, AnB, A\ B — kopu A un B apvienojums, skelums, starpiba,
min X —  kopas K minimalais elements,

max K — kopas K maksimalais elements,

= , = — vienadibas saskana ar definiciju,
In={12....n}kn<{kk+1,...,n} tek<n,

7Z —  veselo skaitlu kopa,

Zy = {x|lx€ZNhx>0}, Z_ <= {z|ve€ZNx <0},
N<=7Z,uU{0}, NL. = Z\Z,,

Q racionalo skaitlu kopa,

R realo skaitlu kopa, C — komplekso skaitlu kopa,

R, {ZL‘ERlZL‘ZO}, R_ = {IL‘ER|IL‘§0},

R* = R\ {0}, R} = {zeR*|z >0}, R = {zeR*|z <0},
No — kopas N apjoms, ¢ — realo skaitlu kopas R apjoms,

(z,y) = (2,9) = {{z},{x,y}},

(xlana s 7In) S~ ((xhx?) s 7xn—1)axn)a



A1><A2X...XA,-LF{($1,$2,...,$n)|\V/i€L_n(l‘iGAZ‘)}, An’
frx—y, f:X—o>Y, X—c]>c—>Y,

Dom(f) = {z|Fy €Y (f:2—y)}, Ran(f) = {y|Fve X (f:z—y)},
XY, XLy, x5V, XY,

Y= {¢|Y:N—=Y},
f|H — attelojuma f sasaurinajums kopa H,

pr,p — attiecibas p vai operacijas p i-ta projekcija,

a~b — skaitlis b ir skaitla a daudzkartnis,

atb —  skaitlis b nav skaitla a daudzkartnis,

D(ay,ag,...,a,) = {q|Vi € 1,n q \ a;},

Id(ay,ag,...,a,) = max D(ay,as,...,a,),

md(ay,as,...,a,) — skaitlu aj,as,...,a, mazakais kopigais dalamais,
a =b(mod m) —  skaitli @ un b ir kongruenti peéc modula m,

la] = {b|a = b(mod m)},

Loy, = {[0]7 [1]7 R [m - 1]}’

Zm « {x € Z|m \ x},

Mat"(R) — visu m x n matricu kopa ar elementiem no lauka R,

Mat, (R) = Mat!(R),

D, (R) — visu n—tas kartas diagonalmatricu kopa ar elementiem no lauka R,
GL,(R) — pilna lineara grupa par lauku R,

SL,(R) — speciala lineara grupa par lauku R,

DL, (R) — nesingularo diagonalmatricu grupa par lauku R,

S (A) — kopas A simetriska grupa, &, = &(1,n),

Kerf — attelojuma f kodols,

Imf — attelojuma f attels,

Hom(M,M'") = {f : M — M'| f ir modulu homomorfisms},
End(M) — modula M visu endomorfismu kopa,

Aut(M) — modula M visu automorfismu kopa,

L(2A) — sistemas A lineara caula,

0O — pieradijjuma sakums,
m — pieradijuma beigas;
= — implikacijas zimi pieradijuma sakuma mes izmantojam, lai noraditu,



ka tagad sakas teoreémas nepiecieSama nosacijuma pieradijums,

< — So zimi pieradijumos mes izmantojam, lai noraditu, ka tagad sakas
teoremas pietiekama nosacijuma pieradijums,

A1.2.3 y . D _ . . . -
=" — $So apziméjumu pieradijumos mes izmantojam, lai noraditu, ka

vienadibas pamatotiba balstas uz apgalvojumu 1.2.3 (saprotams, ka apgalvo-
juma 1.2.3 vieta var but jebkurs cits apgalvojums, teorema, lemma, formula,
utm.).



1. nodala

ATTELOJUMI

Attelojumi un operacijas. Attelojumu kompozicijas asociativitate. Injektivu
un sirjektivu attelojumu kategorialais raksturojums. Injektivo, sirjektivo un bi-
jektivo attelojumu kompozicija. Inversais attelojums, bijekcijas inversais attelo-
jums. Substitucijas. Kopas sadalijums un ekvivalences tipa predikats. Attélojuma
kodols. Faktorkopa, Neteres pirma izomrfisma teoréma attélojumiem.

1.1. Attelojumi un operacijas

Attistitas teorijas pamatiezime ir ”speles noteikumu” fiksesana. Tapec
rodas uzdevums veidot teoriju ar vislielako rtipibu un logisko precizitati. Tie
apgalvojumi, kurus izmanto kaut kada pieradijuma, arl pasi prasa pieradiju-
mu ar kadu agraku apgalvojumu palidzibu, savukart agrakie apgalvojumi
arl japierada, utt. Kura vieta Sai spriedumu kedei bus gals (precizak —
sakums)? Tada vispar nav. Kada ir izeja no aprakstita skietami bezceriga
stavokla? Matematiki So ”Gordija mezglu” nav atraisijusi, bet vienkarsi
parcirtusi. Proti, kada vieta spriedumu kede dazi apgalvojumi tiek akcepteti
bez pieradijuma. Tos sauc par aksiomam.

Lidziga situacija ir ar jedzieniem. Katra definicija jaunais jedziens tiek
konstruets ar citu jedzienu palidzibu. Ta rezultata katra definicija saistas
ar citam, kuras definetos jedzienus, kas apskatamaja definicija tiek uzskatiti
par zinamiem. Pieméram, par taisnes nogriezni sauc taisnes dalu, kas atrodas
starp diviem punktiem. Bet ka definet jedzienus ”taisne” un ”starp”? Tatad
definicijas veido tadu pasu bezgaligu virkni ka pieradijumi. Tadel dazus je-
dzienus izvelas bez definicijas. Tos sauc par pamatjedzieniem jeb sakotnéjiem
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jedzieniem. Parejos (definetos) jedzienus sauc par atvasinatiem jedzieniem.
Pamatjedzienu un aksiomu izveles pamatotiba daudzejada zina ir arpus mate-
matikas. Te jabalstas gan uz filozofiju, praksi, gan zinatnes metodologiju.
Matematikas sistematizacija devinpadsmita gadsimta beigu posma lava se-
cinat, ka viens no perspektivakajiem pamatjedzieniem matematika ir kopas
jedziens. To var izveleties par vienigo pamatjedzienu visa matematika.

Kopu {{z}, {z,y}} sauc par elementu z € X uny € Y sakartotu pari un
lieto apzimejumu (x,y) vai (z,y). Pari ((x1,22,...,Tn_1),Ts), kur Vi € 1,n
(x; € A;) sauc par n-dimensionalu kortezu par kopam Ay, As, ..., A,. Turp-
mak n-dimensionala korteza apzimeésanai lietosim pierakstu (zq,xs, ..., ,).
Par kopu Ay, As, ..., A, Dekarta reizinajumu sauc visu n-dimensionalo korte-
zu kopu par kopam Ay, As, ..., A,, t.i.,

Al XAQ X, XAn S {(xl,xg,...,mn)\Viel,_n(xi EAl)}

Ja A=A =A,=... = A,, tad lieto ar1 pierakstu A" = A; x Ay x ... X A,.
Kopas A; x Ay x ... x A, apakskopu p medz saukt ar1 par n-vietigu attieksmi
(attiecibu, predikatu), kas definéta kopa A; x Ay X ... x A,. Sai situacija
kopu A;, i € 1,n, sauc par attieksmes o i-to projekciju un licto apziméjumu
A; = pr,o.

Trijnieku f = (X, Y, F), kur F C X XY sauc par attelojumu jeb funkciju,
ja visiem kopas F' elementiem (z,v), (z, z) ir speka vienadiba y = z. Kopu
X sauc par attelojuma f starta jeb izejas kopu, Y — par finisa jeb ieejas
kopu, F' sauc par grafiku. Ja (x,y) € F, tad lieto pierakstu f(z) = y jeb

f :x v+ y. Visparigs pieraksts f : X —o— Y (lieto arT pierakstu X —cj>c—> Y)
norada, ka f ir attelojums ar starta kopu X un finisa kopu Y.
Kopu
Dom(f) = {z |y €Y (f:x—y)}

sauc par attelojuma f : X —o— Y definicijas apgabalu. Savukart kopu

Ran(f) = {y|Fr e X (f:x—y)}

sauc par attelojuma f vertibu apgabalu. Attelojumu f : X —— Y sauc par
visur definetu attélojumu, ja Dom(f) = X. Sai gadijuma medz lietot vienu
no apzimejumiem

FiX oY vai XLy
Preteja gadijuma attelojumu f : X —o— Y sauc par dafeji definétu, proti, ja

dr € X o ¢ Dom(f).
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Visur definetu attelojumu g : X; x Xo x ... x X,, — X,41 sauc ari par
n-vietigu algebrisku operaciju. Sai situacija kopu X;, ¢« € 1,n + 1, sauc par
operacijas g i-to projekciju un lieto apzimejumu X; = pr;g.

1.1.1. Piemeérs. Saskaitisana (+) un reizinasana (-) ir divvietigas al-
gebriskas operacijas realo skaitlu kopa R, tac¢u dalisana (:) nav algebriska
operacija realo skaitlu kopa R.

Musdienas termins ”algebriska operacija” tiek lietots ari visparigakas
situacijas. Ta rezultata atskiriba starp attelojumu un algebrisku operaciju ir
nosacita un biezi saistita ar attiecigas matematikas nozares tradicijam.

Turpmak, ja tas netiks speciali atrunats, tad visi lietotie attelojumi bus
visur definéeti attelojumi.

1.2. Attelojumu kompozicija

1.2.1. Definicija. Ja f : X —— Y un g: Z —— W ir funkcijas, tad
funkcigu h : X —o— W, kas definéta ar nosacijumu:

Ve e X h(z) =g(f(x)),

sauc par funkciju f un g kompoziciju (superpoziciju jeb saliktu funkciju) un
apzime g o f.

Tatad funkciju kompozicija g o f ir trijnieks (X, W, H), kur
H={(z,w)|I3yeYNZ(f:z—yANg:y—w)}.

Bridinajums. (i) Dazkart funkciju kompozicijas go f apzimésanai médz
lietot pierakstu fg vai arl pierakstu (fg). Sai gadijuma parasti pieraksta
h(z) vieta lieto pierakstu xh vai art pierakstu (z)h. Ta rezultata

zh = h(z) = g(f(z)) = (g0 f)(x) = z(fg).
Savukart
(xf)g = f(x)g = g(f(x)) = h(z) = zh.
Esam pieradijusi vienadibu z(fg) = (zf)g.
(ii) Ta ka simbolu o modulu teorija parasti lieto citiem merkiem, tad
situacijas, kad varétu rasties Saubas, mes pieraksta g o f vieta lietosim pie-
rakstu g - f.
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1.2.2. Piemers. Ja f: R —— R un g : R —— R ir reala argumenta
funkcijas, kur

f(x) =6yr un g(x)=cos’x,
tad

(g0 (@) = g(f(x)) = cos’(6v/x),
bet

(fog)(x) = f(g(x)) = 6Vcosd .

Tatad vispariga gadijuma fog # go f.

1.2.3. Apgalvojums. Ja f : X; —— Y, g : X9 —0— Y5 un
h: X3 —— Y3 ir funkcijas, tad (fg)h = f(gh).

O No (fg)h un f(gh) definicijas izriet, ka
(fg)h: Xy ——=Y; un f(gh): X1 ——Y;,

t.1., §1m funkcijam ir vienas un tas pasas gan starta, gan finisa kopas. Savukart
vienadibas

z((fg)h) = (x(fg)h = ((xf)g)h = h(g(f(z))),
z(f(gh)) = (xf)(gh) = ((xf)g)h = h(g(f(x)))

demonstre, ka stm funkcijam sakrit ar1 grafiki. m

1.2.4. Apgalvojums. Funkciju fi, fo, ..., fn kompozicija jebkuram iekavu
izvietojumam define vienu un to pasu funkciju.

O Piegemsim, ka f = fi(fo(... (fuo1fn)...)). Jan =1 vain = 2, tad
f1, fife nesatur iekavas, un Sai situacija apgalvojums ir speka. Ja n = 3, tad
tas ir ieprieksejais apgalvojums.

Talakais pieradijums induktivs, pienemot, ka apgalvojums ir speka, ja
reizinataju skaits ir mazaks par n. Apskatisim kompoziciju fi fs ... f, izdalot
iekavas pedejiem diviem reizinatajam. lespejami Sadi varianti:

g = filfe- fo),
G = (fife)(fs.. fa),

Gn—1 (fl---fn—l)fn-

gl
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Mes pienemam, ka iekavu iekSpuse, ja reizinataju skaits ir lielaks par 2, ir
fiksets konkrets iekavu izvietojums. Ta ka saskana ar indukcijas pienemumu
kompozicija

f2f3"-fn

nav atkariga no iekavu izvietojuma, tad g; = f.
Pienemsim, ka jau pieraditas vienadibas
f=0=...=g,

tad

(i fic)fifirr - fn)

(fl-“fifl)(fz(fwl ))
IS () £

(fioo fi)(figa- --fn) = ;-

Esam paradijusi, ka ¢g;_; = g¢;. Balstoties uz indukcijas pienemumu tagad
varam secinat g; =g = f. =

gi—1 =

1.3. Sirjekcijas un injekcijas

Attelojumu f : X —o— Y sauc par sirjekciju un lieto apzimejumu
f X - Y, jaRan(f) = Y. Attelojumu f sauc par injekciju un lieto
apzimejumu f : X — Y, ja dazadiem elementiem x1, x5 atbilst dazadi vy, ys,
t.i.,
V(1 22) € X2 [y # x5 = f(21) # fl22)].

Ja algebriska operacija h : X — Y ir gan sirjekcija, gan injekcija, tad to sauc
par bijekciju.

1.3.1. Piemeri. Attelojumsly: A — A:x — z ir bijekcija. Turpmak,
lai atslogotu apzimejumus, ja no konteksta buis noprotama kopa A vai art tas
daba nebiis biitiska, mes attelojumam I[4 lietosim ar1 pierakstu I.

Funkcija
f:R=R, f(r)=2>+1
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v
4%3 —_—
4%2 —_—
+1 —

1.1. zim.: Funkcijas y = |z| grafiks.

ir visur definéta, ta ir gan sirjekcija, gan injekcija, tapec bijekcija, tacu

f-R=R, f(z)=|z]

kaut ar1 ir visur definéta funkcija nav nedz sirjekcija, nedz injekcija (skatit
1.1. zim.). Velak, runajot par inversajam funkcijam, meés konstatesim, ka
injekcijas ir tas "labas” funkcijas, kuram var meklet inversas funkcijas.

1.3.2. Apgalvojums. Visur definets attelojums f : B — C ir injekcija
tad un tikas tad, ja jebkuriem attelojumiem

g: A—— B, h: A—— B

no vienadibas
gf =hf seko g = h.

O = Pienemsim, ka z € A, tad

(xg)f = x(g9f) = z(hf) = (zh)].
No sejienes
z € Dom(g) < x € Dom(h),

jo f: B — C ir visur definéts attelojums. Ta ka f ir injekcija, tad xg = xh,
tatad g = h.
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< Pienemsim, ka jebkuriem attelojumiem
g: A—— B, h: A—— B

izpildas nosacijums:
gf =hf=g=nh,

tacu f nav injekcija. Ja reiz ta, tad
Jda € B3b e Bla#bAaf =bf).
Tagad definesim attelojumus g un h:

g:B— B : zw~a,
h:B—B : xw0b.

Sai situacija
1(9f) = (z9)f = af = bf = (wh)f = w(hf).
Tatad gf = hf, un tapec g = h. Pretruna, jo
rg=a#b=xh.m

1.3.3. Apgalvojums. Attélojums f : A —— B ir sirjekcija tad un tikai
tad, ja jebkuriem attelojumiem

g: B—— (| h: B——(C

no vienadibas

fg=fh seko g = h.
O = Pienemsim, ka fg = fh. Ja reiz dots, ka f ir sirjekcija, tad
Vbe B3ac A af =,
un tapec
bg = (af)g = a(fg) = a(fh) = (af)h = bh.
No Sejienes
b € Dom(g) < b € Dom(h).
Ta rezultata g = h.
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< Pienemsim, ka jebkuriem attelojumiem
g: B——C(C, h: B——(C

izpildas nosacijums:

fg=fh=g=h,
tacu f nav sirjekcija. Saprotams, ka Dom(f) # (), citadi neizpildas no-
sactjums: fg = fh = g = h. Ja reiz ta, tad

dbe BVxre A xf #0.

Nofiksejam a € Dom(f), tad b # af = by. Defingjam attelojumu

_ T, ja x#b;
19 = { by, ja x=0.
Ta ka b # by, tad g # Ig.
Mes jau konstatejam, ka Vo € A zf # b, tapec

(zf)g = (z)Lp.
No Sejienes
z(fg) = (xf)g = (xf)lp = z(f1p),

t.i., fg = flg. Tas lauj secinat, ka g = Iz. Pretruna! m

1.3.4. Apgalvojums. Injektivu attelojumu kompozicija ir injektivs at-
telojums.

O Pienemsim, ka f : A —— B, g: C' —o— D ir injektivi attelojumi.
Ja Dom(fg) = (), tad nekas nav japierada, tadel pienemsim, ka x,y €
Dom(fg) # 0 un = # y. Ja reiz x,y € Dom(fg), tad x,y € Dom(f).

Ta ka f ir injekcija, tad xf # yf. Savukart arl g ir injekcija, tapec
x(fg) = (xf)g # (yflg=y(fg). m

1.3.5. Apgalvojums. Ja f : A — B un g : B — C ir visur definéti
attelojumi, tad fg: A — C ir visur definéts attélojums.

O Pienemsim, ka x € A. Ta ka f ir visur definets attelojums, tad x €
Dom(f) un zf € Ran(f) € B. Attelojums g ar1 ir visur definéts, tapec
xzf € Dom(g) un (xzf)g € Ran(g) C C.

Tagad nemam vera, ka (zf)g = z(fg). Ta rezultata x € Dom(fg). m
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1.3.6. Apgalvojums. Ja f: A —— B un g: B —o— C ir sirjekcijas,
tad fg: A —— C ari ir sirjekcija.
O Pienemsim, ka z € C, tad eksiste tads y € B, ka yg = z, jo
g: B——(C

ir sirjekcija. Ta ka f : A —o— B ir sirjekcija, tad eksisté tads = € A, ka
xf =y. Ta rezultata x(fg) = (zf)g = yg = z. Tatad fg: A —— C arlir
sirjekcija. m

1.3.7. Apgalvojums. Ja f : A — B un g : B — C ir bijekcijas, tad
fg: A— C ir bijekcija.

O Pienemsim, ka f : A — B un g : B — C ir bijekcijas. Saskana ar
Apgalvojumu 1.3.4 fg : A — C ir injekcija. Savukart Apgalvojums 1.3.6
lauj secinat, ka fg: A — C' ir sirjekcija. Tatad fg : A — C' ir bijekcija. =

1.4. Inversais attelojums

Viens no veidiem, ka palielinat pazistamo funkciju skaitu, ir apskatit ta
saucamas inversas jeb apverstas funkcijas. Ideja ir sada. Funkcija f piekarto
elementam xy no definicijas apgabala Dom( f) vienu vertibu yo no funkcijas f
vertibu apgabala Ran(f). Ja mums ir palaimeéjies, tad eksiste inversa funkcija
f7Y t.i., katram y no Ran(f) preteja cela var atrast to z no Dom(f), ka
f(x) = y; f~! definicijas apgabals ir Ran(f), bet vertibu apgabals ir Dom( f).

1.4.1. Piemeri.
Ja  y=3z, tad z=[f"'(y) =<y

ja y=a>—1, tad x=/y+1.

Pienemsim, ka  F' ir funkcijas f: X —— Y grafiks, tad

F_l ~ {(y7l‘)|(l’,y)€F}

1.4.2. Definicija. Trijnieku  f~' = (Y, X, F~) sauc par funkcijas
f: X ——=Y inverso jeb apversto funkciju, ja  f~' ir funkcija.
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1.4.3. Apgalvojums. Ja funkcijai f eksiste inversa funkcija f~', tad
funkcijai f=1 art eksiste inversa funkcija un (f~1)~!1 = f.

O Ja reiz funkcijai f = (X,Y,F) eksiste inversa funkcija, tad trijnieks
7t = (Y, X, F!) ir funkcija, un tadel ir jega runat par inversas funkcijas
f~! inverso funkciju

() =Xy ().
Taka (r,y) € F & (y,z) € F7', tad

(FH T ={@yl@r)eF }={(zy |y eF}=F.
Lidz ar to (f) ' = (X, Y, (F))=(X,)Y,F)=f. =

1.4.4. Apgalvojums. Ja funkcijai f eksiste inversa funkcija f=', tad
(i) Vo € Dom(f) [(f' o f)(x) =] un
(i) Vy € Ran(f) [(f o f)(y) =y].

O Pienemsim, ka f = (X,Y,F), tad f'= (V,X,F!), kur

F={(y,2)|(z,y) € F'}.

(i) Pienemsim, ka x € Dom(f), tad (z, f(z)) € F AN (f(x),x) € F7'.
No sejienes  (f 1o f)(z) = f~1(f(x)) ==z.

(ii) Pienemsim, ka y € Ran(f), tad dzr € X [(z,y) € F],
tapec (y,7) € FL. No sejienes (fo f1)(y) = F(f~'(y) = f(z) = y.m

Tacu ne katrai funkcijai eksisté inversa funkcija. Piemeram, y = 2?2 vai
y = sin x. Butisks kriterijs, lai funkcijai eksistetu inversa, ir sads.

1.4.5. Teorema. Funkcijai f eksisté inversa funkcija f=' tad un tikai

tad, ja f ir injekcija.

O = Pienemsim, ka funkcijai f = (X,Y,F) eksisté inversa funkcija
=, X, F Y, tad F7' = {(y,2) | (x,y) € F}. Taka f~! ir funkcija,
tad [2.7. definicija |

V(yl,lll) € F! \V/(yQ,LCQ) € F1 [yl =Y = T1 = T2 ] (11)
Pienemsim, ka funkcija f nav injekcija, tad

Juy Jug Fv [ug # ug A (ug,v) € F A (ug,v) € F.
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Tas nozime, ka (v,u;) € F~' un (v,u) € F~!, kas ir pretruna ar (1.1).
Tatad pienemums, ka f nav injekcija ir bijis kludains.

< Piepemsim, ka f = (X, Y, F) ir injekcija, tad saskana ar 1.4.2. defini-
ciju atliek pieradit, ka f~! = (Y, X, F~1) ir funkcija. Tas nozime, ka mums
japrot pieradit nosacijums (2.1) jeb ekvivalenta forma

V(z1,y1) € FY(x2,2) € F |21 # 20 = 1 #12]

Bet tas tacu nav nekas cits, ka apgalvojums, ka f ir injekcija. Ta ka f
saskana ar doto ir injekcija, tad tas arl ir viss pieradijums. =

1.4.6. Apgalvojums. Ja f: A —— B un g: B —— A ir attelojumi,
kuriem speka vienadibas

fg=1s un  gf =1,
tad f un g ir bijekcijas un g = f~1.

O (i) Taka fg =14, tad Dom(f) = A t.i., f ir visur definéts attelojums.
Lidzigi, g ir visur definets attelojums.

(ii) Ta ka gf = I un attelojuma f finisa kopa ir B, tad f ir sirjekcija.
Lidzigi, g ir sirjekcija.

(iii) Pienemsim, ka b # y ir kopas B elementi, tad

JaceAaf=bANJxecAxf=y,

jo f ir sirjekcija. Ta ka b # y, tad a # z, jo f ir attelojums.
Nemam vera, ka gf = Ig, tapec

bg=afg=a#x=2xfg=yg.
Tatad g ir injekcija. Lidzigi, f ir injekcija.
(iv) Teprieks izklastitais punktos (i)—(iii) pamato, ka f un g ir bijekcijas.
(v) Pienemsim, ka F' ir attelojuma f grafiks, tad

(r,y) e F&xf =y.

No sejienes z = zl4 = xfg = yg. Tatad (y,z) € G — attelojuma g grafikam.
Tas nozime, ka F~! C G.

Pienemsim, ka (b,a) € G, tad bg = a. No Sejienes b = blgp = bgf = af,
t.i., (a,b) € F, un tapec (b,a) € F~!. Lidz ar to G C F~'.
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Visu savelkot kopa: F~! = G. Ta rezultata
f'=(BAFY=(BAG) =g
Tatad f'!=¢g. m
1.4.7. Apgalvojums. Ja f: A — B ir byekcija, tad
fft=La  wn fif=1p

O Taka f ir bijekcija, tad (Teorema 1.4.5) tai eksisté inversais attélojums
f~1. Tagad atliek tikai atsaukties uz Apgalvojumu 1.4.4. m

1.5. Substitucijas

1.5.1. Definicija. Bijektivu attelojumu f : A — A sauc par kopas A
substituciju.

Visu kopas A substitiiciju veidoto kopu apzimesim ar G(A). Ja A =1, n, tad
S&(1,n) vieta parasti lieto pierakstu &,. Uzskatami kopas 1,n substitiicijas
o reprezente ar 2 X n matricam

pilniba uzradot visus elementu 1,2,...,n attelus
1 2 n
o 11 1

o(1) o(2) o(n)

1.5.2. Piemers.

(12 34 B
=\s124) 77

= DN W
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Turpret1

(1234 1234\ (12
=341 2 3124) 24

Tatad o1 # 70.

1.6. Kopas sadalijjums

Terminu kopu saime {A;|i € Z} mes lietosim ka ekvivalentu apgalvoju-
mam: kopas {A; |i € Z} elementi ir kopas A;. Kopu saimi {A;|i € Z} sauc
par galigu, ja Z ir galiga kopa vai art ta ir tuksa kopa. Saimi {A4; |i € Z} sauc
par sanumurejamu, ja Z ir sanumurejama, galiga vai tuksa kopa. Turpmak,
lai atslogotu apzimejumus, ja no konteksta biis noprotama indeksu kopa Z
vai arl tas daba nebiis biutiska, mes lietosim pierakstu

{Ai} = {Ai|li e T}.
1.6.1. Definicija. Kopu saimi {A;} sauc par kopas A sadalijumu, ja
o Vi (A #0 N A CA);
e Vac A3l ac€ A,.

Kopas A; sauc par sadalijuma {A;} blakusklasem. Blakusklasi, kas sa-
tur elementu a apzime ar [a]{4,;. Elementu a € A; sai gadijuma sauc par
blakusklases A; parstavi. Ja no konteksta skaidrs, kurs sadalijums ir padoma,
tad lieto 1saku apziméjumu [a]. Kopu

A/{A} = {Ai}

Sai situacija sauc par kopas A faktorkopu pec sadalijuma {A4;}. Ka redzams
{A;} un A/{A;} ir viena un ta pati kopa, tikai viena gadijuma runa par kopu
saimi, bet otra — par kopu, kuras elementi ir blakusklases.

1.6.2. Definicija. Attelojumu 7 : A — A/{A;}, kas katram kopas A
elementam a piekarto blakusklasi [a] sauc par dabigo attelojumu.

1.6.3. Sekas. Kopas A dabigais attelojums ir sirjekcija.
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O Katra blakusklase satur kadu kopas A elementu. m
1.6.4. Piemeri. (i) Kopu saime {7y, Z;}, kur

Zy = {parskaitli}, Z; = {neparskaitli}, ir veselo skaitlu kopas Z sadalijums.
Savukart
(z) < Zy, ja x ?r pérs_kaitli.s;.
Zy, ja x ir neparskaitlis
ir St sadalijuma dabigais attelojums.
(ii) Kopu saime {N, | > 0}, kur

Ny = {0}, Va >0 N, = {a,—a},

ir realo skaitlu kopas R sadalijums. Savukart

{0}7 ja x =0
@ = { oy b T
ir §1 sadalijuma dabigais attelojums.
(iii) Pienemsim, ka ¢ : A — B ir sirjekcija, tad kopu saime {A, |b € B},
kur Ay, = {a € A|p(a) = b}, ir kopas A sadalijums.
O (i) Ja reiz ¢ : A — B ir sirjekcija, tad Vb € B A, # 0.
(ii) Kopas A, elementi ir ar1 kopas A elementi, tapec A, C A.
(iii) Taka Ve € Adly € B p(x) =y, tad Vo € A3Jb x € A,.
Se mes parskaitijam visas sadalijuma Ipasibas un konstatéjam, ka kopu
saimei {4, | b € B} tas visas piemit. m

1.6.5. Definicija. Kopa K definetu divvietigu attiecibu E C K? sauc
par:
(i) refleksivu, ja Vo € K (x,x) € E;
(ii) simetrisku, ja Vv e KVye€ K [(z,y) € E= (y,x) € E;
(iii) transitivu, ja Vo € K Yy € K Vz € K [(x,y) € ENA(y,2) € E =
(

z,z) € EJ.

Kopa K definetu attiecibu E sauc par ekvivalences tipa predikatu, ja ta
ir gan refleksiva, gan simetriska, gan transitiva. Parasti, ja E ir ekvivalences
tipa predikats, tad ta vieta, lai rakstitu (z,y) € F lieto pierakstu x =g v.
Ja no konteksta ir noprotams konkrets ekvivalences tipa predikats vai art
ta specifiskas 1pasibas nav biutiskas, tad pieraksta x =g y vieta medz lietot
pierakstu z = y.
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1.6.6. Apgalvojums. Katrs kopas A sadalijums {A;|i € T} kopa A
define ekvivalences tipa predikatu

E<={(z,y)|F el (xeA Nye )}
0O (i) Ve e A(x,x) € E, jo {A;|i € T} ir kopas A sadalijjums; tapec
Vie AdieI(ze A NxeA).
(ii) Ve € AVy € A [(z,y) € E = (y,x) € F], jo vienmer ir patiesa
implikacija
eZ(xeA NyeA)=FHNel(ye A NxeA).
(ili) Vispirms nemam vera:
ja ye A, un yeA;, tad i=j,
jo {A;|i € T} ir kopas A sadalijums. Tatad
dieZI(xeA NyeA) N FjeI(ye A NzeA))
= JkeZ (xe Ay N z € A).

LidzartoVre AVye AVze A[(x,y) € EN(y,2) € E= (x,2) € E.

Se mes secigi parskaitTjam visas ekvivalences tipa predikata Ipasibas un
konstatejam, ka attiecibai E tas visas piemit. m

Misu tuvakais merkis pieradit §1 apgalvojuma apgriezto apgalvojumu,
tacu Sim nolikam mums nepiecieSama izveles aksioma. Pienemsim, ka dota
patvaligi fikseta kopa 991 un §is kopas visu apakskopu kopa

FON) = {AlAC M}

Izveles aksioma. Katrai netuksai kopai 9t eksiste tads kopas J(90)
attelojums ¢ kopa 9, ka izpildas nosacijums:

0#ACM= p(A) € A

1.6.7. Apgalvojums. Katram kopa A definetam ekvivalences tipa pre-
dikatam = eksiste tads kopas A sadalijums {A; |i € I}, ka

Vie AVye Alr=ye Fiel(xeA NyeA).
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O Katram kopas A elementam x definéjam kopu
7] = {y € Alz =y}

(i) Paradisim: ja [z] N [y] # 0, tad [z] = [y].
Pienemsim, ka a € [z] N [y] un b € [z], tad b = a un a = y, tapec b =y,
jo = ir transitiva attieciba. Tatad [z] C [y].
Lidzigi secinams, ka [y] C [z]. Lidz ar to [z] = [y].
(ii) Saskana ar izveles aksiomu eksiste attelojums ¢ : P(A) — A ar
1pasibu
0 #KCA= ¢(K)eK.

Defingjam kopu
T = {o(K) | [p(K)] = K}.
Pienemsim, ka ¢ € Z, tad eksisté tada kopa K C A, ka i = ¢(K) un
[o(K)] = K. No sejienes [i| = [p(K)] = K. Tatad i = o(K) = ¢([i]).
(iii) Izradas, ka {[i] |7 € 7 } ir mekletais kopas A sadalijums.

e Vispirms paradisim, ka Vi € Z ([i] #0 A [i]] C A).

Jareizi € Z,tad IK C A i = o(K). Taka ¢ : PB(A) — A, tad
o(K) € A; tapec ¢(K) € [p(K)] # 0, turklat, saskana ar [p(K)] definiciju
[p(K)] € A

e Tagad paradisim, kaVa € A3 €7 a € [i].

Pienemsim, ka a € A, tad a € [a]. Saskana ar ¢ definiciju ¢([a]) € [a].
Tas lauj secinat (skatit pieradijuma punktu (i)), ka [¢([a])] = [a]. Tatad, ja
i =¢([a]), tad i € Z un a € [i].

Piepemsim, ka j € 7 un a € [j], tad (skatit pieradijuma punktu (i))
[7] = [a] = [i]. Ta rezultata (skatit (i) j = o([j]) = ¢([i]) = 1.

Se meés parskaitTjam visas kopas A sadalijuma Ipasibas un konstatéjam,
ka kopu saimei { [7] |7 € Z } tas visas piemit.

e Pienemsim, ka x un y ir kopas A elementi, un = = y, tad 3i € Z z € [i].
Taka z =y, tad art y € [i].

e Piepemsim, ka eksisté tads i € Z, ka x € [i] un y € [i], tad saskana ar
blakusklases [i] definiciju x = y.
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Lidz ar to apgalvojums pieradits pilniba. m

1.6.8. Vingrinajumi. (i) Pieradit, ka katram kopa A definetam ekvi-
valences tipa predikatam = eksiste viens vienigs kopas A sadalijums {A;},
kas apmierina nosacijumu:

Ve AVye Alr=y< Ji(ze A ANy e A (1.2)

(i) Pieradit, ka katram kopas A sadaljjumam {.A4;} eksisté viens vienigs
kopa A definéts ekvivalences tipa predikatam =, kas apmierina nosacijumu
(1.2). Sai gadijuma saka, ka ekvivalences tipa predikats = atbilst kopas A
sadalzjumam {A;}

Pienemsim, ka = ir kopa A definets ekvivalences tipa predikats. Mes
teiksim, ka kopas A sadalijums {A;} atbilst ekvivalences tipa predikatam =,

ja tas apmierina nosacijumu (1.2). Sai situacija kopu
Al = = A/{A}
sauc par kopas A faktorkopu péc ekvivalences tipa predikata =.

1.6.9. Definicija. Piepemsim, ka {A;|i € I} ir kopas A sadalijums.
Kopu {a;|i € T} sauc par sadalijuma {A; |i € I} pilnu parstavju sistemu,
ja‘v’iGI a; G.Ai.

Ja nerodas parpratumi, tad lieto 1saku izteiksmes formu, proti, ta vieta,
lai teiktu, ka {a;|i € I} ir sadalijuma {A;|i € Z} pilna parstavju sistéma,
saka: {a;|i € Z} ir pilna parstavju sistema.

1.6.10. Apgalvojums. Katram sadalijumam eksisté pilna parstavu sis-
tema.

O Piepemsim, ka {A;|i € Z} ir kopas A sadalijums. Ja reiz mums
japierada, ka eksisté pilna parstavju sistema {a; |i € Z}, tad tas nozime, ka
japierada, ka eksiste attelojums

f:ZT— A aripasibu f(i) € A;.

Mums dots kopas A sadalijums {A;|i € Z}. Sis pieraksts nozime, ka
katram 7 € 7 musu riciba ir kada konkreta kopas A apakskopa A;. Tatad
dots attelojums

VT —P(A):i— A
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Saskana ar izveles aksiomu eksiste attelojums ¢ : PB(A) — A ar 1pasibu
0 #KCA= ¢o(K) € K.

No Sejienes: musu mekletais attelojums f = ¢ o 1. Tiesam, ¥ (i) = A;
savukart p(A;) € A;. m

1.6.11. Definicija. Piepemsim, ka sadalijums {A;|i € I} atbilst kopa
A definétam ekvivalences tipa predikatam =. Kopu {a;|i € T} sauc par pilnu
parstaviu sistemu, kas atbilst ekvivalences tipa predikatam =, ja

Viel aiGAi.

Ja nerodas parpratumi, tad lieto 1saku izteiksmes formu, proti, ta vieta,
lai teiktu, ka {a; |7 € Z} ir pilna parstavju sistema, kas atbilst ekvivalences
tipa predikatam =, saka: {a;|i € Z} ir ekvivalences pilna parstavju sistema.

1.6.12. Vingrinajums. Katram ekvivalences tipa predikatam eksiste pil-
na parstavju sistema.

1.6.13. Definicija. Attiecibu
Kerf < {(z,y)|f(z) = f(y)}
sauc par attelojuma f : A — B kodolu.

1.6.14. Vingrinajums. Pieradit, ka attelojuma f : A — B kodols ir
kopa A definets ekvivalences tipa predikats.

1.6.15. Definicija. Attelojumu m : A — A/Kerf : a — [a] sauc par
attelojuma f : A — B dabigo attelojumu.

Mes teiksim, ka diagramma
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ir komutativa, ja f = gh; te f : A — B, g: A—-C, h:C — Bir

attelojumi.

1.6.16. Teorema. Katram attelojumam f : A — B eksiste viens vienigs
attelojums f. : A/Kerf — B, kam diagramma

A / B

AJKetf

i komutativa; turklat sis attelojums f, ir injekcija.

O (i) Defingjam attelojumu f, : A/Kerf — B : [a] — af. Paradisim, ka
81 definicija ir korekta, proti, ja [z] = [a], tad [z]f. = [a]f..

Pienemsim, ka [z] = [a], tad (x,y) € Kerf, t.i., f = af. No Sejienes
[z]f. = xf = af = [a]f.. Tatad f. definicija ir atkariga tikai no blakusklases
la] izveles, nevis no konkréta elementa z € [a] izveles.

(ii) Pienemsim, ka a € A, tad ar f, = (an)f. = [a]f. = af. Tas nozime,
ka 7 f, = f; tatad diagramma (D1) ir komutativa.

(iii) Pienemsim, ka ¢ : A/Kerf — B ir attelojums, kam diagramma (D1)
ir komutativa, proti, 7o = f, tad

Va € A lalp = arp = af = [a]f..

Tas demonstre, ka eksisté tikai viens attelojums f, : A/Kerf — B, kam
diagramma (D1) ir komutativa.
(iv) Pienemsim, ka [z] # [a], tad = # a un xf # af. No Sejienes

[z]fe =af #af =[af].
Tatad f, : A/Kerf — B ir injekcija. m



2. nodala

PUSGRUPAS

Algebriska sistema. Grupoids; Keli tabula. Neitralais elements, neitrala ele-
menta vienigums grupoida. Asociativa operacija, pusgrupa, piemeri; visparigais
asociativais likums pusgrupa. Komutativa operacija, komutativa (Abela) pusgru-
pa; visparigais komutativais likums Abela pusgrupa. Dualais elements, monoids,
piemeri, duala elementa vienigums monoida. Grupa, simetriska grupa. Komu-
tativa (Abela) grupa. Pusgrupu homomorfisms, endomorfisms, epimorfisms, mono-
morfisms, izomorfisms, automorfisms. Pusgrupu epimorfisms: neitrala elementa
atteéls, duala elementa attels. Apakspusgrupas, to skelums; homomorfisma attels.
Kongruence, faktorpusgrupa, kanoniskais homomorfisms, homomorfisma kodols,
izomorfisma teorema. Veidotajkopa, veidotajelements, cikliska pusgrupa, cikls ar
asti, ciklisko pusgrupu klasifikacija.

2.1. Algebriskas sistemas

2.1.1. Definicija. Trijnieku (K,0O,A) sauc par n-sugu algebrisku sis-
temu, ja

(i) K ={K,Ks,...,K,}, kur K;, i € 1,n, ir daZadas netuksas kopas,

(ii) O ir algebrisku operaciju o; : X1 x Xy x ... X Xy — Y kopa, kur

Viel k(i) (X; € K), kaartY € K,

(iii) A ir daZadu attiecibu o C Xy x Xo X ... x Xy kopa, kur

Vielm(i) (X, € K),
(iv) Vie I,n[Jo € O3j (K; =prjo) V o€ A3j (K; = pr;0)].
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Ja kopas O un A ir galigas, un nerodas parpratumi, piemeram,
O ={o1,00,....08}, A={o1,00,....0m}
tad (K, O, A) vieta lieto pierakstu
(K1, Ks, ..., K,;01,00,...,0k 01,02 - Om)-

Ja O = (), tad algebrisko sistemu sauc par modeli, ja turprett A = (), tad —
par algebru. Sai situacija (K, O, A) vieta attiecigi lieto pierakstu (K, A) vai
(K, O), vai ar1 attiecigi

<K17K27"'7Kn;Q17Q27"'7Qm> vai <K17K27'"7Kn3017027"'7ok>-

2.1.2. Piemers. Tris sugu algebru (@, A, B; o, %) sauc par Milija masi-
nu, ja Q, A, B — galigas netuksas kopas, Q x A = Q un Q x A % B. Kopu
() sauc par masinas ieksejo stavokju kopu, A un B attiecigi — par ieejas un
izejas alfabetiem. Kopu A un B elementus sauc par burtiem. Operacijas o
un * attiecigi sauc par parejas un izejas funkcijam.

Ja no kontesta biis noprotams, cik sugu algebra ir dota algebra 2, tad
mes lietosim 1saku terminu algebra, tai vieta, lai teiktu: n—sugu algebra. Sai
nodala mis intereseés tikai vienas sugas algebras.

2.2. Grupoidi

2.2.1. Definicija. Algebru (G,®) sauc par grupoidu, ja © ir kopa G
defineta divvietiga operacija.

Parasti lieto 1saku izteiksmes formu. Tai vieta, lai teiktu: pienemsim, ka
(G, ®) ir grupoids, medz teikt: pienemsim, ka G ir grupoids. Ta rezultata
grupoidu identifice ar kopu G un saka: kopu G sauc par grupoidu, ja taja
defineta divvietiga operacija. Ja neradisies parpratumi un no konteksta bus
noprotama operacija ® arl mes pieturesimies pie sada izteiksmes veida.

Biezi para (a,b) attelu a ® b sauc par reizinajumu, pasu operaciju sauc
par reizinaSanu un operacijas zimi nelieto, t.i., ab = a®b. Atzimesim, ka sai
situacija reizinajumam ab var arl nebuit nekada sakara ar tik pierasto skaitlu
reizinasanu.
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Dazkart termina reizinajums vieta lieto terminu summa. Parasti tad ope-
racijas a ® b vieta lieto pierakstu a+b. Atkal jaatzime (lidzigi ka reizinajuma
gadijuma), ka summai a + b var arl nebut nekada sakara ar tik pierasto
skaitlu summu. Saprotams, ka medz but situacijas, kuras lieto arT citus
apzimejumus, pieméram, a o b, a * b, a#b vai arT [a, b].

2.2.2. Piemeri. Apskatu saksim ar tradicionaliem piemeriem.

(i) Aritmetiskas operacijas +, x ir divvietigas operacijas naturalo skaitlu
kopa N. Ta rezultata musu riciba ir divi dazadi grupoidi: (N, +) un (N, x).

Atzimesim, ka atnemsana — visiem naturalo skaitlu pariem nav definéta.
Lidz ar to atnemsana — tradicionala nozimeé nav operacija naturalo skaitlu
kopa. Tatad (N, —) nav grupoids.

(i) Aritmetiskas operacijas +, —, X ir divvietigas operacijas veselo skaitlu
kopa Z. Ta rezultata musu riciba ir tris dazadi grupoidi: (Z,+), (Z,—),
(Z, x).

Atzimesim, ka daliSana : visiem veselo skaitlu pariem nav definéta. Lidz
ar to dalisana : tradicionala nozime nav operacija veselo skaitlu kopa. Tatad
(Z,:) nav grupoids. Sai zina nekas nemainas, ja kopas Z vieta apliko racionalo
@, realo R vai komplekso C skaitlu kopu. Tacu, ja mes aplukojam kopu

QO = Q \ {0}7
tad dalisana Sai kopa ir divvietiga operacija. Lidz ar to (Q°,:) ir grupoids.

(iii) Vektoru saskaitisana un atnemsana ir divvietigas operacijas kopa C".
Secinajums: (C",+) un (C", —) ir grupoidi.

(v) Visur definetu attelojumu A : 1,mx1,n — K sauc par taisnsturveida
jeb m reiz n matricu (lieto ar1 pierakstu: m X n matrica). Attelojuma A
vertibu apgabala Ran(A) elementus sauc par matricas A elementiem. Ta ka
kopa 1,m x 1,n ir galiga, tad matricu A parasti reprezente ar tabulu

(iv) Vektoru (aq, as, as), (b1, b, b3) vektorialais reizinajums

Gz as

by b

a1 as

by b3

a1 as

by by

Y Y

(al>a27a3) X (blab2>b3) ~ (

ir divvietiga operacija kopa R?. Tatad (R?, x) ir grupoids.

a1 a2 ... QAip
A _ a921 Ao9 ... QA9pn
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kur A(i,j) = a;;. Sai situacija izmanto arl apzimejumu A = ||a; || un
saka, ka matricas A izmeri ir m x n. Ja no konteksta ir skaidrs, kadi ir
matricas A izmeri vai arl Sai informacijai nav butiskas nozimes, tad lieto

vienkarsaku apzimejumu A = ||a;;||. Elementa a;; pirmo indeksu ¢ sauc par
rindas indeksu, bet otro indeksu j — par ailes jeb kolonnas indeksu. Matricu
(@i1, a0, . . ., a;,) sauc par matricas A i-to rindu, savukart matricu

alj

A2,

Amyj

sauc par matricas A j-to aili jeb kolonnu. Vietas taupisanas nolukos j-to aili

medz pierakstit ar1 sadi '(ay;, agj, - . ., amj). Matricu
a1 a21 ... Ami
,14 _ 12 A92 ... Am2
A1p A2y, ... Amn

sauc par matricas A transponéto matricu. Ta ir n X m matrica.

Pienemsim, ka Mat,'(R) ir m x n izméru matricas, kuru elementi ir reali
skaitli, tad + un — ir divvietigas operacijas matricu kopa Mat'(R). Ta
rezultata (Mat,'(R), +) un (Mat"(R), —) ir grupoidi.

(vi) Pienemsim, ka Mat,(R) ir n—tas kartas kvadratiskas matricas par
realo skaitlu lauku, t.i., Mat,(R) = Mat](R), tad matricu reizinasana Sai
kopa ir divvietiga operacija. Tas nozime, ka (Mat,,(R), -) ir grupoids.

Kopa Mat,, (R) definésim jaunu operaciju [A, B] = AB—BA. Tarezultata
(Mat,(R), [,]) ir grupoids.

(vil) Pienemsim, ka A # ) un Fun(A4) = {f|f: A — A}, t.i., Fun(A) ir
kopa A visur defineto attelojumu f : A — A kopa. Attelojumu kompozicija
o ir divvietiga operacija Sai kopa Fun(A). Tatad (Fun(A), o) ir grupoids.

Ja G ir galiga kopa, tad grupoidu (G, ®) sauc par galigu; ja G ir bezgaliga
kopa, tad grupoidu (G, ®) sauc par bezgaligu.

Ja grupoids (G, ®) ir galigs, teiksim, G = {g1, 92, ..., 9n}, tad grupoidu
var uzdot ar sarakstu, proti, jauzdod attelojuma © grafiks. Tatad, ja

o= (G* G, Gy),
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tad
Go ={(91,95,9:0g;)li € n A jeTn}.

Kely tabula ir piedavajums, ka parskatami vizualizet kopas G pierakstu.
Izvelamies kvadratisku tabulu ar (n + 1) x (n + 1) rutinpam un defingjam

®, ja 1=7=0,

gj, ja L= 07] € 1,_TL,

Gi, .ja (&S L_n7.7 = 07
g; © gj, parejos gadijumos;

entij =

te ent;; ir ieraksts tabulas i-tas rindas un j-tas ailes krustpunkta. Vizuali
tas izskatas sadi:

© g1 92 9n
N1 On 109 .. GOG
P2 200 G200 ... Gg20Og,
gn gn®gl gn®g2 gn®gn
Piemeram,

.le a b c

ele a b c

ala e ¢ b

blb ¢ e a

cle b a e

sauc par Kleina 4—grupu.

2.3. Neitralie elementi

2.3.1. Definicija. Grupoida G elementu e sauc par neitralo (vienibas,
nulles) elementu, ja

VaeGleGa=a=a®e].

Ja operacija ® ir summa 4+, tad neitralo elementu parasti sauc par nulli
un tam lieto apzimejumu 0.
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Grupida (N, +) (skatit Piemerus 2.2.2) nulles elements ir skaitlis 0; gru-
poida (N, x) vienibas elements ir skaitlis 1. Lidzigi grupoida (Z,+) nulles
elements ir skaitlis 0; grupoida (Z, x) vienibas elements ir skaitlis 1.

Savukart grupoida (Z, —) vienibas elements neeksisté. Tiesam, piepemsim,
ka e ir (Z, —) neitralais elements, tad

e—0=0 un e—1=1.

No pirmas vienadibas seko, ka e = 0, no otras izriet, ka e = 2. Tatad
0 = e = 2. Pretruna.

2.3.2. Vingrinajumi. (i) Atrast grupoidu (C",+), (Mat*(R),+),
(Mat,(R), ), (Fun(A), o) netralos elementus.

(ii) Pieradit, ka grupoidos (Q°:), (C",—), (R3 x), (Mat™(R),—),
(Mat, (R), [,]) neitralie elementi neeksiste.

2.3.3. Apgalvojums. Grupoida eksiste ne vairak ka viens neitralais
elements.

O Pienemsim, ka e un €’ ir divi neitralie elementi, tad

e=ec@e =¢.m

2.4. Asociativa operacija
2.4.1. Definicija. Kopa G definetu operaciju ©® sauc par asociativu, ja
Vae GYbe GVeeG[(a®b)Oec=a®(bOc)].

Grupoidu G, kura operacija ® ir asociativa, sauc par pusgrupu.

Grupidi (N, +), (N, x) (skatit Piemerus 2.2.2) ir pusgrupas. Lidzigi
grupoidi (Z,+) un (Z, x) ir pusgrupas.
Savukart grupoids (Z, —) nav pusgrupa, jo

(6-2)—3=1#7=6—(2—3).

2.4.2. Vingrinajumi. (i) Pieradit, ka grupoidi (C", +), (Mat)"(R), +),
(Mat,(R),-), (Fun(A), o) ir pusgrupas.



2.5. KOMUTATiIVA OPERACIJA 33

(i) Pieradit, ka grupoidi (Q°,:), (C", —), (R? x), (Mat™(R),—),
(Mat,(R), [,]) nav pusgrupas.

2.4.3. Piemers. Pienemsim, ka A — galiga kopa un

At = OA".

n+1

Kopa AT definésim divvietigu operaciju #, ko sauc par konkatenaciju,
(CLl7 as, . .. ,(lk)#(bl, bQ, e ,bm> S (al, ag,...,0k, bl, bQ, Ce ,bm)

So pusgrupu sauc par veidotajkopas A briwo pusgrupu. Vardu kombinatorika
un teoretiskaja datorzinatne sai situacija kopu A meédz saukt par alfabétu,
kopas A elementus — par vardiem, un to apzimesanai medz lietot pierakstu

ajas . ..ar = (aras...ag).

2.4.4. Apgalvojums. Pusgrupas elementu ai,as,...,a, reizinajums
nav atkarigs no iekavu izvietojuma.

O Jan =1vain = 2, tad a1, ajay nesatur iekavas, un Sai situacija
apgalvojums ir speka. Ja n = 3, tad aj(aza3) = (aiaz)as, jo pusgrupa
operacija ir asociativa.

Turpmakais pieradijums ir induktivs. Tas kope Apgalvojuma 1.2.4 pie-
radijumu, tapec to atstajam ka vingrinajumu lasitajam. m

2.5. Komutativa operacija

2.5.1. Definicija. Kopa G definétu operaciju ® sauc par komutativu,
Jja
Vae GVbeGla®b=bOa].

_ Pusgrupu G, kura operacija © ir komutativa sauc par komutativu jeb
Abela pusgrupu.

Pusgrupas (N, +), (N, x) (skatit Piemérus 2.2.2) ir komutativas. Lidzigi
pusgrupas (Z,+) un (Z, X) ir komutativas.

Pusgrupa (Mat,,(R), -) nav komutativa, ja vien n > 1. Ta, piemeram,

FHGED-GHAED-GHED



2.5. KOMUTATiIVA OPERACIJA 34

2.5.2. Vingrinajumi. (i) Pieradit, ka pusgrupas (C", +), (Mat,'(R), +),
ir komutativas.

(ii) Pieradit, ka pusgrupas (Fun(A), o), (AT, #) nav komutativas, ja vien
|A| > 1.

2.5.3. Apgalvojums. Ja pusgrupas P elementiem ay,as, ..., a, ir speka
nosacyjums

\4) \V/] a;a; = Q;0aq, (21)

tad jebkurar substitucijai

a1 ... Gy = Ag(1)dg(2) - - - Ao(n)-
O Pieradijums induktivs. Ja n = 2, tad vienadiba
102 = o(1)0o(2)
tiesi seko no (2.1).
Pienemsim, ka apgalvojums ir speka n — 1 reizinatajam.

(i) Ja o(n) = n, tad, nemot vera Apgalvojumu 2.4.4 un induktivo pie-
nemumu, iegustam

Uo(1)0o(2) - - - Oo(n) = (Ao(1)0o(2) - - - Qo(n—1))0n
= a1...0p_10pn.

(ii) Jan = o(k), kur 1 < k < n, tad

Uo(1)Ag(2) - - - Ao(n) = Co(1) - - - Qo(k=1)%o(k) Ao (k+1) - - - Ao(n)
= (ao(l ~1)(@n (Ao (k41) - - - Ao(n)))
- (aa(l) )((ao' (k+1) - aa(n))an)

- (aa(l) o Csz(k:—l) o(k+1) - - - aU(n))an
= A1...0p_10p.
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(iii) Jan = o(1), tad

aa(l)ag(g) .. .ag(n) = (anag(g))ag(g) .. .aa(n)
(Ao(2)n)Ao(3) - - - Qo(n)

Up(2)(Ano(3) - - - Qo(n))

= aa(g)(aa(g) .. .ag(n)an)

(ag(g)a/a(g) .. .aa(n))an

= A1...0/,—_10p. |

2.5.4. Sekas. Komutativa pusgrupa jebkuriem elementiem aq,as,. .., a,
un jebkurai substitucijas

1zpildas vienadiba
a1as ...4qp = ag(l)ag(g) .. .ag(n).

VienoSanas. Pienemsim, ka P ir pusgrupa un a € P, tad

a ~ a;

2.5.5. Vingrinajumi. (i) Ja a ir pusgrupas P elements, tad
Vm € Z, V¥n € Z, a"a" = a™t".
(ii) Ja pusgrupas P elementi a un b komute, t.i., ab = ba, tad

Vn € Zy (ab)" = a™b".

2.6. Dualie elementi

2.6.1. Definicija. Pusgrupu (P,®), kura eksisté neitralais elements
e € P, sauc par monoidu.
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Monoida P elementu a sauc par apgriezamu, ja
bePlbOa=e=a0b].

So b sauc par elementa a dualo (apgriezto, pretéjo) elementu un parasti
apzimé ar a~! (ja operacija ® ir komutativa, tad medz lietot art apzimejumu
—a). Monoidu P, kura operacija ® ir komutativa, sauc par komutativu jeb
Abela monoidu.

Pusgrupas (N, +), (N, x) (skatit Piemerus 2.2.2) ir komutativi monoidi.
Monoida (N, +) neitralais elements ir 0, savukart monoida (N, x) neitralais
elements ir 1. Lidzigi pusgrupas (Z, +) un (Z, x) ir komutativi monoidi.

2.6.2. Vingrinajumi. (i) Pusgrupas (C", +), (Mat"(R),+) ir komu-
tattvi monoidi. Atrast So monoidu neitralos elementus.

(ii) Pusgrupa (Fun(A),o) nav komutativa, ja vien |[A| > 1, tacu ta ir
monoids. Atrast §1 monoida neitralo elementu.

Pusgrupa (Mat, (R),-) nav komutativa, tacu ta ir monoids. ST monoida
neitralais elements ir vienibas matrica

100 ... 0
E— 010 ...0
000 ... 1

Matricu A~' € Mat,,(R) sauc par matricas A € Mat,,(R) inverso matricu,
ja AT A=FE = AA™"

Matricas
a1 cee A15-1 arj+1 .- - Q1n
Alif] = @i—11 -+ Gi—15-1 @i—1541 .- Ai—1n
[lj] - )
Ait11 -+ Qig1j-1 Aip1j41 - - Ait1n
Am1 cee Amj—1 Qmj+1 - A,
ai cee Q151 ayj aj+1 - - - QA1n
A[i—] _ A;—11 -+ Gj—1j-1 Gi—15 Ai—154+1 - -- Ai—1n
- I
@i411 -+ Qit1j—-1 Qit15  Qilj41 - - Ait1n

(0751 cee Amj—1 A Qmj+1 - Amn
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aiq <o Q151 141 - -- A1n
@j—11 - Gj—15-1 Ai—1541 - -- Ai—1n
A[—]] = ;1 cee Qi1 Qij41 - - Qin
Ait11 -+ Gip15-1 Giprj41 - - Ai+1n
Am1 <o Qmj—1 mji4+1 - - - Qmn
sauc par matricas A = ||a;;||7 apaksmatricam.

Tiri mehaniski apaksmatrica A[ij] iegustama, ja matrica A izsvitro i-to
rindu un j-to aili; apaksmatrica A[i—| iegustama, ja matrica A izsvitro i-to
rindu; apaksmatrica A[—j] iegustama, ja matrica A izsvitro j-to aili.

Determinantu |A[ij]| sauc par elementam a;; atbilstoso minoru un lieto
apzimejumu M;;, ja A = ||a;|| € Mat,(R). Skaitli A;; = (—1)"7M;; sauc
par elementam a;; atbilstoso algebrisko papildinajumu jeb adjunktu.

Matricu
All Al? Aln
A* — A21 A22 A2n
Anl An2 Ann

sauc par matricas A adjunktu matricu, bet 'A* — par piesaistito matricu.
1
Ja |A| 7é 0, tad Ail = W
elementam A € Mat, (R) monoida Mat, (R) eksisté dualais elements A~!, ko
sauc par matricas A inverso matricu.

'A*. Tatad, ja |A| # 0, tad $im monoida

2.6.3. Piemers. Ja
0 2 -1 )
A= 0 1 1] wad JA=—|7 T |=-3
-1 -3 0
11 01
All - _3 0 ‘ - 3’ A12 - _1 O ‘ - _]')
0 1 2 —1
A13 - _1 _3 ‘ - 15 A21 - _3 0 ‘ 37
0 —1 0 2
A22 - _1 0 ‘ - 17 A23 - _1 _3 ‘ - 27
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2 -1 0 —1 0 2
A31:‘1 1‘:37 A32:_‘0 1‘:07 A33_‘0 1‘:0
No Sejienes
3 —1 1 3 3 3
A= 3 -1 =2 |, ‘A" = -1 -1 0 ],
3 0 0 1 =2 0
un tapec
-1 -1 -1
_ 1
A= 5 5 0
SR

Lasitajam ieteicam parliecinaties, ka A='A = F.

2.6.4. Apgalvojums. Katram monoida elementam eksiste ne vairak ka
viens dualais elements.

O Pienemsim, ka b un c¢ ir elementa a dualie elementi un e ir neitralais
elements, tad
b= be = b(ac) = (ba)c = ec = c. n

2.6.5. Sekas. Ja b ir elementa a dualais elements, tad a ir elementa b
dualais elements, t.i., (a™')™!' = a.

O ala=e=aat. No Sejienes a = (™')™, m

2.6.6. Definicija. Attelojumu f: X1 — Y sauc par attelojuma

g: Xo — Y sasaurinajumu kopa X, ja X1 C Xo un Ve € X; f(x) = g(z) .
Saja situacija medz lietot apzimejumu f = g|X; .

2.6.7. Apgalvojums. Katru pusgrupu (P, ®), tai pievienojot vienu jau-
nu elementu, var parverst par monoidu (M,-) ta, lai -|P = ©.

O Piepemsim, ka P — pusgrupa un e ¢ P. Kopa M = PU{e} definejam
jaunu operaciju - :

Vee PYVyeP -y =20
VyeP ey =y=y-¢
e-e = e.
Saskana ar operacijas - definiciju -|P = ©. m
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2.6.8. Piemers. Pienemsim, ka A ¢ AT un A* = A" U {\}, tad kopu
A* var sekojosi parverst par monoidu:

M = N, Mu— u— udt\.

So monoidu sauc par kopas A veidoto brivo monoidu A*. Kopas A* elementu
A sauc par tukso vardu. Ja u = u; = us = ... = u,, tad lieto arT pierakstu
U = UUs . .. Uy. Savukart u¥ = .

Vienosanas. Pienemsim, ka M — monoids un a € M, tad a® = e, kur
e ir monoida M neitralais elements.

2.6.9. Vingrinajumi. (i) Ja a ir monoida M elements, tad
Vm € NVn € Na™a" = a™*".
(ii) Ja monoida M elementi a un b komute, t.i., ab = ba, tad

Vn € N (ab)" = a"b".

2.7. Grupas

2.7.1. Definicija. Monoidu (G,®), kura katrs elements ir apgrieZams,
sauc par grupu. Grupu G, kura operacija © ir komutativa, sauc par komu-
tativu jeb Abela grupu.

2.7.2. Apgalvojums. Attelojums f, kas katram grupas G elementam a
piekarto ta apgriezto elementu a™t, ir kopas G substiticija.

O (i) Nemot vera Apgalvojumu 2.6.4, attelojums f ir definets korekti. Ta
ka grupa katram elementam eksisté apgrieztais elements, tad Dom(f) = G,
t.i., f ir visur definets attelojums.

(ii) Ja f(a) = f(b), tad f(f(a)) = f(f(b)). Saskana ar apgriezta
elementa definiciju @ ir elementa @' apgrieztais elements, tapec
a=(aH = f(f(a)) = f(f(b)) = (b~1)"! =b. Tatad f ir injekcija.

(iii) Pienemsim, ka a € G, tad a™* € G un f(a™!) = (a7!)~! = a. Tatad
f ir sirjekcija.

(iv) Tagad atliek vairs tikai atsaukties uz bijekcijas definiciju, lai kon-
statetu, ka f ir bijekcija. m
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2.7.3. Sekas. Ja G ir grupa, tad
G'={a'laeG}=aG.
2.7.4. Apgalvojums. Katram grupas G elementam a attelojums
T, :x— ax
i kopas G substitucija.
O (i) Ja az = ay, tad z = a *(az) = a'(ay) = y. Tas nozime, ka
T, : G — G ir injekcija.
(i) Jay € G, tad a™ly € Gun T, : a 'y — aa'y = y. Tas demonstre,
ka T, ir sirjekcija. m
2.7.5. Vingrinajums. Katram grupas GG elementam a attelojums
T, 17— za
ir kopas G substiticija.
2.7.6. Teorema. Kopa &(A) ar taja defineto operaciju
(1,0) — 10

I grupa.

O (i) Saskana ar Apgalvojumu 1.3.7 (7,0) — 70 ir kopa &(A) defineta
divvietiga operacija, un tapec S(A) ir grupoids.

(i) Saskana ar Apgalvojumu 1.2.3 grupoids G(A) ir pusgrupa.

(iii) Attelojums I : A — A, kas definéts ar nosactjumu I : = — =z, ir
kopas A substitucija. Pienemsim, ka f € G(A) un a € A, tad

o(lf) = (al)f = af = (af) = a(fT).

Tas pamato vienadibu If = f = fI, t.i., I ir pusgrupas S(A) neitralais
elements. Tatad pusgrupa G(A) ir monoids.
(iv) Pienemsim, ka f € G(A), tad saskana ar Apgalvojumu 1.4.7

fif=Ta wn ffl=Ta

Tagad atsaucoties uz Apgalvojumu 1.4.6 secinams: f~' ir bijekcija. Lidz ar
to f71 € 6(A) un tas ir elementa f apgrieztais elements.

Atliek vairs tikai pieversties Definicijai 2.7.1, lai konstatetu, ka monoids
S(A) ir grupa. m
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2.7.7. Definicija. Kopu &G(A) ar taja defineto operaciju
(1,0) — 70
sauc par kopas A simetrisko grupu; &, sauc par n-tas pakapes simetrisko
grupu.

Grupa 6,, definéto operaciju (7, 0) +— 7o pienemts saukt par reizinasanu,
nevis — kompoziciju.

Lietojumi kristalografija un fizika ir viens no nopietnakajiem argumen-
tiem, kapec mes tuvak iepazistamies ar simetriskam grupam. Misdienu
lasttaju, protams, tas var art neaizkustinat, tacu simetriskas grupas nozimi-
gas arl vesturiski, jo tiesi tas (Abela un Galua darbos par algebriskiem
vienadojumiem) bija pirmas, kas paradijas matematika.

2.7.8. Vingrinajumi. (i) Ja (G,-) ir grupa, tad (G, ®) ir grupa, kur

Vee GVye Gx Oy = yz.
(ii) Kopa G(A) ar taja definéto operaciju
(r,0)—~To0o
ir grupa.
2.7.9. Piemérs. Komutativais monoids (Z, +) ir Abela grupa, ta¢u ko-

mutativais monoids (Z, X ) nav grupa. Piemeram, skaitlim 2 monoida (Z, x)
neeksiste apgrieztais elements.

2.7.10. Vingrinajums. Pieradit, ka komutativie monoidi (C",+) un
(Mat,"(R), +) ir grupas.

2.7.11. Piemeri. (i) Grupoidi (Q,+), (R,+), (C,+) ir komutativas
grupas.

(ii) Vienelementiga kopa {e} ar taja definéto operaciju (e, e) — e ir ko-
mutativa grupa. So grupu sauc par trivialo grupu.

(iii) Kopa Z,, ar taja definéto operaciju (z,y) — x +y mod m ir komu-
tativa grupa. So grupu sauc par m—tas kartas ciklisko grupu.

(iv) Vienibas rinkis S* = {z |2 € C A |z] = 1} ar taja defineto komplekso

skaitlu reizinasanu ir komutativa grupa.

2.7.12. Vingrinajums. Pieradit, ka Kleina 4-grupa ir Abela grupa. Sis
grupas Keli tabulu skatit 31. lappuse.
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2.8. Homomorfismi

2.8.1. Definicija. Piepemsim, ka (P,®) un (S,®) ir divas pusgrupas.
Attelojumu f : P — S sauc par pusgrupu homomorfismu, ja

Ve PVYyeP f(zoy) = flz)® fly).

Parasti gan operaciju simbolus ® un @ vispariga gadijuma nelieto. Sai
gadijuma homomorfisma definicija izskatas sadi:

flzy) = f(z)f(y).

Ja P un S ir komutativas pusgrupas, tad medz lietot aditivo pierakstu:

flz+y) = flz)+ f(y).

Saprotams, ka vispariga gadijuma saskaitiSsanas simbols + katra pusgrupa
apzime citu operaciju, kaut arT §Stm operacijam tiek lietots viens un tas pats
pieraksts.

Bijektivu homomorfismu sauc par izomorfismu. Sai situacija pusgrupas
P un S sauc par izomorfam pusgrupam.

2.8.2. Piemeri. (i) Attelojums f : x — 27 ir pusgrupu (R, +), (R,-)
homomorfisms.

(ii) Kopa {—1,0,1} ar taja defineto skaitlu reizinasanu ir pusgrupa. At-
telojums f : x +— sgnzx ir pusgrupu (Z,-), ({—1,0, 1}, -) homomorfisms.

xz 0
f:xr—>(0 0>

ir pusgrupu (R, -), (Maty(R), -) homomorfisms.

(iii) Attelojums

2.8.3. Definicija. Sirjektivu homomorfismu sauc par epimorfismu. In-
jektivu homomorfismu sauc par monomorfismau.

2.8.4. Apgalvojums. Ja f : P — S ir pusgrupu epimorfisms un e ir
neitralais elements, tad f(e) ir neitralais elements.
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O Pienemsim, ka x € S. Ta ka f: P — S ir sirjekcija, tad eksiste tads
a € P, ka f(a) = x. Tagad nemam vera, ka f ir homomorfisms

fle)z = [fle)f(a) = f(ea) = f(a)
— o= (@) = flae) = f(@)f(e)
= xf(e). ]

Bridinajums. Nosacijums, ka f : P — S ir epimorfisms ir butisks. Ta,

piemeram, attelojums
froxw— ( g 8 )

ir pusgrupu (R, -), (Matq(R), -) homomorfisms, tacu

=40 )

kas nav monoida (Maty(R),-) neitralais elements. ST iemesla dél monoidu
homomorfismu define citadi.

2.8.5. Definicija. Pienpemsim, ka M un N ir divi monoidi. Pusgrupu
homomorfismu f : M — N sauc par monoidu homomorfismu, ja

kur e ir monoida M neitralais elements un € ir monoida N neitralais ele-
ments.

2.8.6. Apgalvojums. Ja f : P — S ir pusgrupu epimorfisms un ele-
mentam a € P eksiste dualais elements, tad elementam f(a) eksiste dualais
elements un f(a)™' = f(a™!).

O Ta ka elementam a € P eksiste dualais elements, tad pusgrupa P
ir monoids. Piepemsim, ka e ir monoida P neitralais elements, tad f(e)
(Apgalvojumus 2.8.4) ir pusgrupas S neitralais elements. Tagad nemam vera,
ka f: P — S ir pusgrupu homomorfisms. No Sejienes

fla™)f(a) = f(a™"a) = f(e) = flaa™") = f(a)f(a™).
Tatad (Definicija 2.6.1) f(a™!) = f(a)™'. =
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2.8.7. Definicija. Pienemsim, ka P ir pusgrupa. Pusgrupu homomor-
fismu f : P — P sauc par endomorfismu. Ja endomorfisms ir bijekcija, tad
to sauc par automorfismu.

2.8.8. Piemers. Attelojums f : z +— 2z ir monoida (N, +) endomor-
fisms. Sis endomorfisms ir monomorfisms, tacu tas nav nedz epimorfisms,
nedz automorfisms.

2.9. ApakSpusgrupas

2.9.1. Definicija. Pusgrupas (P, ®) netuksu apakskopu S sauc par apaks
PUSGTUPY, JG

Vre SVyeS xz0yelbs.
2.9.2. Vingrinajums. Pusgrupas P apakspusgrupa S ir pusgrupa.

2.9.3. Piemeri. (i) Kopa Z2 <= {z|3a € Z x = 2a} ir pusgrupas (Z, -)
apakspusgrupa.

(ii) Kopa {—1,0,1} ir pusgrupas (R, -) apakspusgrupa.

e {(3 ) eoe)

ir pusgrupas (Mats(R), -) apakspusgrupa.

(iii) Kopa

2.9.4. Vingrinajums. Pieradit, ka (C,-) ir komutativs monoids.

2.9.5. Apgalvojums. Piegemsim, ka {P;|i € Z} ir pusgrupas P apaks-
pusgrupu saime. Ja S = (| P, # 0, tad S ir apakspusgrupa.
1€l
O Piepemsim, ka x € Sun y € S, tad
VieZ(rxeP, Ny€eFR).

Ta ka P; ir pusgrupas, tad Vi € Zzy € P,. Lidzartoay € (B, =S5. =
i€T
Bridinajums. Nosacijums, lai S # () ir butisks. Ta, piemeram, (Z_, +)
un (Z,,+) ir pusgrupas (Z,+) apakSpusgrupas, bet Z_ NZ, = ), kas nav
apaksSpusgrupa.
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VienosSanas. Pienemsim, ka f : P — S ir attélojums. Abstrakta algebra
parasti lieto apzimejumu

Im(f) = Ran(f),
ko sauc par attelojuma f attelu.

2.9.6. Apgalvojums. Ja f : P — S ir pusgrupu homomorfisms, tad
Im(f) ir pusgrupas S apakspusgrupa.

O Pienemsim, ka y € Im(f) un ¢’ € Im(f), tad eksiste z € P un 2’ € P
tadi, ka f(z) =y un f(2’') = ¢'. No Sejienes

yy' = f(x)f(2') = f(xa’) € Im(f). =

2.10. Kongruences

2.10.1. Definicija. Pusgrupa P definetu ekvivalences tipa predikatu =
sauc par kongruenci, ja

Va€e PYx € PYye P (r=y=ax =ay N za = ya).

2.10.2. Vingrinajums. Fkvivalences tipa predikats = ir kongruence pus-
grupa P tad un tikai tad, ja

a=bANx=y=axr=by.
2.10.3. Piemeri. (i) Kopu saime {Zy, 2}, kur
Zo = {parskaitli}, Z; = {neparskaitli}, ir veselo skaitlu kopas Z sadalijjums.
Sis sadalijums definé (Apgalvojums 1.6.6) ekvivalences tipa predikatu =, kas

patiesiba ir kongruence pusgrupa (Z, +):

a =y at+tr=at+y ANr+a=y+a

Zo Zo Zo
ZO Z1 Zl
Zl Z() Zl
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(ii) Kopu saime {Z_,{0},Z,} ir veselo skaitlu kopas Z sadalfjums. Sis
sadaltjums define (Apgalvojums 1.6.6) ekvivalences tipa predikatu =, kas
patiesiba ir kongruence pusgrupa (Z, -):

a r=y ar = ay N\ ra = ya
/. Z_ Ly
z. {0} {0}
y/ y/n Z

0z {0}
o} {0} {0}
oz {0}

Z. I_ Z_
Zy {0} {0}
Z, Z. A

Tacu §is pats ekvivalences tipa predikats nav kongruence pusgrupa (Z, +).
Piemeram, —2 = —1,bet -2+2=0%1= -1+ 2.

2.10.4. Apgalvojums. Ja = ir kongruence pusgrupa P, tad P/= ir
pusgrupa, kur

[2]ly] = [y]. (2.2)

O (i) Vispirms paradisim, ka reizinasana faktorkopa P/= defineta korekti.
Pienemsim, ka [a] = [z] un [b] = [y], tad a = z un b = y. Ta ka = ir
kongruence pusgrupa P, tad ab = xb un xb = xy. No Sejienes, nemot vera,
ka = ir transitiva, seko:

ab = xy, t.i., [ab] = [xy].

Tatad reizinajums nav atkarigs no konkretu blakusklases parstavju izveles,
svarigi tikai, lai tie piederetu vienai un tai pasai blakusklasei.
(ii) Atliek paradit, ka reizinasana ir asociativa.

lal([b]le]) = la][be] = [a(be)] = [(ab)d] = [ab][c] = ([a][b])[c]. =

2.10.5. Definicija. Pienemsim, ka = ir kongruence pusgrupa P. Fak-
torkopu P/= ar taja defineto reizinasanu (2.2) sauc par faktorpusgrupu péc
kongruences =.
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2.10.6. Vingrinajums. Ja = ir kongruence pusgrupa P, tad attelojums
w:P— P/=:x [x] (2.3)
ir pusgrupu epimorfisms.

2.10.7. Definicija. Pienemsim, ka = ir kongruence pusgrupa P. Ho-
momorfismu (2.3) sauc par dabigo jeb kanonisko homomorfismu.

2.10.8. Piemeri. (i) Kopu saime {Zy, Z,} (skatit Piemeru 2.10.3(i))
definé kongruenci pusgrupa (Z, +). Dotaja gadijuma Z/= Keli tabula izska-
tas sadi:

Attelojums

[0], ja x para skaitlis,
[1], ja « nepara skaitlis

() = {

ir dabigais homomorfisms.
(ii) Kopu saime {Z_,{0},Z,} (skatit Piemeéru 2.10.3(ii)) definé kongru-
enci pusgrupa (Z,-). Dotaja gadijuma Z/= Keli tabula izskatas sadi:

[ [=1] [0 [
(1| [1] [0] [-1]
[0] | [o] [o] [O]
[ [=1] [o]  [1]
Attelojums
J [_1]7 ja r <0,
]7 ja" x: 9

ir dabigais homomorfisms.

2.10.9. Apgalvojums. Ja f : P — S ir pusgrupu homomorfisms, tad
Kerf ir kongruence.



2.11. CIKLISKAS PUSGRUPAS 48

O Saskana ar definiciju: ja (x,y) € Kerf, tad f(x) = f(y). No Sejienes

fla)f(z) = fla)f(y) N flz)f(a)= f(y)f(a),
& flaz) = flay) A f(za) = f(zy),
& (azx,ay) € Ketf A (xa,ya) € Kerf. =

2.10.10. Teorema. Katram pusgrupu homomorfismam f : P — S ek-
sisté viens vienigs pusgrupu homomorfisms f, : P/Kerf — S, kam diagram-
ma

P f S

(D2)
P/Kerf

1 komutativa, turklat sis homomorfisms f. ir monomorfisms.

O Teorema 1.6.16 apgalvo, ka eksiste viens vienigs attelojums
f«: P/Kerf — S,

kam diagramma (D2) ir komutativa, turklat f. ir injekcija. Atliek parlieci-
naties, ka §is attelojums ir pusgrupu homomorfisms.
Pienemsim, ka [z] € P/Kerf un [y] € P/Kerf. Saskana ar f, definiciju

fllz]) = flx)  wn fully]) = f(y).
No Sejienes
Lll2D () = f@)f(y) = flxy)

(22)

= fullwy)) = fo([2]ly]). =

2.11. Cikliskas pusgrupas

2.11.1. Definicija. Pusgrupu P sauc par monogenu jeb ciklisku pus-

grupu, ja
Jae PYVxe Pine€Z, x=a".
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Sai situacija elementu a sauc par monogénas pusgrupas P veidotdjele-
mentu.

2.11.2. Piemeri. (i) (Z,+) ir monogéna pusgrupa ar veidotajelemen-
tu 1. So pusgrupu dazkart sauc par aditivo pusgrupu 7. .

(ii) Fiksejam pozitivus naturalus skaitlus d un m, un definejam kopas Z
sadalijumu S(d, m):

N = {1y 2= {2 d-1 = {d-1}
[d = A{z|lz=d+km A keN},
d+1] « A{zx|lz=d+1+km A keN},

[d+m—-1 = {xlz=d+m—1+km A ke N}
2.11.3. Lemma. Ja kopas Z. sadalijums S(d,m) atbilst ekvivalences

tipa predikatam o(d,m) (skatit Vingrinajumus 1.6.8), tad o(d,m) ir kon-
gruence pusgrupa (Z.,+).

O Ta ka (Z,,+) ir komutativa pusgrupa, tad japierada tikai nosacijums
Va € Z, Ve € Z, Vx € Zy [(x,y) € o(d,m) = (a +x,a+y) € o(d, m)].

Piepemsim, ka = € [j] un y € [j]. Talako pieradijumu sadalisim divas
dalas.

(i) Jal < j<d tad z = j = y. No Sejienes a + = = a + y, tapéc
(a+z,a+y) € o(d,m).

(ii) Ja d < j < d+ m, tad eksiste tadi naturali k£ un s, ka

r=j+km un y=j+ sm.

Pienemsim, ka a € [i], tad eksistée tads naturals skaitlis [, ka a = 7 + Im. No
Sejienes

at+z = i+j5+({+k)m,
a+y = i+j+({+s)m.
Ja i+ 7 < d+ m, tad §1s vienadibas lauj secinat, ka

at+zefi+j] un a+yé€Eli+ ]l
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tatad (a +z,a+y) € o(d,m). )
Tagad izanalizesim gadijumu, ja ¢ + j > d 4+ m. Sai situacija
i1+j—d>m>0,
un tapec eksiste tadi naturali ¢ un r, ka
1+j—d=qgm+r, kur re0,m—1.
Atzimesim, ka pedeja vienadiba nav nekas cits, ka dalisana ar atlikumu. No
Sejienes
t+j=d+r+gm un d+r<d+m.
Tatad
at+zx = i+j+(+km=d+r+gn+(+km
= d+r+(q+l+kme[d+r],

at+y = i+j+{U+sm=d+r+qgn+ I+ s)m
d+r+(qg+l+symeld+r]. =

2.11.4. Definicija. Pusgrupas (Z.,+) faktorpusgrupu péc kongruences
o(d, m) sauc par ciklu ar asti.

Ja d =1, tad astes nav, un Sai situacija faktorpusgrupu Z, /o(1, m) sauc
par ciklu. Shematiski tas viss izskatas Sadi:

dtm—1 d+m—2 . m—1

d+1 d+2 2 3

2.11.5. Teorema. Jebkura monogena pusgrupa ir izomorfa aditivai pus-
grupai Z, ciklam, vai art kadam ciklam ar asti.
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O Pienemsim, ka P — monogéna pusgrupa ar veidotajelementu a. Ap-
skatisim attelojumu
o: %y — P:nw—a".

Ta ka P — monogena, tad ¢ — sirjekcija, turklat

m+n V2'i5(i) ama™

p(m+n)=a a® = p(m)e(n),

t.i., ¢ ir epimorfisms.

No Teoremas 2.10.10 izriet, ka Z, /Kery = Im(yp), t.i., pusgrupas Z, /Kerp
un Im(p) ir izomorfas. Dotaja gadijuma Im(p) = P.

(i) Pienemsim, ka sadalijums A atbilst kongruencei Ker(y). Ja visas
sadalijuma A blakusklases ir vienelementigas, tad Z, = Z, /Kerp = P.

(ii) Preteja gadijuma eksiste klases A; € A, kas satur vismaz 2 elementus.
Ar d apzimesim mazako elementu, kas pieder stm klasem, t.i.,

3

Tas nozime, ka klases [1], [2],..., [d — 1] ir vienelementigas un klase [d] satur
vismaz 2 elementus. Ar r apzimésim mazako no skaitla d atskirigo klases [d]

skaitli, t.i.,
r = min([d] \ {d}).
Pienemsim, ka m = r — d. Saskana ar Ker(y) definiciju no Sejienes
p(d) = o(r) = e(d+m). (2.4)
Nemot vera skaitla r definiciju secinams
[d] # [d + 1], ja 1€l,m—1.

Tiesam d + i ¢ [d], bet d+ ¢ € [d + i].

e Paradisim, ka Vi € O,m —1 [d+i] D {z|Fk € Nz =d+i+ km}.
Saskana ar Ker(y) definiciju mums japarada, ka

o(d+1i) =p(d+1i+km). (2.5)
Ja k=0, tad (2.5) ir acim redzama. Talakie spriedumi induktivi

old+i+km) = od+i+ (k—1)m+m)=p(d+i+ (k—1)m)p(m)
= p(d+1)e(m) =@(d+i+m)

= p(d+m)p(i) B p(d)pli) = p(d + 1)
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e Tagad paradisim: ja 0 <i < j <m, tad [d +i] # [d + j].
Pienemsim pretéjo, proti, [d + i = d + j. Ja reiz ta, tad

4 % [d+m)=[d+j+m— ]

= ld+jl+[m—jl=[d+i+[m—j]
= ld+(m—(—1)]=I[d+dq],

kur ¢ = m — (j —1). No ¢ definicijas izriet, ka 0 < ¢ < m. Tatad
d<d+qg<d+m=d+r—d=r un d+qe€ld].

Atceramies, ka r bija mazakais no d atskirigais blakusklases [d] elements,
bet d + g < r. Pretrunal

Mes tikko konstatejam:
ja i€ 0,m—1, tad [d+i] ={z|3k e N =d+i+ km}.

Tatad A = S(d,m) ( skatit Piemeru 2.11.2(ii) ), jo vienelementigas blakus-
klases abiem Siem sadalijumiem ar1 sakrit. Ta rezultata

Z/o(d,m) = Z, [Ker(p) = P,

t.i., P ir izomorfa ciklam, vai ar1 ciklam ar asti. m

Pienemsim, ka P — pusgrupa un S — pusgrupas P apakspusgrupa. Sim-
boliski to pierakstisim sadi: S < P.
Pienemsim, ka () # X C P, tad

XCcs<p

t.i., mes aplikojam skelumu pa visam pusgrupas P apakSpusgrupam, kas
satur kopu X.

2.11.6. Apgalvojums. (X) ir pusgrupa.

O (i) Ta ka P < P, tad vismaz viena pusgrupa apmierina nosacijumu
h#XCP.

(i) Visas pusgrupas S satur kopu X # (), tapec (X) O X # (). Tagad
atsaucoties uz Apgalvojumu 2.9.5 secinams: (X) ir pusgrupa. m
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2.11.7. Definicija. Pusgrupu (X) sauc par kopas X genereto apaks-
PUSGTUPU.

Ja (X) = P, tad kopu X sauc par pusgrupas P veidotajkopu. Lai ne-
sarezgitu apzimejumus, ja X = {x1,z9,...,x,}, parasti uzskata, ka

<LL’1,.§L’2, . ,$n> - <X>
Pienemsim, ka a ir pusgrupas P elements, tad

VneZ, a" € P.

Ta rezultata
Pla) = {z|In€Zixz=a"}

ir pusgrupas P apakspusgrupa, kas satur elementu a. Saskana ar (a) definiciju
no Sejienes izriet, ka (a) C P(a). Tacu ta ka (a) ir pusgrupa un a € (a), tad
P(a) ir pusgrupas (a) apakspusgrupa, t.i., P(a) C (a). Lidz ar to P(a) = (a).

Tatad, ja pusgrupas P veidotajkopa sastav no viena pasa elementa, tad
ta ir monogeéna, jo P(a) ir monogéna pusgrupa (skatit monogénas pusgrupas
definiciju).



3. nodala

GRUPAS

Grupas, apaksgrupas, kreisas blakusklases, Lagranza teorema. Elementa karta,
grupas karta, apakSgrupas H indekss grupa G. Neitrala, duala elementa homo-
morfs attels. Homomorfisma attels. Faktorgrupa. Normala apasgrupa un kongru-
ence grupa. Faktorgrupa péc normalas apaksgrupas. Kanoniskais homomorfisms,
homomorfisma kodols, izomorfisma teoréma. Veidotajkopa, veidotajelements, cik-
liska grupa, ciklisko grupu klasifikacija. Keli teorema. Cikls, transpozicija, ne-
atkarigi cikli, elementa ¢ genereta substitucijas 7 orbita. Substitiicija ka neatkarigu
ciklu kompozicija. Inversija, substitiicijas zime, dekrements. Mainzimju grupa.
Grupas komutants. Grupas centrs un saistito elementu klases.

3.1. Pilna lineara grupa

Atgadinasim (Definicija 2.7.1), ka monoidu (G, ®), kura katrs elements ir
apgriezams, sauc par grupu. Grupu G, kura operacija ® ir komutativa, sauc
par komutativu jeb Abela grupu.

3.1.1. Piemeri. (i) Piepemsim, ka R* = R\ {0}, tad grupoids (R*,-)
ir komutativa grupa. Te operacija R* x R* — R* ir realo skaitlu reizinasana.

(ii) Kopa
GL.(R) = { A€ Mat,(R)|]A] £0}
ar taja defineto matricu reizinasanas operaciju ir grupa.

Lai konstatétu, ka G L, (R) ir grupoids mums naksies pieradit dazus rezul-
tatus par determinantiem.
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3.1.2. Lemma. Ja
L b1z bz bin
B— 0 1 b b ’
0 ‘O | 0 1

tad |A| = |BA| jebkurai n-tas kartas kvadratiskai matricai A.

O Lielakas uzskatamibas labad matricas A = [|a;;|| pieraksta vieta lie-
tosim ar1 pierakstu
a;
as
)
a,
kur a; = (a;1, a;o, - . ., a;,) ir matricas A i-ta rinda. Sajos apziméjumos

a; + blgag + ...+ blnan
ag+...+bgnan

BA =

Tagad pastastisim, ka matrica A elementari parveidojama par BA. Vis-
pirms iegust matricas BA pirmo rindu, tad — otro, treso, utt., lIidz iegust
priekspedejo rindu.

Detalizetak aprakstisim, ka iegtistama i-ta rinda. Vispirms ¢ + 1 rindu
pareizina ar b;;,, un rezultatu pieskaita i-tajai rindai, tad ¢ 4+ 2 rindu parei-
zina ar b;,o un rezultatu pieskaita i-tajai rindai. Ta turpina, lidz iegust
a; + b1 + ..+ bpag,.

Ta ka visi aprakstitie parveidojumi ir otra veida elementari parveidojumi,
tad |BA| = |A]l. m

Uzskatamibas labad matricas

a1 .. Qim bll e bln

aml1 -+ Omm bml . bmn
H =

C11 ... Cim dll c. dln

Cn1 oo Com dnl Ce dnn
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pieraksta vieta lietosim ari pierakstu
o
C D\’
kur A = ||a ||, B =||bjllr, C=lleijllm, D =||di|]7-
3.1.3. Lemma.
5 0|,
kur A= lag|[™, O=|0||™, B=|lbsll%, C=llcyll?.

O Pieradijuma metode — indukcija péc m. Apzimeésim

A O
Jam =1, tad
a1 0 ce 0
H — bir cul Cin
bnl Cnl Cnn
Izvirzot |H| pec pirmas rindas,
Ci11 ... Cip
|H|=ay1|. . . . . |=]|A]|C].
Ch1 -+ Cpn

Vispariga gadijuma, izvirzot H péc pirmas rindas,

[H| =y Hy =Y (=1)ay; [H[1]]] .
j=1 j=1

Nemsim vera (skatit apaksmatricu definicijas 36. lappuse), ka

Allj] O[]

A=l sy

)
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un, ta ka matricas A[1j] karta ir m — 1, tad saskana ar indukcijas piepémumu
|H[1j]| = |A[1j]] |C]|. No Sejienes

m m

[H| =) (=1)""ay; |A[1]][C] = Z 1) ay; |A[Lj]| =
j=1 j=1

=C1> a; Ay =|C||A] = |A[|C]. m

3.1.4. Teorema. Ja A, B — kvadratiskas matricas, tad
|AB| = |A[|B.

O Pienemsim, ka A, B € Mat,(R), tad matricas

A O
-F B

karta ir 2n. Saskana ar Lemmu 3.1.3

A O
5 o] = sl (3.)
Savukart, atsaucoties uz Lemmu 3.1.2
A O E A A O
—-E B | O E —-E B
Ta ka
E A A O | O AB
|| -E B ||’
tad
A O O AB
)_EB‘_ _EB'. (3.2)

Pedeja determinanta, mainot vietam pirmo aili ar n+ 1, tad otro — ar n+ 2,
utt., idz n-to aili nomaina ar 2n, iegust

O AB n
‘—E B ‘ = 1)

AB 0‘

P (3.3)
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Atkal, atsaucoties uz Lemmu 3.1.3, var pamatot, ka

‘AB O

el ’: |AB|| - E| = (—-1)" |AB|.

Tagad, nemot vera formulas (3.1-3.3), izvedams

A0 O AB|_ (|
-E B| |-E B |~

4] |B| = \

AB O
B —-FE

= (=" (=1)"|AB| = |AB|. =
3.1.5. Sekas. GL,(R) ir grupoids.

O Piepemsim, ka A, B € GL,(R), tad |A| # 0 # |B|. No Sejienes |AB| =
|A||B| # 0, tapec AB € GL,(R). m

Ka redzams, dazos gadijumos, lai konstatetu, ka dota kopa ar taja defineto
operaciju ir grupa, nakas krietni papileties. Tikko apliikotaja gadijuma mes
pamatojam, ka matricu reizinasanas sasaurinajums kopa G'L,(R) ar1 ir ope-
racija.

3.1.6. Teorema. Kopa GL,(R) ar taja definéto matricu reizinasanas
0peracyju ir grupa.

O (i) Ta ka Mat,,(R) ir monoids, tad ar1 kopa G L, (R) izpildas asociativais
likums. Lidz ar to GL,(R) ir monoids.

(ii) Nemsim vera, ka |A| # 0, tadel (skatit 37. lappusi) matricai A eksiste
inversa matrica A~!. Ja reiz ta, tad, balstoties uz Teoremu 3.1.4, secinams
1 = |E| = |AA7Y| = |A||A7Y|. Tatad |A7' = |A]™' # 0. Lidz ar to
A~' € GL,(R). Tas nozime (Definicija 2.7.1) [22.32. definicija], ka GL,(R)
ir grupa. m

3.1.7. Definicija. Grupu GL,(R) sauc par pilnu linearu grupu par lau-
ku R.

Linearo grupu teorijas pirmsakumi attiecinami uz XIX gadsimta vidu. Tie
saistiti ar petljumiem par geometriskam transformacijam, pirmam kartam
projektivaja geometrija. Linearo grupu teorijas attistiba cieSi saistita ar L1
grupu teoriju, grupu reprezentacijam un Galua teoriju. Musdienu teoretiskas
fizikas problematika biutiski paplasinajusi linearitates lietojuma sferu un ta
ietekmejusi ar1 grupu teorijas attistibu.



3.2. ELEMENTARAS 1PASiBAS 59

3.1.8. Vingrinajums. Paradit, ka kopa
SL,(R) = {A e GL,(R)||A|] =1}
ar taja defineto matricu reizinasanas operaciju ir grupa.

3.1.9. Definicija. Grupu SL,(R) sauc par specialu linearu grupu par
lauku R.

3.2. Elementaras 1pasibas

3.2.1. Definicija. Pusgrupas P elementu e sauc par kreiso neitralo ele-
mentu, ja
Ya e P ea=a.

Pusgrupas P elementu o' sauc par elementa a € P kreiso dualo elementu, ja
ada=e.

3.2.2. Apgalvojums. Pusgrupa G ir grupa tad un tikai tad, ja taja ek-
siste kreisais meitralais elements un katram a € G eksité kreisais dualais
elements.

O NepiecieSamais nosacijums uzreiz izriet no grupas definicijas, jo neit-
ralais elements ir arl kreisais neitralais un dualais elements ir ar1 kreisais
dualais.

Pietiekamais nosacijums. Pienemsim, ka e ir pusgrupas P kreisais neit-
ralais elements un o’ ir elementa a kreisais dualais elements, tad elementam
a’ eksiste kreisais dualais elements a”. No Sejienes

aa' = e(aad’) = (a"a')(ad’) = a"(d'a)d’ = a"ea’ = a"(ed') = a"a' = e.
Tas lauj secinat, ka

ae = a(d'a) = (ad)a = ea = a.

Tatad e ir neitralais elements un o’ ir dualais elements. Tas nozime (skatit
grupas definiciju), ka G ir grupa. m
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3.2.3. Definicija. Pusgrupas P elementu e sauc par labo neitralo ele-
mentu, ja
VYae P ae=a.

Pusgrupas P elementu a' sauc par elementa a € P labo dualo elementu, ja
aa' = e.

3.2.4. Vingrinajums. Pusgrupa G ir grupa tad un tikai tad, ja taja
eksiste labais neitralais elements un katram a € G eksite labais dualais ele-
ments.

3.2.5. Apgalvojums. Pusgrupa G ir grupa tad un tikai tad, ja
Vae GYoe GIr e GIye G (zra=0b A ay=0).
O = Izvelamies x = ba~! un y = a~'b, tad
ra =ba ta="b un ay = aa"'b = b.

< (i) Piepemsim, ka e ir vienadojuma za = a atrisinajums un g, ir
vienadojuma ay = b atrisinajums, tad

eb = e(ayy) = (ea)yo = ayo = b.

Lidz ar to e ir pusgrupas kreisais neitralais elements.

(ii) Pienemsim, ka ¥’ ir vienadojuma zb = e atrisinajums, tad V' ir ele-
menta b kreisais apgrieztais elements. Tagad atsaucoties uz Apgalvojumu
3.2.2 secinams: P ir grupa. m

Vienosanas. Pienemsim, ka G ir grupa, a € G un n € N, tad
a" = (a7
3.2.6. Apgalvojums. Katram grupas elementam a
VmeZVne€Z a™a" =a™"".

O (i) Jam >0 un n > 0, tad tas ir Vingrinajums 2.6.9.
(ii) Jam > 0 un n < 0, tad pieradijums induktivs pa m.
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Pienemsim, ka e ir neitralais elements un m = 0, tad apgalvojums ir

speka, jo
aman:aoanzean:a =aq

mHem = ga™a™ = aa™ ™.

Ja m+n >0, tad saskana ar Vingrinajumu 2.6.9 aa™™ = ™",

Jam+n<0,tadk = —(m+n)>0un

aa™t" = aa"F = a(afl)k V2.6.9 aaq(afl)kq _ e<a71)k71 — g7k — gmtltn

Indukcijas pareja veikta pilniba.
(iii) Jam <0 unn > 0, tad
m . _n __ —1\—m/ _ —1\—n (1_1) —1\—m—n
a™a" = (a=)"" (@) = (a7) T

Ja —m —n >0, tad (a7!)™™ " = q= (""" = gt

Ja—m—n < 0, tad (a—l)—m—n — (a—l)—(m-i-n) — ((a—l)—l)m+n S2~:6~5 amtn.
(iv) Jam <0unn <0, tad

© min g

ama® = (a—l)—m(a—l)—n v (a—l)—m—n _ a—(—m—n) .

3.2.7. Vingrinajums. Katram grupas elementam a
VYmeZVneZ (a™)"=a™.
3.2.8. Apgalvojums. Ja a un b ir grupas elementi, tad

(ab)t =bta "t

O Pienemsim, ka e ir grupas neitralais elements, tad

(ab)(b_la_l) = a(bb_l)(l_l = aea_l = aa_l = e.

Tatad (ab)™' =b"'a™!. =
3.2.9. Vingrinajums. Ja a un b ir komutativi grupas elementi, t.i.,

ab = ba, tad
VneZ (ab)" =a"b".
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3.2.10. Apgalvojums (Saisinasanas likumi). Piegpemsim, ka a,b,c
ir grupas G elementi.

(i) Ja ab = ac, tad b = c.

(i) Ja ba = ca, tad b= c.

0@G) b= (ata)b=a"'(ab) = a(ac) = (a ta)c=c.
(ii) Otra saisinasanas likuma pieradijumu lasitajm piedavajam ka vin-
grinajumu. m

3.3. ApakSgrupas

3.3.1. Definicija. Grupas G apakskopu H sauc par apaksgrupu, ja
(i) H ur pusgrupas G apakSpusgrupa;
(i) Vee H z'€H.

Sai situacija lidzigi ka pusgrupu gadijuma lieto apziméjumu H < G.

3.3.2. Vingrinajumi. (i) Katra grupas G apaksgrupa H satur grupas
G neitralo elementu.

(ii) Katra grupas G apaksgrupa H ir grupa attieciba pret to pasu grupas
G operaciju.

(iii) Jebkurai netrivialai grupai G eksiste vismaz divas apaksgrupas: pati
grupa G un grupa, kas sastav no viena pasa neitrala elementa e. So vienele-
mentigo grupas G apaksgrupu {e} sauc par grupas G vienibas apaksgrupu.

3.3.3. Definicija. Grupas G vienibas apaksgrupu, ka ari pasu grupu G
sauc par grupas G trivialajam apaksgrupam.

Bridinajums. Jedzieni triviala grupa un triviala apaksgrupa ir divi dazadi
jedzieni. Ta, pieméram, grupas (Z, +) trivialas apaksgrupas ir grupas ({0}, +)
un (Z,+), tacu pati grupa (Z, +) nav triviala.

3.3.4. Piemeri. (i) Grupas (R*,-) apaksgrupas:

o RY = {z e R|z > 0};

e {11k

. {r =2"|m e Z}.
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(ii) Grupas (Z, +) apaksgrupa ir
72 = {z =2n|n € Z},

toties
Z2+1 <= {z=2n+1|neZ}
nav Sis grupas apaksgrupa.

(iii) Grupas GL,(R) apaksgrupas:

¢ SLy(R);
dy 0 0
DL,(R) < 9 #'f? Vi d; € R*
0 0 dy,

3.3.5. Apgalvojums. Ja {H;|i € I} ir grupas G apaksgrupu saime,
tad H = () H; ir grupas G apaksgrupa.
ieT
O (i) Piepemsim, ka e ir grupas G vienibas elements, tad e € H (skatit
Vingrinajumu 3.3.2(1)). Lidz ar to H # 0.
(ii) H ir pusgrupas G apakspusgrupa (skatit Apgalvojumu 2.9.5).
(iii) Pienemsim, ka h € H, tad Vi € Z h € H;. Ta ka H; ir grupas G

apaksgrupa, tad h™' € H;. No Sejienes h™! € (| H; = H.
ieT
(iv) Tagad atsaucoties uz (i)—(iii) un apaksgrupas definiciju secinams, ka
H ir grupas G apaksgrupa. =

3.3.6. Vingrinajums. Grupas G netuksa apakskopa H ir grupas G
apaksgrupa tad un tikai tad, ja ta apmierina sadus divus nosacijumus:

(i) ja @ un b ir kopas H elementi, tad ab € H;

(ii) jaa€ H,tad a™! € H.
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3.4. Blakusklases
3.4.1. Vingrinajumi. (i) Pienemsim, ka P — pusgrupa un K, H ir
kopas P apakskopas, tad
KH < {zy|lr € K Nz € H}.

Ja K =0 vai H=0, tad KH <= (). Paradit, ka §1 operacija kopa B(P)
defineé pusgrupu!

(ii) Pienemsim, ka P — pusgrupa, z € P un H C P, tad
*H = {z}H  un Hy = H{y}.
Pieradit, ka attiecibas
xz’}iyng:yH un ngydéfﬂx:ﬂy
kopa P ir ekvivalences tipa predikati.

3.4.2. Definicija. Piepemsim, ka G — grupa, H < G un g € G,
tad kopu gH sauc par elementa g defineto grupas G kreiso apksgrupas H
blakusklasi. Savukart kopu Hg sauc par elementa g definéto grupas G labo
apksgrupas H blakusklasi.

Dazkart 1suma labad, ja nerodas parpratumi, gH sauc par kreiso blakus-
klast pec H, bet Hg — par labo blakusklasi pec H.

3.4.3. Piemeri. (i) Skaitla —4 defineta grupas (R*,-) kreisa apaks-
grupas R* blakusklase ir R* = {z € R*|z < 0}.

(i)
(1 3)5L2<R> — {AcGLyR)||A| = -3}.

2 3
1 3
2 3
definéta pilnas linearas grupas G Lo (R) kreisa specialas linearas grupas S Ly (R)
blakusklase ir nesingularo matricu kopa {4 € GLy(R) | |A| = —3}.
Atzimesim, ka matricu sauc par singularu jeb dejenerétu matricu, ja tas

determinants ir 0, ja tas determinants atskiras no skaitla 0, tad sadu matricu
sauc par nesingularu jeb nedegeneretu matricu.

Tatad matricas
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3.4.4. Lemma. Ja H ir grupas G apaksgrupa un xH N yH # (), tad
xH =yH.
O (i) pienemsim, ka u € zH NyH, tad
Jaoe Hdbe H u=xa=yb.

No sejienes
r = yba™? un y = zab '

(ii) Pienemsim, ka v € xH, tad 3¢ € H v = zc. No Sejienes
v=xc=yba ‘c € yH,

jo H ir grupauna € H,b€ H,ce H. Lidz ar to xtH C yH.
(iii) Pienemsim, ka w € yH, tad 3d € H w = yd. No Sejienes

w=yd = zab~'d € zH.

Tatad yH C zH.
(iv) Mes paradijam, ka eH C yH C zH. lidz ar to «H = yH. m

3.4.5. Vingrinajums. Ja H ir grupas G apaksgrupa un Hx N Hy # 0,
tad Hx = Hy.

3.4.6. Lemma. Ja H ir grupas G apaksgrupa, tad

2]ty = {y |z =} y} =20

O (i) Pienemsim, ka e ir grupas G neitralais elements, tad © = ze. Tas
demonstre, ka x € xH.

Pienemsim, ka y € xH, tad saskana ar Lemmu 3.4.4 xH = yH, tapec
x =% y. Lidz ar to xH C [2]k,.

(ii) Pienemsim, ka y € [z]%, tad x =% y, t.i.,, 2H = yH. No Sejienes
y € zH, joy € yH. Tas demonstre, ka [z]¥ C zH.

(iii) Mes paradijam, ka H C [z]% C xH. Lidz ar to [z]% = zH. m

3.4.7. Vingrinajumi. (i) Atrast tadu Kleina 4—grupas elementu x un
apakskopu H, ka [z]% # zH.

(ii) Ja H ir grupas G apaksgrupa, tad [2]l; = {y|z =% y} = Ha.
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3.4.8. Lemma. Piepemsim, ka H ir grupas G apaksgrupa.
aH =bH < a™'b € H.

O = Pienemsim, ka aH = bH, tad eksiste tads grupas H elements h, ka
ah =b. No $ejienes a ™ 'b=h € H.

< Pienemsim, ka h = a='b € H, tad ah = b. No Sejienes ah € aH un
saprotams b € bH, jo H satur neitralo elementu. Tatad ah =b € aH NbH.
Tagad atsaucoties uz Lemmu 3.4.4 secinams: aH = 0H. m

3.4.9. Vingrinajums. Pienemsim, ka H ir grupas G apaksgrupa.
Ha=Hb< ab™' € H.
3.4.10. Apgalvojums. Ja H ir grupas G apaksgrupa, tad attelojums
¢o:H—aH:hw— ah
ir bijekcija.

O (i) Pienemsim, ka ah; = ahs, tad saskana ar saisinasanas likumu (skatit
Apgalvojumu 3.2.10) secinams: h; = hy. Tatad ¢ ir injekcija.

(ii) Pienemsim, ka = € aH, tad eksiste tads h € H, ka * = ah. No
sejienes ¢(h) = ah = x. Tatad ¢ ir sirjekcija. m

3.4.11. Vingrinajums. Ja H ir grupas G apaksgrupa, tad attelojums
¢:H— Ha:hw ha
ir bijekcija.
3.4.12. Sekas. Ja H ir grupas G apaksgrupa, tad
Va € G |aH| = |H| = |Hal.

Pienemsim, ka H ir grupas G apaksgrupa un {a|a € G} ir ekvivalences
=k pilna parstavju sistema (skatit Definiciju 1.6.11), tad kopas G sadalijumu
K = {aH |a € Gy} sauc par grupas G kreiso sadalijumu péc apakigrupas H.
Atbilstosi, ja {b|b € G} ir ekvivalences =!, pilna parstavju sistema, tad
kopas G sadalijjumu £ = {Hb|b € G} sauc par grupas G labo sadalijumu
pec apaksgrupas H.
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3.4.13. Definicija. Kopas K apjomu
(G H] — |K| = [{aH | a € Gy}
sauc par apaksgrupas H indeksu grupa G.

Ja nerodas domstarpibas tad lieto isaku izteiksmes formu, un saka H
indekss ir [G : H].

3.4.14. Vingrinajumi. (i) Piepemsim, ka G ir grupa un K C G, tad
K'<= {z7'|z€K}.
Pieradit, ka (KH) ' = H7'K~! jebkuram kopas G apakskopam K un H.
(ii) Pienemsim, ka H ir grupas G apaksgrupa. Pieradit, ka
¢:K—L:aH+— Ha™*
ir bijekcija.
3.4.15. Sekas. Pienemsim, ka H ir grupas G apaksgrupa, tad
G : H|=|L|=|{Hb|b€E G}

3.4.16. Definicija. Pienemsim, ka (G, ®) ir grupa. Kopas G apjomu
|G| sauc par grupas G kartu.

Grupu G sauc par galigu grupu, ja tas apjoms |G| ir naturals skaitlis.
Sai situacija lieto pierakstu |G| < N,. Pretéja gadijuma grupu G sauc par
bezgaligu grupu un medz lietot apziméjumu |G| > No.

3.4.17. Teorema (Lagranzs). Ja H ir galigas grupas G apaksgrupa,
tad
|G|

[G:H]:m.

O Pienemsim, ka K = {aH |a € G} ir grupas G kreisais sadalijums péc
apaksgrupas H, tad [G : H] = |K| un (Sekas 3.4.12) katras apaksklases a H
apjoms |aH| = |H|. Ta rezultata |G| =[G : H||H|. =

3.4.18. Sekas. Ja H ir galigas grupas G apaksgrupa, tad |H|\|G|, t.i.,
apaksgrupas H karta dala grupas G kartu.
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3.5. Homomorfismi
3.5.1. Definicija. Pienemsim, ka G un G’ ir grupas. Attelojumu
f:G—G
sauc par grupu homomorfismu, ja tas ir pusgrupu G, G' homomorfisms.

Lidzigi ka pusgrupu gadijuma bijektivu homomorfismu sauc par izomor-
fismu. Sai situacija grupas G un G’ sauc par izomorfam grupam. Sirjektivu
homomorfismu sauc par epimorfismu. Injektivu homomorfismu sauc par
monomorfisma.

Grupu homomorfismu f : G — G sauc par endomorfismu. Ja endomor-
fisms ir bijekcija, tad to sauc par automorfismu.

3.5.2. Apgalvojums. Ja f: G — G’ ir grupu homomorfisms, tad gru-
pas G neitrala elementa e attels f(e) ir grupas G neitralais elements.

O Pienemsim, ka €’ ir grupas G’ neitralais elements, tad

¢'f(e) = f(e) = flee) = f(e)f(e).

No Sejienes saskana ar saisinasana likumu (Apgalvojums 3.2.10) secinams:

¢ =f(e). m
3.5.3. Apgalvojums. Ja [ : G — G ir grupu homomorfisms, tad
Va € G fla™') = f(a)™"

O Pienemsim, ka e ir grupas G neitralais elements un ¢’ ir grupas G’
neitralais elements, tad

No Sejienes
fla)™ = fla)7'¢ = f(a) " fla)fla™) =€ fla™") = fla™"). =

3.5.4. Teorema. Ja [ : G — G’ ir pusgrupu homomorfisms, bet G ir
grupa, tad Imf ir grupa.
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O (i) Vispirms ieverojam (Apgalvojums 2.9.6), ka Imf ir pusgrupas G’
apakspusgrupa.

(ii) Pienemsim, ka e ir grupas G neitralais elements, tad saskana ar Ap-
galvojumu 2.8.4 secinams, ka f(e) ir pusgrupas Imf neitralais elements.

(iii) Apgalvojums 2.8.6 konstate, ka

Va € G fla)™' = f(at).

Patvaligam = € Imjf eksiste tads a € G, ka f(a) = z. Ta ka a € G, tad
a~! € G. No sejienes f(a™!) € Imf. Lidz ar to x7! € Imf. m

3.5.5. Sekas. Ja f : G — G ir pusgrupu epimorfisms, bet G ir grupa,
tad G' ir grupa.

3.5.6. Sekas. Grupas G faktorpusgrupa G /= péc kongruences = ir gru-
pa.

O Atgadinam (Vingrinajums 2.10.6), ka
7:G— G/= v 1]

ir pusgrupu epimorfisms, tapec atliek tikai atsaukties uz ieprieks formuletajam
sekam. m

3.5.7. Definicija. Grupas G faktorpusgrupu G/= péc kongruences =
sauc par faktorgrupu.

Ka mes tikko konstatejam, tad faktorgrupa ir grupa.

3.5.8. Vingrinajums. Ja f : G — G’ ir grupu homomorfisms, tad
Imf < G.

3.6. Normalas apaksgrupas
Apskatisim Vingrinajuma 3.4.1(i) modifikaciju.

3.6.1. Vingrinajums. (i) Pienemsim, ka M — monoids un K, H ir
kopas M apakskopas, tad

KH <« {zy|lzre K Nz € H}.
Paradit, ka §1 operacija kopa P (M) = P(M) \ {0} definé monoidu!
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Magiens. Pienemsim, ka e € M ir monoida M neitralais elements, tad
kopa {e} ir pusgrupas P+ (M) neitralais elements.

(i) Piepemsim, ka G nav triviala grupa. Paradit, ka B+ (G) nav grupal
3.6.2. Lemma. Pienemsim, ka K un H ir grupas G apaksgrupas.

KH<G e KH = HK.
0=  HKZP g1 228 (ko1 kg
< (KH)KH)=KHK)H=KKHH=KKHH=KH

(KH) " A2 gk P g K = KH
Tagad atliek tikai atsaukties uz Definicijam 2.9.1 un 3.3.1, lai secinatu, ka

KH<G. m

Bridinajums. Vienadiba KH = HK raksturo kopas G apakskopu
vienadibu, to nevajadzetu jaukt ar elementu komutativitati. Saprotams, ja
grupa G ir Abela grupa, tad vienadiba K H = HK izpildas automatiski.

3.6.3. Lemma. Pienemsim, ka H ir grupas G apaksgrupa.

Va e GYbe G (aH)(bH) =abH < Vg € G gH = Hg.
0= (i) gHg ' CgHg'H = gg'H = H. No $ejienes gH C Hyg.
(ii) Lidzigi

g 'HgC g 'HgH =g 'gH = H.

No sejienes Hg C gH.
(iii) Mes paradijam, ka gH C Hg C gH. Tatad gH = Hg.
< (aH)(bH)=a(Hb)H = a(bH)H = ab(HH) = abH =

3.6.4. Definicija. Grupas G apaksgrupu H sauc par normalu apaks-

grupu, ja
Vge G gH = Hg.

Sai situacija lieto apziméjumu H < G, un faktorkopu péc ekvivalences tipa
predikata =% pieraksta ka G/H.

3.6.5. Sekas. Grupas G apaksgrupa H ir normala tad un tikai tad, ja
Vge G gH C Hyg.
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O <« Piepemsim, ka g € G, tad g7 € G, un tapec g7 'H C Hg™'. No
Sejienes
H=gg 'HCgHg™"
un
Hg C gHgg™' = gH.

Esam ieguvusi: gH C Hg C gH. Tatad gH = Hg.
= Nepieciesama nosacijuma pieradijumu atstajam lasitajam ka atjautibas
vingrinajumu. m

3.6.6. Vingrinajumi. Grupas G apaksgrupa H ir normala tad un tikai
tad, ja izpildas kaut viens no sekojosiem nosacijumiem:

(i) Vge G H=gHg™"
(ii) Vge G H=gHg™!;
)
)

(iii Vge G HC gHg™

(iv Vge G gHg ' C H.

3.6.7. Sekas. Ja H < G, tad G/H ir pusgrupas P(G) ir apakspus-
grupa.

O Skatit Lemmu 3.6.3. m

3.6.8. Apgalvojums. Ja H Q G, tad G/H ir grupa.

O (i) Piegemsim, ka e ir grupas G neitralais elements, tad (Lemma 3.6.3)

H(aH) = (eH)(aH) = eaH = aH.

Tas demonstre, ka blakusklase H ir pusgrupas G/H kreisais neitralais ele-
ments.

(ii) (e 'H)(aH) = aa 'H = eH = H. Tas demonstre, ka blakusklase
a1 H ir blakusklases aH kreisais dualais elements.

(ii) Nemot vera (i) un (ii) secinams (Apgalvojums 3.2.2): G/H ir
grupa. m

3.6.9. Piemeri. (i) Komutativas grupas jebkura apaksgrupa ir normala.
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(ii) Pienemsim, ka A € SL,(R) un B € GL,(R), tad |A] =1 un |B| # 0.
No sejienes (Teorema 3.1.4)

[BAB™'| = |B||A||B™'| =|B||B™'| = |BB™'| = |E| = 1.

Tatad VB € GL,(R) B SL,(R)B~' C SL,(R). Saskana ar Vingrinaju-
mu 3.6.6 (iv) SL,(R) < GL,(R).

OO -G
_ (3 ;)7&%()

Tatad DLs(R) nav pilnas linearas grupas G Ly (R) normala apaksgrupa.
3.6.10. Apgalvojums. Ja H < G, tad =, ir kongruence.

O (i) Pienemsim, ka z € G, tad saskana ar Lemmu 3.4.6 [z]% = xH. Tas

nozime, ka
a=hbe ad =bH

visiem grupas G elementiem a un b.
(i) Pienemsim, ka a =% b un g € G, tad gaH = gbH. Tatad ga =% gb.
Nemsim vera, ka H < G, tapec Ha = aH = bH = Hb. No Sejienes

Hag = Hbg
agH = bgH
ag =k bg. |
3.6.11. Vingrinajums. Ja H < G, tad =Y, ir kongruence.

3.6.12. Teorema. Ja = ir kongruence grupa G un e € G ir neitralais
elements, tad

e] <G un G/le] =G/ =.

O (i) Vispirms paradisim, ka [e] < G.
Pienemsim, ka a un b ir blakusklases [e] elementi, tad a = e un b = e. No
Sejienes

ab=eb=0b=c.
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Tatad ab € [e].
Ta ka a = e, tad
e=a'la=a'te=al.
Tatad a=! € [e]. Tagad atliek tikai atsaukties uz Definicijam 2.9.1 un 3.3.1,
lai secinatu, ka [e] < G.
(i) Pienemsim, ka = € [¢], tad = = e; tapec

gr =ge =g,
rg=eg=g.

1

No Sejienes xg = gz; tadel x = xgg~! = grg~'. Tas demonstrée, ka

grg ' € [e], tatad (skatit Vingrinajumu 3.6.6 (iv)) le] <G.
(iii) Saskana ar Apgalvojumu 3.6.10 Efe] ir kongruence. Tagad pie-
versamies Definicijai 3.6.4 un Apgalvojumam 3.6.8, lai secinatu, ka

G/ Ef“e] = G/[e].

—k
:[e].
a) Pienemsim, ka x = y, tad e = z7'x = x7'y. Tatad 27 'y € [¢]. Tas

nozimé (Lemma 3.4.8), ka x[e] = y[e], proti, v =, y.

Atliek paradit, ka kongruence = ir ta pati kongruence

b) Pienemsim, ka © =f; y, tad zle] = y[e] jeb y~'x € [¢]. Lidz ar to

1

Yy r = e,
yy e = ye,
r = y. =

ST teoréma parada: katrai kongruencei = eksiste tada grupas G normala
apaksgrupa H, ka G/= = G/H. Mes jau ieprieks konstatejam: katrai grupas
normalai apaksgrupai H eksiste tada kongruence =, ka G/= = G/H. Tapéc
parasti lieto nevis pierakstu G /=, bet gan pierakstu G/H. So faktorgrupu
pec kongruences medz saukt par faktorgrupu G/H péc normalas apaksgrupas

H.
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3.7. Kanoniskais homomorfisms

Ja f: G — @ ir grupu homomorfisms, tad f ir arT pusgrupu homomor-
fisms. Saskana ar Apgalvojumu 2.10.9 Kerf ir kongruence. Si kongruence
nosaka (skatit Teoremu 3.6.12) grupas G normalo apaksgrupu

le] ={z|(x,e) e Kerf} = {x | f(e) = f(x)} = {z| f(x) = €'};

te e € G ir grupas G neitralais elements un ¢ € G’ ir grupas G’ neitralais
elements. Grupu teorija so apaksgrupu sauc par homomorfisma f kodolu un
lieto apzimejumu Kerf. Lidz ar to Kerf = [e].

Atskirtba no pusgrupu teorijas, kur par homomorfisma kodolu sauc kon-
gruenci Kerf, grupu teorija par homomorfisma kodolu sauc normalo apaks-
grupu Kerf.

Lidzigi ka pusgrupu gadijuma, ja = ir kongruence grupa G, homomor-
fismu

m:G— G/=aw— |q]
sauc par dabigo jeb kanonisko homomorfismu. Més jau atzimejam (skatit 73.
lappusi), ka sai gadijuma eksisté tada normala grupas G apaksgrupa H, ka
G/= = G/H. Ta ka katrai grupas G normalai apaksgrupai H attieciba =%,
ir kongruence (Apgalvojums 3.6.10), tad attelojums

7:G— G/Kerf :aw— [a]fierf
ir dabigais homomorfisms.

3.7.1. Teorema. Katram grupu homomorfismam [ : G — G’ eksisté
viens vienigs grupu homomorfisms f. : G/Kerf — G', kam diagramma

G ! G

G/Kerf

ir komutativa, turklat sis homomorfisms f. ir monomorfisms.

O Sis rezultats pieradits (Teorema 2.10.10) pusgrupam. Turklat (Ap-
galvojums 3.6.8) G/Kerf ir grupa. m
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3.7.2. Sekas (Izomorfisma teoréma). G/Kerf = Imf

3.7.3. Apgalvojums. Grupu homomorfisms f : G — G’ ir monomor-
fisms tad un tikai tad, ja Kerf = {e}, kur e € G ir grupas G neitralais
elements.

O = Pienemsim, ka f : G — G’ ir monomorfisms, tad f ir gan homo-
morfisms, gan injekcija.

(i) Ta ka f ir homomorfisms, tad f(e) = €, kur ¢’ ir grupas G’ neitralais
elements.

(ii) Ta ka f ir injekcija, tad Ya € G (a # e = f(a) # f(e)). Lidz ar to

Kerf = {e}.
< (i) Piepemsim, ka f(a) = f(b), tad

aKerf 22" [a] = [b] 82 pKerf.
No Sejienes ab~! € Kerf.
(ii) Pienemsim, ka Kerf = {e}, tad ab™' = e, tapec a = b. Esam
pieradijusi, ka f ir injekcija. m
3.8. Cikliskas grupas
Pienemsim, ka X C G, tad

(X) = H,

XCH<G

t.i., mes aplukojam skelumu pa visam grupas G apaksgrupam, kas satur kopu
X.

Bridinajums. Sai situacija lidzigi ka pusgrupu gadijuma lieto apzi-
mejumu (X).

3.8.1. Apgalvojums. (X) ir grupa.

O Ta ka G < G, tad vismaz viena grupa apmierina nosacijjumu X C G.
Talak skatit Apgalvojumu 3.3.5 un Vingrinajumu 3.3.2(ii). =

3.8.2. Definicija. Grupu (X) sauc par kopas X generéto apaksgrupu.
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Ja (X) = G, tad kopu X sauc par grupas G wveidotajkopu. Kopas X
elementus sauc par veidotajelementiem. Lai nesarezgitu apzimejumus, ja
X = {x1,x9,...,2,}, parasti uzskata, ka

(1,29, ..., xn) = (X).
3.8.3. Apgalvojums. Ja X ir netuksa grupas G apaskopa, tad
(X)={a|ImeZ, (a=ajay...a, NVi€,n(a; € X Va;' € X))}
O Piepemsim, ka X' <= {a7'|a€ X} un

H = {a|meZ (a=aiay...a, ANVi€l,n a; € XUX )}

= {kopas X UX ™! elementu galigi reizinajumi }.

(i) Pienemsim, ka a € X, tad a™' € X~!. No Sejienes e = aa™! € H, t.i.,
grupas G neitralais elements art pieder kopai H.

(ii) Pienpemsim, ka a = ajas ... a,, tad a™* = a;'...ay'a;". No Sejienes,
jaae H,tada ! € H.

(iii) Pienesim, ka b = biby...ax, tad ab = ajas...a,biby...bp. No
Sejienes, jaa € Hun b€ H, tad ab € H.

Tas lauj secinat, ka H ir grupas GG apaksgrupa, kas satur kopu X. Tatad
(X)CH.

Tacu ta ka (X) ir grupa un X U X! C (X), tad H C (X). Lidz ar to
H=(X) m
3.8.4. Definicija. Grupu G sauc par ciklisku grupu, ja
dgeGVreGaneZ x=g".
Sai situacija elementu ¢ sauc par cikliskas grupas G veidotajelementu.
3.8.5. Sekas. Ja g ir cikliskas grupas G veidotalelements, tad G = (g).
O Skatit Apgalvojumu 3.8.3. =

3.8.6. Vingrinajumi. (i) Katra cikliska grupa ir komutativa.

(ii) Skaitli —1 un 1 ir grupas (Z, +) veidotajelementi.
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3.8.7. Sekas. (Z,+) ir cikliska grupa.

Aditivo pierakstu + parasti lieto, ja grupa G ir komutativa. Sai gadfjuma
elementa a dualo elementu medz saukt par pretejo un lieto pierakstu —a. Ta
rezultata Lemma 3.4.8 iegiist izskatu

a+H=0+H&a—-be H.
Atgadinam, ka te H < G, un ta automatiski ir normala apaksgrupa, jo
komutativas grupas katra apaksgrupa ir normala.
Aditivaja varianta a™ vieta lieto pierakstu ma.
3.8.8. Lemma. Zm « {z € Z|m ~ z} ir grupas (Z,~+) apaksgrupa.
O Pienemsim, ka x€Zm un ye&Zm, tad
daeZ x=am N dbEZ y=Dbm.

No Sejienes x +y = (a+b)m € Zm un —x = —am € Zm. m

3.8.9. Definicija. Faktorgrupu Z/Zm sauc par rezidiju grupu pec modu-
la m.

3.8.10. Lemma. Z/Zm ={a+Zm|a € 0,m — 1}.

OJa0<a<b<m,tad b—a & Zm, tapec a +Z # b+ Z. Ja turpretl a
ir patvaligs vesels skaitlis, tad eksiste tadi veseli skaitli ¢ un r, ka

a=mqg+r un  re€0,m-— 1.
No sejienes
a+Zm=r+mq+7Zm=(r+2Zm)+ (mqgZm) =r+Zm. =
Parasti kreisas blakusklases a + Zm apzimesamai lieto pierakstu [a] un
Z)Zm apzimeésanai lieto art 1saku pierakstu Z,, = Z/Zm. Skaitlu teorija

pierada, ka (Z,,, +) ir komutativa grupa. Mes to izdarjjam nedaudz citadak.

3.8.11. Vingrinajums. Blakusklase [1] ir grupas (Z,,,+) veidotajele-
ments.
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3.8.12. Sekas. Grupa (Z,,+) ir cikliska.

3.8.13. Lemma. Ja H ir netriviala grupas (Z,+) apaksgrupa, tad
dm e Z, H="7m.

O (i) Pienemsim, ka {0} # H < Z, tad H satur kadu pozitivu skaitli.
Pienemsim, ka m ir mazakais pozitivais skaitlis, kas pieder H, tad Zm C H.
(ii) Pienemsim, ka a € H, tad tad eksiste tadi veseli skaitli ¢ un r, ka

a=mq+r un re0,m—1.

No Sejienes r =a —mq € H.

Ja pienem, ka r # 0, tad tas ir pretruna ar m izveli, jo m ir mazakais
pozitivais kopas H skaitlis. Atliek tikai viena iespeja, proti, r = 0, t.i.,
a—mq € Zm. Tatad H C Zm.

(iii) Mes paradijam, ka Zm C H C Zm. Tatad H =Zm. m

Turpmakajam mums nepiecieSams viens rezultats no skaitlu teorijas.

3.8.14. Teorema. Jald(a,b) =d, tad Ixr € ZIy € Z ax+by =d.

Lasitajs §is teoremas pieradijumu var atrsat gandriz katra gramata, kas
apliiko elementaras skaitlu teorijas jautajumus.

3.8.15. Teoreéma. Blakusklase [a] ir grupas (Z,,~+) veidotajelements
tad un tikai tad, ja ld(a,m) = 1.

O = Pienemsim, ka blakusklase [a] ir grupas Z,, veidotajelements un
1d(a,m) = d, tad

JreZy a=zd N JyeZy m=yd.

No sejienes  [ay] = [zdy] = [xm] = [0].
Tagad apskatam klases

[O]’ [CL], [2@], T [(y - 1)(1].

Pienemam, ka c ir patvaligs kopas Z skaitlis, tad eksiste tadi veseli skaitli ¢
un r, ka

c=yq+r, kur re0,y—1.
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No sejienes
lac] = [a(yq + 7)] = layq + ar] = [ayq] + [ar] = [0g] + [ar] = [ar].
Lidz ar to
L = {[0], [a], [2a], ..., [(y — 1)a]}.
Tas iespejams tikai tad, ja y = m. Tatad d = 1, jo m = yd.
< Piepemsim, ka ld(a, m) = 1, tad saskana ar Teoremu 3.8.14

JreZiyeZ ax+my=1.

dNo Sejienes [1] = [ax +my] = [ay] + [my] = [ax] +[0] = [ax]. Ja [¢] € Zpm,
ta
[c] = c[1] = claz] = cx[a],

t.i., [a] ir grupas Z,, veidotajelements. m

3.8.16. Teorema. Katra cikliska grupa ir izomorfa veselo skaitju aditivai
grupai (Z,+), vai ari kadai rezidiju grupai pec modula m.

O Pienemsim, ka G' = (g). Apskatisim attelojumu
f:Z—-G:n—a".

Ja reiz G ir cikliska, tad f — sirjekcija.

(i) f(m +n) = g™t A326 g"g" = f(m)f(n). Tatad f ir grupu homo-
morfisms.

(ii) Ja Kerf = {0}, tad f ir monomorfisms (Apgalvojums 3.7.3). Ta ka
f ir epimorfisms, tad no Sejienes izriet, ka f ir izomorfisms.

(iii) Izomorfisma teorema 6.4.10 lauj secinat, ka G = Z/Kerf. Ja Kerf #
{0}, tad atsaucoties uz Lemmu 3.8.13 iegustam: Kerf = Zm. Mes jau zinam,
ka Z/Zm = Z,,. m

Ja a ir grupas G elements, tad Vn € Z o™ € G. Lidz ar to {(a) < G.

3.8.17. Definicija. Piepemsim, ka a ir grupas G elements, tad apks-
grupas (a) kartu sauc par elementa a kartu.

Parasti $ai situacija lieto apzimejumu o(a), proti, o(a) = |{a)|.
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3.8.18. Apgalvojums. Ja grupas G elementa a karta ir naturals skait-
lis, tad
(a) = {a,d?, ..., a"9} un a®@ = e,

kur e ir grupas G neitralais elements.
O Ja a = e, tad apgalvojums ir speka, tapec turpmakaja pieradijuma
pienemsim, ka a # e.
(i) Nemam vera, ka
{a,a%,..., """} C (a)
jebkuram naturalam k. Pienemsim, ka o(a) = k, tad saskana ar Dirihle
principu eksiste tadi naturali skaitli m un n, ka o™ = a", kur 1 <n <m <
k+1. No Sejienes ™" = e. Tatad eksiste tads naturals skaitlis » € 1, k, ka
a” =e.
(ii) Pienemsim, ka
K = {a,d’, ..., a"},

tad |[K| < » <kun K C (a).
(iii) Piepemsim, ka = € (a), tad saskana ar (a) definiciju eksiste tads
vesels skaitlis u, ka x = a“. No Sejienes: eksiste tadi veseli skaitli ¢ un r, ka

U= xq+r un 0<r <.
Ta rezultata
r=a"=a"" =a"ad = (a”)% =ela" =a € K.

Lidz ar to (a) C K.
(iv) Esam pieradijusi, ka K C (a) C K. Tatad K = (a). Atliek tikai
nemt vera visu ieprieks konstateto, proti,

k2> x> |K|=|(a)| = ola) = F.
Lidz ar to » = k = o(a). Esam paradijusi, ka a°® =e¢. m

3.8.19. Sekas. Ja a € G un grupas G karta ir n, tad o™ = e, kur e ir
grupas G neitralais elements.

O Ta ka (a) < G, tad (Sekas 3.4.18)
o(a) = [{a)] |G| = n.
Lidz ar to eksisté tads naturals skaitlis m, ka mo(a) = n. No Sejienes

a® = ao(a)m _ (ao(a)>m —em—¢. m
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3.9. Kel1 teorema

3.9.1. Teorema (Kel). Katra grupa G ir izomorfa kadai grupas &(G)
apaksgrupaz.

O (i) Katram ¢ € G attelojums 77 : © — xa ir kopas G substitucija
(Vingrinajums 2.7.5). Lidz ar to attelojums

p:a—T,

ir kopas G attelojums kopa &(G).
(ii) Pienemsim, ka z,a un b ir kopas G elementi, tad

z(p(a)p(b)) = (zp(a))e(b) = 21,1y = waly = xab = 2T, = wo(ab).

Tatad ¢(a)p(b) = ¢(ab), t.i., p : G — &(G) ir grupu homomorfisms.
(iii) Pienemsim, ka e ir grupas G neitralais elements un p(a) = ¢(b), tad

a=ea=¢el. =ep(a) =ep(b) =eT, =eb=b.

Tatad ¢ : G — &(G) ir injekcija. Lidz ar to G = Imp < &(G). Apmulsuma
gadijuma skatit Vingrinajumu 3.5.8. m

Keli teorema principiala nozime parada, ka visu grupu teoriju var reducet
uz simetrisko grupu teoriju, tacu grupas &,, karta jau pie maziem n ir liela,
un tade] tas struktira kliist neparskatama.

3.9.2. Vingrinajums. |6, =n!

3.10. Neatkarigi cikli
3.10.1. Definicija. Substituciju
1 2 ... n
7= ( o(1) o(2) ... o(n) )
sauc par ciklu (iyis . . .1y), ja visi is ir dazZadi un
i, ja i #{iy,09,.. .0},

o(i) = isy1 ja i=idsuns #k,
i ja i =i
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VienoSanas. Katram ciklam ¢ = (ijiy...7;) mes piekartosim kopu
0 — {il,ig, .. ,Zk}
3.10.2. Piemers. Grupa Gg
1 345 6
(wa_(5 14 36)

3.10.3. Definicija. Ciklu (iyiz) sauc par transpoziciju.
3.10.4. Piemers. Grupa &g
1 3456
@@—(1 5 4 36)

3.10.5. Definicija. Grupas &,, ciklus (i1is...ix), (j1J2---Jm) Sauc par
neatkarigiem cikliem, ja

(NI )

N DN

{iv, 0, .. i} O {J1, g2, - dm} = 0.

3.10.6. Piemers. Grupa &g cikli (135), (35) ir atkarigi, bet cikli (126),
(35) ir neatkarigi.

3.10.7. Apgalvojums. Ja o un o ir neatkarigi cikli, tad oo = op.
O (i) Pienemsim, ka

0="(iriy...i) wn o= (j1j2-..Jm),

tad
@: {Z‘lyi%"'aik} un o= {jlaj?v“'?jm}-
(i) Jaiecp tadip€e o Ni¢a Nip¢oa.
Lidzigi, jai€a,tadic€a Ni¢ o A io ¢ p. Tatad

i, ja i¢oUo,
i(oo) = (ig)o = { ie ja i€ g, = (ic)o=i(co). =
10 Ja 1E€o0.
3.10.8. Teorema. Ja 01,09,...,0 ir pa pariem neatkarigi grupas S,
cikli, tad
0109 ...0 = O'W(I)O'ﬁ(g) .. 'Uw(k)

jebkurai substitucijai m € Sy.
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O Skatit Apgalvojumus 3.10.7 un 2.5.3 m

Pienemsim, ka 7 € &,, un ¢ € 1,n. Apskatisim kopu
{ir%irt ir?, .. it}

0 k+1

kur 7’ = ¢ un it = (i7%)7. Ta ka Vk it* € 1,n, tad saskana ar Dirihle
principu eksiste tadi skaitli m un 2, ka ¢ > 0 un i7™ = i7**. No Sejienes
17 = i. Pienemsim, ka s ir pats mazakais veselais pozitivais skaitlis, kuram

piemit §1 1pasiba, tad elementi

it art Tt i

ir dazadi. Preteja gadijuma eksiste tadi veseli skaitli 7 un >, ka i7™ = i7",
0<m<m+ix<»xun0 < 3 < 3 No Sejienes i = i7”*, kas ir pretruna ar s
izveli, proti, » ir mazakais veselais pozitivais skaitlis, kuram izpildas 1pasiba
1T = 1.

3.10.9. Definicija. Ciklu (i it i7%... i77"') sauc par elementa i jene-
reto substitucijas T orbitu.

3.10.10. Lemma. Ja o = (i1 iy ... ix_1 ix) ir elementa i; jeneréeta sub-
stitucijas T orbita, tad

Vse€Z o= (7% 7% ... T%ip_1 T i1)
O (i) Ja s =1, tad
(7% T ... TYig_y T%1) = (Tiy Tig ... Tig_q Tig)
(i ds ... i 01)
(il ig e Z'k—l Zk) = 0.

Talakie spriedumi induktivi pienemot, ka

o= (7% Ty ... Toi_1 T Ug).
No Sejienes
(7t o ) = (PR L. TS Ty TOT)
= (7'87/-2 .. Tsik Tsil)

= (7% 7%y ... T%ig) = 0.
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(i) Ja s = —1, tad

(Tsil Tsig e Tsik_l Tsik) = (T_lil T_lig RN T_lik_l T_lik)
= (g i1 - g2 ip1)

= (Zl ig Z'k,1 Zk) = 0.

Talakie spriedumi induktivi pienemot, ka

o= (1% 1 % ... T gy T Yig).
No sejienes
(r77 Ny 75y o) = (s T Ny L )
= (7% 7 %y ... T Yigq)
= (%07t % ... T %) =0. W
3.10.11. Vingrinajums. Ja o = (i it i7%... i7" !) ir elementa i gene-

reta substitiicijas 7 orbita, tad
VkeZIre0,x—1lir"=ir"€a.

Mes teiksim, ka o ir substiticijas T € &,, orbita, ja eksiste tads i € 1,n,
ka o ir elementa i genereta substitiicijas 7 orbita.

3.10.12. Lemma. Substitucijas 7 € S,, divas orbitas o un o sakrit, vai
ari tas ir neatkarigas.

O Pienemsim, ka o = (ii7 ... i7%), o= (jj7 ... j7™) und € 6 N g, tad
eksiste tadi o un 3, ka d = it®* = j75. No Sejienes

V3.10.11
i=jrPre = e g

Ta rezultata

— V3.10.11
Vsel, k ir®=jr’ors = jrhats T 5

Tatad ¢ C p.
Lidzigi
5 V3.10.11 _

j=itor P =ir*f e g
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un
V3.10.11 _

g.

@
»
i
iy
+
»
m

Vsel,m jr° =it*"
Tatad 5 C .
Visu savelkot kopa secinams: ¢ C ¢ C 7, t.i., ¢ = p. Tas iespejams tikai
tad, ja k = m. Ta rezultata
o = (Gyr...gm") =T ... i)

CaB - a e 1.3.10.10
= (i77F grohrl gromhrRhy o0

3.10.13. Lemma. Ja o ir elementa i jeneréta substitucijas 7 € &,
orbita, tad
Vieao jr=jo.
O Pienemsim, ka o = (i i7 ... i7%), tad j = i7", kur 0 < r < k. No
Sejienes
r+1

jo=(@Gr")o=it"" =(it")T=j7. ™

3.10.14. Teorema. Katru substituciju 7 € &,, var uzrakstit ka neat-
karigu ciklu retzinajumau.

O Pienemsim, ka oy, 09, . . ., 0y, ir Visas iespejamas substitiicijas 7 orbitas,
kas satur vismaz 2 elementus, proti, Vk € 1,m |o;| > 1. Ja

i¢ o,
k=1
tad Vk io, = 1. No Sejienes

10109 ...0,m =1 = 1T.

Preteja gadijuma saskana ar Lemmu 3.10.12 3dls i € g,. Tatad
s—1
i¢ o,
k=1

un tapec 1oy =109 = ... = 105_1 = 1.
No Lemmas 3.10.13 secinams, ka 7 = 10, € 7. Lidz ar to

m
iT¢ U 5’k,

k=s+1
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un tapec (i7)osy1 = (iT)0s40 = ... = (iT)opy = 17T.
Visu savelkot kopa secinams:

101 ... O = 1050511 ... O = (105)0s41 .. O = (IT)Os41 - .. Oy = IT.
Lidz ar to paradits, ka
Vi it =i(0102...0m),

ti., 7 =0109...0,,.
Visbeidzot atsaucoties uz Lemmu 3.10.12 secinams: o4, 09, ..., 0, ir ne-
atkarigi cikli. m

3.10.15. Piemers.

&, = {e, (12), (13), (23), (123), (132)}

3.10.16. Lemma. Ja T =77y ... Ty ir neatkarigu ciklu reizinajums, tad
wist cikle T; ir substitucijas T orbitas.

O Pienemsim, ka 7 = 77y ... 7, ir neatkarigu ciklu reizinajums un 7; =
(’il ’ig Ce ’lk>, tad
Vs € 1,]{5—1 iST:isTi :is+1

un i,7T = i7; = ip. Ta rezultata 7; = (i 017 ... ilTk_l). (]

3.10.17. Teorema. Katru substituciju ar precizitati lidz reizinataju se-
cibai var uzrakstit viena vieniga veida ka neatkarigu ciklu reizinajumu, kur
vist cikli satur vismaz 2 elementus.

O Saskana ar Teoremu 3.10.14 katru substituciju 7 € &,, var uzrakstit ka
neatkarigu ciklu reizinajumu 7 = 775 ... 7,,. Pienemsim, ka Sai reizinajuma
visi cikli satur vismaz 2 elementus. Tos ciklus, kas satur tikai 1 elementu Sai
saraksta var neieklaut (no ta reizinajums nemainas).

Pienemsim, ka 7 = 0,05 ... 0y ir kads cits neatkarigu ciklu reizinajums,
piedevam visi cikli satur vismaz 2 elementus. Konkretibas labad pienemsim,
ka kK <m.

Saskana ar Lemmu 3.10.16 visi cikli ir orbitas. Pienemsim, ka

or=(jj7 ... j7m).
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Ta ka elementa j genereta substituicijas 7 orbita nav vienelementiga, tad
eksiste tada orbita 75, ka j € 7,. Neatkarigi cikli komute (Teorema 3.10.8),
tapec var pienemt, ka tiesi 7; satur elementu j. Lidz ar to m, = o7 un
TITo ... Tm = 0109 . ..0). Tagad atsaucoties uz saisinasanas likumu (Apgalvo-
jums 3.2.10) secinams:

... T, —092...0.

Sos spriedumus atkartojot k rezes ieglstam To,_j . . . Tm—1Tm = €, kur e ir
grupas &,, neitralais elememts, t.i., identiskais attelojums I.

Visbeidzot atliek konstatet, ka & = m. Pienemsim pretejo, proti, k£ < m,
tad 7, ka cikls satur vismaz 2 elementus, t.i., ja i € 7,,, tad i, # i. No
Sejienes, nemot vera, ka visi cikli ir neatkarigi, iegustam

=0Tk T 1T = 1Ty F 1.
Pretruna! m

3.10.18. Definicija. Skaitli k sauc par substitucijas T neatkarigo ciklu
skaitu, ja T uzrakstama ka k neatkarigu ciklu reizinajums.

3.11. Mainzimju grupa

3.11.1. Definicija. Saka, ka paris u < v substitucija

(12...n>
g = . . .
1 192 ... 1Ip

rada MVETSIJU, Ja Ty > 1.

Konkretaja gadijuma medz teikt ar1, ka elements (var teikt art skaitlis) 4,
rada inversiju ar elementu 7,. Pretéeja gadijuma saka, ka paris © < v nerada
inversiju, t.i., ja i, < 4,. Sai situacija medz teikt ari, ka elements i, nerada
inversiju ar elementu ,.

Pienemsim, ka s — paru u < v skaits, kas substitiicija ¢ rada inversiju,
tad skaitli > sauc par inversiju skaitu substitucija o, bet (—1)* sauc par
substitucijas o zimi un lieto apzimejumu sgn(o).

Tatad sgn(o) = (—1)*. Ja sgn(o) = 1, tad ¢ sauc par para substituciju,
ja turpreti sgn(o) = —1, tad o sauc par nepara substituciju.
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3.11.2. Piemers. Paris 1 < 2 substitucija

(1 2 3 4\ (1234
TN\ i iy iz i, ) U312 4

rada inversiju, jo 3 > 1. Soreiz u = 1, v = 2, tapec (iy,iy) = (iy,i2) =
= (3,1). Vel tikai paris 1 < 3 substitucija o rada inversiju, tadel o ir para
substittcija.

3.11.3. Lemma. Paris u < v substitucija o rada inversiju tad un tikas
tad, ja paris o(v) < o(u) inversaja substitucija o' rada inversiju.

O = Pienemsim, ka paris u < v substitiicija o rada inversiju, tad
o(u) > o(v). Taka o ' (o(v)) =v>u=0"1(o(u)), tad paris o(v) < o(u)
substitiicija ! rada inversiju.

< Pienemsim, ka paris o(v) < o(u) inversaja substitucija ¢! rada in-
versiju, tad v = 07 (o(v)) > 07 (o(u)) = u. Tatad u < v un o(u) > o(v),
t.i., paris u < v substitiicija o rada inversiju. m

1

3.11.4. Sekas. sgn(o) =sgn(o™ 1) .

O Pienemsim, ka s ir inversiju skaits substitiicija o, tad saskana ar
Lemmu 3.11.3 arT substitiicija o~ ! ir tikpat daudz inversiju. No Sejienes
sgn(o) = (=1)*=sgn(c™!). m

3.11.5. Definicija. Saka, ka substitucija T ieguta no substitucijas o,
mainot vietam k-to ar s-to elementu, ja 7(k) = o(s), 7(s) = o(k), toties
visiem paréjiem i substituciju vertibas sakrit, t.i., (i) = o(i).

Speciala gadijjuma, ja |k — s| = 1, saka, ka 7 ieguta no o, mainot vietam
blakusesosos elementus.

3.11.6. Piemers. Substitucija

(1234 . (12 3 4
T = 3 4 2 1 leguta no o = 3 9 4 1 s

mainot vietam blakusesosos elementus, proti, otro ar treso. Skaitlis 3 ar
skaitli 2 rada inversiju gan substitiicija o, gan substitucija 7. Tapat gan
skaitlis 2, gan 3, gan 4 ar skaitli 1 rada inversiju gan substitiicija o, gan
substitiicija 7, turpret1 skaitlis 4 ar skaitli 2 rada inversiju tikai substitiicija
7. Ta rezultata substitticija o inversiju skaits atskiras no inversiju skaita
substitucija 7 tiesi par skaitli 1, un tapec sgn(7) = —sgn(o).
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3.11.7. Lemma. Ja substitucija 7 ieguta no o, mainot vietam blakus-
esosos elementus, tad sgn(t) = —sgn(o).

O Mes teiksim, ka elements o(u) substitucija o atrodas pirms elementa
o(v), jau <v. Tikai sada gadijuma ir saturigi uzdot jautajumu:

— Vai elements o(u) rada inversiju ar elementu o(v)?

Konkretibas labad pienemsim, ka

> 1 ... k=1 k k+1 k+2 ... n
01 .o Gp_1 Uk Tpe1 Gkao ... G )]
bet
L 1 ... k=1 k k+1 k+2 ... n
01 e Gp_1 Gga1 g lao  oe- dp )

(i) Pienemsim, ka nedz u, nedz v nav neviens no skaitliem k, k£ + 1, tad
o(u) =i, = 7(u) un o(v) =i, = 7(v). Tatad 8ai situacija paris u < v rada
inversiju substitucija o tad un tikai tad, ja tas rada arT inversiju substitiicija
T.

(ii) Pienemsim, ka elements i, substitticija o atrodas pirms elementa i,
un tikai viens no skaitliem u vai v ir kopas {k, k + 1} elements, tad i, arl
substitiicija 7 atrodas pirms 7,. Ta rezultata i, substitiicija ¢ rada inversiju
ar i, tad un tikai tad, ja i, rada inversiju ar i, ar1i substitucija 7.

(iii) Pienemsim, ka u = k, bet v = k + 1. Ja paris k < k + 1 substitucija
o rada inversiju, tad i, > igy1. Ta ka 7(k) = ig41 un 7(k+ 1) = i, tad paris
k < k4 1 nerada substitiicija 7 inversiju. Ja turpreti paris k£ < k£ + 1 nerada
substitiicija o inversiju, tad 7; < ix41, un tapec paris £ < k+ 1 rada inversiju
substitucija 7.

Tagad, visu apkopojot, varam apgalvot, ka inversiju skaits substitucijas
o un 7 iegustams, saskaitot kopa visas inversijas, kas analizetas punktos (i),
(i), (iii). Tikai (iii) punkta aplukoto inversiju skaits substitucija o atskiras
no inversiju skaita substitiicija 7 par skaitli 1. Tatad, ja s ir inversiju skaits
substitticija o, tad s — 1 vai sr 4+ 1 ir inversiju skaits substitucija 7. Lidz ar
to

sgn(7) = (=1 = —(=1)* = —sgn(o) . m
Atgadinasim, ka ciklu (ks) sauc par transpoziciju.

3.11.8. Sekas. Ja substitucija T iequta no substitucijas o, mainot vietam
k-to elementu ar s-to, tad 1 = (ks)o.
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ST iemesla dél, ja 7 iegiita no o, mainot vietam k-to elementu ar s-to,
saka, ka substitiicijas o un 7 atskiras par transpoziciju.

3.11.9. Apgalvojums. Ja substitucijas o un 7 atskiras par transpo-
ziciju, tad sgn(t) = —sgn(o).

O Piegemsim, ka 7= (uv)o un

e U UL e U V.
o= o . . )
R P P TR TR

tad 7 iegtistama no o, mainot vietam tikai blakusesosos elementus, proti,

1 — mainam vietam %, ar i,,;
2 — malnam vietam %, ar %,,;
S — mainam vietam 4, ar i,,;
s+1 — mainam vietam 7, ar ¢,;
S — mainam vietam %, ar i,;
2 — malnam vietam %,, ar i,;
1 — mainam vietam %,, ar %,.

Saskana ar Lemmu 3.11.7
sgn(7) = (—1)** ! sgn(o) = —sgn(c) . m

3.11.10. Sekas. Katram n > 1 grupa &,, para un nepara substituciju
skaits sakrit.

O Pienemsim, ka 91 ir nepara substitiiciju veidota kopa, bet A, — para
substitiiciju veidota kopa. Attelojums T, ir kopas &, substitiicija
(Apgalvojums 2.7.4 un Definicija 3.10.3). Saskana ar tikko pieradito ap-
galvojumu T (D) C Ay, un tapec (M| < |A,|. Lidzigi, Ty (An) S N,
un tapec |B| < 9. No Sejienes, ta ka kopas D un P ir galigas, tad
9] = [2A]. =

3.11.11. Sekas. 2, = in!
O Ta ka |6, | = n! (Vingrinajums 3.9.2), tad (Sekas 3.11.10)

1
A, = =n!
|20, | 2n =
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3.11.12. Apgalvojums. Katra substitucija uzrakstama ka transpoziciju
TeIZINAJUMS.

O Teorema 3.10.17 apgalvo, ka katra substiticija 7 ir uzrakstama ka
neatkarigu ciklu reizinajums 77y ... 7, = 7. Pienemsim, ka 7; = (i1 ig ... iy).

Ieverojam

(11 g 13) = (i1 12) (41 i3).
No sejienes
T; = (’ll ig R Zk) = (Zl 12)(21 23) R (21 Zk) |
3.11.13. Sekas. Ja (i1 iy ... iy) ir cikls, tad sgn(iy iy ... i) = (—1)*.
3.11.14. Piemers. (13)(15) = (135) = (351) = (35)(31).

Ta ka (15) # (35), tad dotais piemers parada, ka transpozicijam Teoremas
3.10.17 analogs nav speka.

3.11.15. Definicija. Elementu i sauc par substitucijas T nekustigo pun-
ktu, ja it = 1.

3.11.16. Definicija. Skaitli n — k — s sauc par substitucijas T € S,
dekrementu, ja

e k — substitucijas T neatkarigo ciklu skaits,

e s — substitucijas T nekustigo punktu skaits.

3.11.17. Apgalvojums. sgn(7) = (—1)¢, kur d — substiticijas T € S,
dekrements.

O (i) Piepemsim, ka 7 = 772 ...7; ir neatkarigu ciklu reizinajums un
|7:| = m;, tad (Sekas 3.11.13)

sgn(r) = (=1 (=1L~ = (1) e,
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(ii) Ieverojam
n k

Jrl=> m

i=1 =1

No Sejienes, ja s ir substitiicijas 7 nekustigo punktu skaits, tad

k
n—s= E m;.
i=1

- k Lo L
Lidz ar to ), (m; — 1) =n — k — s, t.i., 81 summa ir vienada ar dekre-
mentu. m

3.11.18. Piemers.

(12
v 8 1

Ta ka dekrements d =9 — 2 — 2 = 5, tad o ir neparu substitucija.

3 6 789
5 60 9 5)_(182)(4795)

= Ot

4
7

3.11.19. Lemma. Ja H <G un [G: H| =2, tad H < G.

O (i) Taka [G:H]=2,tad G/H ={H,zH}, kur x ¢ H.
(ii) Ja € H, tad «H = H = Ha.
(iii) Jaa ¢ H, tad aH # H # Ha, tapec aH = G\ H = Ha.

(iv) Tagad, nemot vera (ii) un (iii), atliek tikai atsaukties uz Definiciju
3.6.4. m

3.11.20. Teorema. A, 4G,

O (i) Pienemsim, ka o € 2,,, tad (Sekas 3.11.4) o' € 2,,.

(i) Pienemsim, ka 7 € 2,,, tad to var uzrakstit ka (Apgalvojums 3.11.12)
transpoziciju reizinajumu 7 = 77y ... 7,. Taka 7 € 2, tad m ir parskaitlis.
Lidzigi, o var uzrakstit ka transpoziciju reizinajumu oi0s...0%, kur k ir
parskaitlis. No Sejienes o7 = 0105 ...0,T1 T2 . .. Ty, ir transpoziciju reizinajums.
Sai reizingjuma transpoziciju skaits ir parskaitlis, tapec o7 € 2,,.

(iii) Nemot vera (i) un (ii) secinams: A, < &,,.

(iv) Tagad atliek atsaukties uz Lemmu 3.11.19, Vingrinajumu 3.9.2 un
Sekam 3.11.11, lai secinatu: 2, < G,,. =

3.11.21. Definicija. Grupu 2L, sauc par mainzimju grupu.
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3.12. Komutanti
3.12.1. Definicija. Grupas G elementu
[a,b] = a 'btab
sauc par grupas G elementu a un b komutatoru.

Vienosanas.
o KomG = {xr € G|Fac G G z=[a,b] },
o G, G| = (KomG).
[G,G] sauc par grupas G komutantu.
3.12.2. Teoréma. G,G] <G
O Piengemsim, ka x € G un u € [G, G}, tad
rur~! = zur'u T uzr ™! = (zuz” v u € [G, G

Lidz ar to z[G, G|z~ ! C [G,G]. Tatad [G,G] < G. =

3.12.3. Vingrinajums. Atrast grupas &3 komutantul!

3.13. Grupas centrs
3.13.1. Definicija. Grupas G elementu ¢ sauc par centralo elementu, ja
Vge G cg=gc.

Kopu C, kas sastav no visiem grupas GG centralajiem elementiem, sauc par
grupas G centru.

3.13.2. Apgalvojums. Grupas G centrs C ir tas apaksgrupa.
Ja H<C, tad H < @G.
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O (i) Pienemsim, ka e ir grupas G neitralais elements, tad Vg € G eg =
ge; tatad e € C.
(ii) Pienemsim, ka a, b ir centra elementi un g € G, tad

(ab)g = a(bg) = a(gb) = (ag)b = (ga)b = g(ab).

Lidz ar to ab € C.

(iii) a™'g = a~*gaa™
tatad a=' € C.

(iv) Nemot vera punktos (i)—(iii) pieradito, secinams: C' < G.

(v) Pienemsim, ka H < C,h € Hun g € G, tad ghg~! = hgg~ ' =h € H.
Lidzarto H<1G. m

1 1

: =a(ag)a™" = (a"a)ga™! = ga™h;

= o™ (ga)a~!

3.14. Saistitie elementi

3.14.1. Definicija. Grupas G elementus a un b sauc par saistitiem ele-

mentiem, ja

dge G b=gag .

Kopu
S(a) = {b[3g € G b= gag™'}

sauc par elementa a saistito elementu klasi.
3.14.2. Vingrinajumi. (i) a € S(a)
(ii) Ja a ir grupas G centralais elements, tad S(a) = {a}.

3.14.3. Apgalvojums. Grupas G saistito elementu klases veido kopas
G sadalijumu.

O Piegemsim, ka v € S(a) N S(b), tad eksiste tadi grupas G elementi g
un h, ka
u=gag ' = hbh 1.

(i) Pienemsim, ka v € S(a), tad eksiste tads ¢ € G, ka v = cac™!. No

Sejienes

v=cac ' = cg tugc ! = cg thbh gt = (cg  h)b(cgth) Tt € S(b).
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Lidz ar to S(a) C S(b).
(ii) Lasttajam ka vingrinajumu piedavajam pieradit faktu, ka
S(b) C S(a).
(iii) No (i) un (ii) izriet, ka S(a) C S(b) C S(a). Tatad S(a) = S(b). =

3.14.4. Vingrinajums. Atrast grupas Gj saistito elementu klases!

3.14.5. Definicija. Piepemsim, ka g ir grupas G elements. Kopu
C(g) = {a € Glag = ga}
sauc par elementa g centralizatoru.
3.14.6. Sekas. Vge G C CC(g)
3.14.7. Apgalvojums. Vge G C(g) <G.
O (i) Piepemsim, ka a € C(g), tad ag = ga. No Sejienes
alg=a"laga™ =a " (ag)a” =a(ga)a” = ay;

tatad ™' € C(g).
(ii) Pienemsim, ka b € C(g), tad bg = gb. Tagad varam secinat, ka

(ab)g = a(bg) = a(gb) = (ag)b = (ga)b = g(ab);

tatad ab € C(g).
(iii) Nemot vera punktos (i)—(ii) pieradito, secinams: C(g) < G. =

3.14.8. Teoréma. Vge G [G:C(g)]=1S(9)l

O (i) Piegemsim, ka G/C(g) ir faktorkopa pec ekvivalences tipa predikata
Ekc(g) (skatit Vingrinajumu 3.4.1(ii)), tad attelojums

©:S(9) — G/C(g) : aga™" + aC(g)

definets korekti. Pieradisim to!
Pienemsim, ka aga™ = bgb~'. Mums japarada, ka aC'(g) = bC(g).
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Veicam ekvivalentus parveidojumus:

aga™t = bgb™!
ag = bgbta
blag = gbla;
tatad b~'a € C(g). Saskana ar Lemmu 3.4.8 tas nozime, ka aC(g) = bC(g).
(ii) Tagad paradisim, ka attelojums ¢ : S(g) — G/C(g) ir injekcija.
Pienemsim, ka u # v, tacu abi elementi ir kopas S(g) elementi. Tas
nozime, ka eksiste tadi grupas G elementi @ un b, ka v = aga™" un v = bgb~*.
Ja reiz u # v, tad aga™' # bgb~!, un nemot vera punkta (i) demonstretos
ekvivalentos parveidojumus, secinams: b~'ag # gb~'a. Tatad b~'a ¢ C(g),
un tapec (skatit Lemmu 3.4.8) aC(g) # bC(g). Lidz ar to

p(u) = aC(g) # bC(g) = ¢(v),
t.i., o ir injekcija.
(ili) Paradisim, ka attelojums ¢ : S(g) — G/C(g) ir sirjekcija.
Pienemsim, ka aC'(g) € G/S(g), tad a € G. No Sejienes
aga™ € S(g)  un  plaga™') = aC(g),

t.i., @ ir sirjekcija.
(iv) Tagad atsaucoties uz punktos (ii)—(iii) pieradito, secinams:

¢ :S(g) — G/C(g)

ir bijekcija. Lidz ar to |S(g)| = |G/C(g)| P34 13 [G:C(g)]. =



4. nodala

GREDZENI

Gredzeni, piemeri, apaksgredzeni, gredzenu skelums; homomorfismi, homomor-
fisma attels, kongruences, ideali, faktorgredzeni, dabigais homomorfisms, izomor-
fisma teorema. Nulles dalitajs, integritates apgabals, kermenis, lauks, lauka rak-
sturojums. Vienkarss gredzens. Komplekso skaitlu lauks, kvaternionu kermenis,
matricu gredzens par kermeni. Gredzena centrs; matricu gredzens par lauku, ta
centrs.

4.1. Apaksgredzeni

4.1.1. Definicija. Algebru (R,+,-) sauc par gredzenu, ja
(i) (R,+) — komutativa grupa;

(if) (R,-) — pusgrupa;

(ili) (a4 b)c = ac+ be un a(b+ ¢) = ab+ ac.

(R,+) sauc par gredzena R aditivo grupu. (R,-) sauc par gredzena R
multiplikativo pusgrupu. Gredzenu R sauc par komutativu gredzenu, ja mul-
tiplikativa pusgrupa ir komutativa.

Ja gredzena R multiplikativa pusgrupa ir monoids, tad §1 monoida neitralo

elementu sauc par gredzena vieninieku. Pasu monoidu Sai situacija sauc par
gredzena R multiplikativo monoidu.

4.1.2. Piemeri. (i) Veselo skaitlu gredzens (Z, +,-) ir komutativs gre-
dzens ar vieninieku.
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(ii) Kvadratisko matricu gredzens (Mat,,(R), +, -) katram n > 1 ir neko-
mutativs gredzens ar vieninieku.

(iii) Paru skaitlu gredzens Z2 nesatur vieninieku.

(iv) Jebkuru komutativu grupu H var parverst par gredzenu taja definejot
reizinasanu ar nosactjumu: ab = 0.

(v) Rezidiju gredzens Z,, ir komutativs gredzens. Sis gredzens ir galigs,
t.i., |Zm| = m.

4.1.3. Definicija. Gredzenu R, kuram reizinasana apmierina nosaci-
Jumu ab = 0, sauc par gedzenu ar nulles reizinasanu.

4.1.4. Vingrinajumi. (i) Ja gredzens ar nulles reizinasanu sastav no
vismaz 2 elementiem, tad tas ir gredzens bez vieninieka.

(ii) Katra gredzena izpilda sekojosas izdentitates:

e Oa —al0 =0,

e (a—b)c=ac—bc un a(b—c) = ab — ac.

4.1.5. Definicija. Grsdzena R apakskopu H sauc par apaksgredzenu, ja
(i) H ir aditivas grupas apaksgrupa,
(il) H ir multiplikativas pusgrupas apakspusgrupa.

4.1.6. Vingrinajumi. (i) Ja H ir gredzena R apaksgredzens, tad
(H,+|H,-|H) ir gredzens.

(i) Para skaitlu gredzens Z2 ir veselo skaitlu gredzena 7 apaksgredzens.

(iii) Diagonalmatricas

40 .0
D<= | " % O lviger
0 0 ... d,

veido matricu gredzena Mat,, (R) apaksgredzenu.

(iv) Gredzena ar nulles reizinasanu aditivas grupas katra apaksgrupa ir
apaksgredzens.
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4.1.7. Apgalvojums. Ja {R;|i € I} ir gredzena R apaksgredzenu saime,
tad R® <= (| R; ir gredzena R apaksgredzens.
i€T

O (i) RY ir gredzena R aditivas grupas apaksgrupa (Apgalvojums 3.3.5).
(i) Ta ka R® # 0, jo 0 € R° tad R° ir multiplikativas pusgrupas
apakspusgrupa (Apgalvojums 2.9.5). m
4.2. Homomorfismi
4.2.1. Definicija. Pienemsim, ka R un R’ ir gredzeni. Attelojumu
f:R— R
sauc par gredzenu homomorfismu, ja
o flety)=[flx)+ f(y),
o flzy) = f(x)f(y).

Lidzigi ka pusgrupu gadijuma bijektivu homomorfismu sauc par wzomor-
fismu. Sai situacija gredzenus R un R’ sauc par izomorfiem gredzeniem.
Sirjekttvu homomorfismu sauc par epimorfismu. Injektivu homomorfismu
sauc par monomorfismau.

Gredzenu homomorfismu f : R — R sauc par endomorfismu. Ja endo-
morfisms ir bijekcija, tad to sauc par automorfismu.

4.2.2. Piemeri. (i) Attelojums

f:Dsy(R) - R: (8 2)&—>a
ir gredzenu homomorfisms.

(ii) Pienemsim, ka C/[a; b] ir segmenta [a; b] nepartraukto reala argumenta
funkciju gredzens. Attelojums

p: Clasb] = R: f(x) — f(0)

ir gredzenu homomorfisms.
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4.2.3. Apgalvojums. Ja f : R — R’ ir gredzenu homomorfisms, tad
Imf ir gredzena R’ apaksgredzens.

O (i) Imf ir gredzena R aditivas grupas apaksgrupa (Vingrinajums 3.5.8).
(ii)) Imf ir gredzena R multiplikativas pusgrupas apakspusgrupa (Ap-
galvojums 2.9.6). m

4.2.4. Definicija. Gredzena R definétu ekvivalences tipa predikatu =
sauc par kongruenct, ja ta ir gan gredzena aditivas grupas kongruence, gan
gredzena multiplikativas pusgrupas kongruence.

4.2.5. Apgalvojums. Ja = ir gredzena R kongruence, tad R/= ir gre-
dzens, kur

2] +[y] = [z+y)
= [zyl.

8
=

O (i) St kongruence define aditivo grupu (R/=,+) (Sekas 3.5.6).

(ii) ST kongruence definé multiplikativo pusgrupu (R/ =,-) (Apgalvo-
jums 2.10.4).

(iii) Paradisim ka pieradams viens distributivais likums. Otra likuma
pieradijumu atstajam lasitajam ka vingrinajumu.

[al(b] +[e]) = la]lb+¢] = [a(b+ ¢)] = |ab + ac]
= [ab] + [ac] = [a][0] + [a][c]. m

4.2.6. Definicija. Gredzenu R/ = pec kongruences = sauc par faktor-
gredzena.

4.2.7. Vingrinajums. Attélojums 7 : R — R/=: a — [a] ir gredzenu
epimorfisms.

Lidzigi ka pusgrupu gadijuma, attelojumu
m:R— R/=:aw [d]
sauc par dabigo jeb kanonisko homomorfismu.
4.2.8. Definicija. Gredzena R apaksgredzenu I sauc par idealu, ja

VaelIVreR (axel A zacl).



4.2. HOMOMORFISMI 101

Isak to var pierakstit sadi: RI C I O IR.

4.2.9. Teorema. Katrai gredzena kongruencei = eksiste tads ideals I,
ka R/I = R/=.

O Teorema 3.6.12 apgalvo, ka
0]<R un R/[0] = R/=.

Tas viss attiecas uz gredzena R aditivo grupu.
Tagad kopa R/[0] definéjam reizinasanu:

(@ + [0))(y +[0) = =y + (0],

Atliek konstatet, ka [0] ir ideals, reizinasana defineta korekti, R/[0] ir gredzens
un tas sakrit ar gredzenu R/=.

(i) Pienemsim, ka a € [0] un « € R, tad a = 0. Ja reiz = ir kongruence,
tad ax = 0z = 0 = 20 = za. Lidz ar to

ax € [0] un  za € [0].

Tatad [0] ir gredzena R ideals.

(ii) Paradisim, ka z + [0] = [z].

a) Pienemsim, ka y € 2+4[0], tad (Lemmas 3.4.4 un 3.4.8), tad y—x € [0].
Tas nozime, ka y —x =0 jeb x = y. Tatad y € [z], t.i., x + [0] C [z].

b) Pienemsim, ka y € [z], tad y = x jeb y — x = 0. Tatad y — z € [0].
Tas saskana ar Lemmam 3.4.8 un 3.4.4 lauj secinat, ka y € = + [0]. Tatad
[z] € [2] +[0].

c¢) Mes tikko paradijam (punkti a) un b)), ka = + [0] C [z] C [z] + [0].
Tatad x + [0] = [z].

(iii) Ta rezultata kopas R/[0], R/= sakrit un

(@ +[0])(y +[0]) = 2y + [0] = [zy] = [=][y],

t.i., reizinasana kopa R/[0] definéta tapat ka kopa R/=. Tatad R/= un
R/[0] sakrit arT ka gredzeni. m

4.2.10. Teorema. Katram gredzena idealam I eksisté tada kongruen-
ce =, ka RJ/I=R/=.
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O (i) Saskana ar Apgalvojumu 3.6.10 ekvivalences tipa predikats =¥ ir
kongruence gredzena R aditivaja grupa.

(ii) Pienemsim, ka x =¥ y un a € R, tad saskana ar =¥ definiciju (Vin-
grinajums 3.4.1(ii)) * + I = y + I. No Sejienes  —y € I. Ta ka I ir ideals,
tad

ar—ay=a(r—y) €l un za—ya=(x—y)acl,
ar+I=ay+1 wun za+1=ya+1,
ar =¥ ay un za =¥ ya.
Tatad =¥ ir gredzena R kongruence.

(iii) [0)¥ = {z |z +1 =0+ I} = I. Tagad atsaucoties uz Teoremas 4.2.9
pieradijumu, secinams R/I = R/ =X m

4.2.11. Apgalvojums. Ja f: R — R’ ir gredzenu homomorfisms, tad
Kerf < {z| f(x) = 0}

ir gredzena R ideals.

O (i) Saskana ar 74. lappuse izklastito Ker f ir gredzena R aditivas grupas
apaksgrupa.
(ii) Pienemsim, ka = € Kerf un y € Kerf, tad

flzy) = f(x)f(y) =0-0=0.

Tatad xy € Kerf, t.i., Kerf ir gredzena R multiplikativas pusgrupas apaks-
pusgrupa.
(iii) Pienemsim, ka a € Kerf un x € R, tad

flax) = fa)f(z) = 0f(x) = 0 = f(2)0 = f(x)f(a) = f(za).

Tatad gan ax € Kerf, gan za € Kerf.
(iv) Tas viss kopuma (punti (i)—(iii)) demonstre, ka Kerf ir gredzena R
ideals. m

Gredzenu teorija, lIidzigi ka grupu teorija, o idealu Ker f sauc par homo-
morfisma [ kodolu.

4.2.12. Teorema. Katram gredzenu homomorfismam f : R — R’ ek-
sisté viens vienigs gredzenu homomorfisms f. : R/Kerf — R’, kam diagram-
ma
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R R

R/Kerf

i komutativa, turklat sis homomorfisms f. ir monomorfisms.

O Sis rezultats pieradits (Teorema 3.7.1) grupam. Mums atliek paradit,
ka f.: R/Kerf — R’ ir multiplikativo pusgrupu homomorfisms.
Pienemsim, ka [z] € R/Ker un [y] € R/Ker, tad

Llzlly) = flloy]) = fom(zy) = floy) = f(2)f(y)
= fiom(x) fuom(y) = fu([z]) fu([y]). m

4.2.13. Sekas (Izomorfisma teoréma). G/Kerf = Imf

4.3. Integritates apgabali

4.3.1. Definicija. Gredzena R nenulles elementu a # 0 sauc par nulles
dalitaju, ja
IHeR(bBFA0A (ab=0 V ba =0)).

Pienemsim, ka R — gredzens ar 1. Gredzena R elementu a sauc par
apgriezamu, ja

dbe R ab=1 = ba.
4.3.2. Apgalvojums. Gredzena apgriezams elements nav nulles dalitags.

O Pienemsim pretejo, proti, ka eksiste tads apgriezams gredzena R ele-
ments a, kas ir nulles dalitajs. No Sejienes uzreiz seko, ka a # 0, jo ir nulles
dalitajs. Ja reiz a ir nulles dalitajs, tad

dbeR (bA0A (ab=0V ba=0)).
Ta ka a ir apgriezams, tad

dJre R axr=1=za.
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Tas viss pamato sekojosas vienadibas

(xa)b = x(ab) = 20 = 0, val arl
= b(ax) = (ba)x = 0x = 0. Pretrunal m

4.3.3. Definicija. Gredzenu R sauc par integritates apgabalu, ja tas ir

(i) komutativs gredzens bez nulles dalitagiem;

(ii) gredzens ar 1 un 1 # 0.

Integritates apgabalu R sauc par lauku, ja katrs gredzena R nenulles
elements ir apgriezams gredzena R.

4.3.4. Sekas. Lauks nesatur nulles dalitajus.

4.3.5. Sekas. Lauka nenulles elementi veido komutativu multiplikativo
grupu.

4.3.6. Definicija. Pienemsim, ka
o R — integritates apgabals,
e Zp ir homomorfisma X\ : Z — R : k — k1 kodols.

Skaitli p sauc par gredzena R raksturojumu jeb harakteristiku un apzime ar

charR.
4.3.7. Teorema. Jebkura lauka raksturojums ir pirmskaitlis, vai ari 0.
O Pienemsim, ka n = k[ ir lauka L raksturojums, kur 1 < k < n, tad
a = kl un b= I[1
ir no nulles atskirigi lauka L elementi. Tacu
ab = (k1)(11) = (k)1 = nl =0,

kas ir pretruna ar faktu, ka lauka nav nulles dalitaju. m
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4.3.8. Piemeri. (i)

ir lauks.
(i) Ja p € P, t.i., ja p ir pirmsksitlis, tad rezidiju gredzens Z, ir lauks.
4.3.9. Definicija. Lauku C sauc par komplekso skaitju lauku.

4.3.10. Apgalvojums. Attelojums

a 0
f.]R—>C.ar—>(O a)

i monomorfisms.

O (i) Jaa # b, tad

(i
r+so= (50 )+ (g 5)=("5" .0y ) =rarn

(iii)

s = (g o) (0 0)= (4 o) =fa. =

Sis rezultats attaisno identifikaciju
s [ @ 0
0 a /)’
0 -1
10 )’

Ja ar ¢ apzimejam matricu



4.4. KERMENI 106

2

2 (0 =1\ _(10Y_,
1 0 01
(Z_S):a-f—bi.

Lidz ar to esam ieguvusi tradicionalo komplekso skaitlu pierakstu.

tad

un

4.3.11. Definicija. Par kompleksa skaitja z = a + bi kompleksi saistito
skaitli sauc skaitli Z = a — bi.

4.3.12. Vingrinajums. Attelojums f: C — C : z +— Z ir automor-
fisms.
4.4. Kermeni

4.4.1. Definicija. Gredzenu sauc par kermeni, ja ta multiplikativa pus-
grupa bez 0 elementa ir grupa.

4.4.2. Sekas. Komutativs kermenis ir lauks.

4.4.3. Piemers.

uE(C/\UE(C}

ir kermenis.

Jau=a+biunv=c+di, tad uii +v0 = a® + b* + 2 + d*> > 0. Tatad,

o ([
)(

(%

£ 0.

v
u

> # 0, tad ’

ST
ST

I~

No Sejienes

(

<

—vU + uv VU + uu

B Ut + vv 0
o 0 w4 au

I~

uu + vv —uv—l—vu)

ST~
|
ISEINS]
~_
I
TN
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Tas demonstre, ka katra nenulles matrica A € K ir apgriezama. Tai pasa
laika K nav komutativs gredzens, piemeram,

t 0 0 ¢\ (0 -1 2 01\ [0 4 t 0
0 —i i 0) \1 0 -1 0) \io0 0 —i )~
4.4.4. Definicija. Kermeni K sauc par kvaternionu kermeni. Kopas K

elementus sauc par kvaternioniem.

4.4.5. Vingrinajums. Attelojums

f:RHK:aH(g 2)

ir monomorfisms.

Lidzigi ka komplekso skaitlu gadijuma §is rezultats attaisno identifikaciju

HaO
a N

Ja ar 7, j un k atbilstosi apziméjam matricas

(i0 o 01 L (0
'~ \o =)o V=10 ) " Uioo )

tad ieguistam Sadu reizinasanas tabulu:

1ok
11T i j &k
ili -1 k —j
ili -k -1 i
Elk  § —i —1

No Sejienes, ja u = a+bi un v = c¢+di (te i ir kompleksais skaitlis), iegustam
a+bi c+di B a+bi c+di
—(c+di) a+bi N —c+di a—Ubi
(YO, (0
- Yo 1 0 —i
01 0 =2
+ c( 10 > +d( ; O)

= a+bi+cj+dk.
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4.4.6. Definicija. Gredzenu R, kas satur no 0 atskirigu 1, sauc par
vienkarsu gredzenu, ja ta vienigie ideali ir R un {0}.

4.4.7. Apgalvojums. Kermenis ir vienkarss gredzens.
O Piegemsim, ka [ # {0} ir kermena K ideals, tad (Definicija 4.2.8)
VaecIVre K (ax el Nxacl).

Ta ka I # {0}, tad eksiste ideala I nenulles elements a. No Sejienes
l=atacl Jareizl eI, tad

Viee K z=z-1€l. =m

Tagad pieversisimies matricu grdzenam Mat, (K) par kermeni K, t.i.,
mis intereses kvadratiskas matricas, kuru elementi ir kemena K elementi.
Ar E;; = ||er|| € Mat,,(K') apzimesim matricu, kurai tikai viens elements ey,
atskiras no 0, proti, e;; = 1.

4.4.8. Lemma.
\V/A = ||akl|| € Matn(K) EipAqu = apquj.

O (i) ;A — ta ir matrica, kurai visas rindas, iznemot i-to rindu, sastav
tikai no 0. Savukart +—ta rinda vienada ar matrica A p—to rindu.

(i) AE,; — ta ir matrica, kurai visas ailes, iznemot j-to aili, sastav tikai
no 0. Savukart j—ta aile vienada ar matricas A ¢g—to aili.

(iii) Tagad pemot vera (i) un (ii) secinams: E;,AE;; = ap,E;j. ®

4.4.9. Teorema. Matricu gredzens par kermeni ir vienkarss.

O Piegemsim, ka I # {0} ir matricu gredzena Mat,(K) ideals, tad
(Definicija 4.2.8)

VAeIVX € Mat,(K) (AXelANXAcl).

Ta ka I # {0}, tad eksiste ideala I nenulles matrica ||ag]|. Piepemsim,
ka tiesi a,, # 0. Tagad nemam vera, ka

. . L4.4.8
Vi \V/] apquj = Eip||akl||qu el.

Ta rezultata E;; = (a,, F)(apE;;) € 1. Ja reiz ta, tad Vo € K 2E;; € I. No
Sejienes, ja X = ||z;;]| € Mat,,(K), tad

X = Zn:zn:wa” c ], tl, I = Matn(K) [ |

i=1 j=1
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4.5. Gredzena centrs
4.5.1. Definicija. Gredzena R elementu ¢ sauc par centralo elementu,
ja
VYa € R ac = ca.

Kopu Z, kas sastav no visiem gredzena R centralajiem elementiem sauc
par gredzena R centru.

4.5.2. Vingrinajumi. (i) Gredzena centrs ir ta apaksgredzens.

(i) Pienemsim, ka a un b ir gredzena R elementi, E;; € Mat,(R) un
Ex € Mat,(R), tad

- | abEy, ja j=k
(GEZJ)(bEkl> - { 0’ ja j 7& k.

4.5.3. Teorema. Matricu gredzena Mat,, (L) par lauku L centrs
Z ={\E|\€e L}
O (i) (AE)A= XA = (MNA)E = A(\E).

St vienadiba lauj konstatet, ka Z D {\E |\ € L}.
(i) Piepemsim, ka A € Z, tad E;A = AE;. Ja A = ||ay]|, tad

0 0 0 0 . aq; 0
EzA Q41 A A1n ) AE’L 0 Qi 0
0 ... 0 ... 0 0 ... ay ... 0

No Sejienes redzams, ka vienadiba iespéjama tikai tad, ja visi a; = 0 un visi
ar; = 0, iznemot vienigi a;. Mainot indeksu ¢ no 1 Iidz n secinams, ka A ir
diagonalmatrica, proti, A ir izskata
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(iii) Mes pienemam, ka A € Z, tapec E;;A = AE;;. No Sejienes

- - V4.5.2(ii
EijA = Ej ZakkEkk = ZakkEijEkk 220 ajj Eij,

V4.5.2(ii
AEij - Z akkEkk ij Z akkEkkEzj :( ) aiiEij.

k=1

Ta rezultata Vi Vj a; = aj;. Tatad A =AE. m
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MODULI

Monoida iedarbiba uz kopu. Moduli, piemeéri. Apasmoduli, to sk€lums. Lineara
kombinacija, vienas sistemas izsakamiba ar citu sistemu. Lineara caula. Modulu
homomorfismi, piemeri, homomorfisma attels. Kongruence, faktormodulis, da-
bigais homomorfisms, homomorfisma kodols, izomorfisma teoréma. Homomorfis-
mu veidota grupa, endomorfismu gredzens. Modulis par endomorfismu gredzenu.
Apasmodulu summa, tie§a summa, tiesa aréja summa, tieSais saskaitamais. Mi-
nimalais apaksmodulis, gredzena minimalais ideals, ireducibli moduli, piemeri.
Maksimalais apasmodulis, gredzena maksimalais ideals, pusvienkarss (pilnigi re-
ducejams) modulis. Galigi generets modulis, ta raksturojums.

5.1. ApaksSmoduli

Sis nodalas ietvaros, ja nekas speciali netiks atrunats, visi gredzeni ir
gredzeni ar vieninieku.

5.1.1. Definicija. Divu sugu algebru (R, M, -, 0) sauc par monoida R
tedarbibu uz kopu M no kreisas puses, ja

(i) (R,-) — monoids,

(ii) o ir attélojums R x M = M,

(abyox = ao(box),

lox = =x.
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5.1.2. Definicija. Divu sugu algebru (R, M,+,-, &, 0) sauc par kreiso
R-moduli M, ja

(i) (R,+,-) — gredzens ar vieninieku,
(ii) (M,®) — komutativa grupa,
(iii) (R, M, -, 0) — gredzena R multiplikativa monoida iedarbiba uz M

no kreisas puses,
(iv)

ao(x®y) = aoxdaoy,
(a+box = aoxdboux.

Literatura sadus modulus sauc par unitariem jeb wunitaliem moduliem.
Kopas M elementus sauc par vektoriem. Parasti + un @ vieta lieto tikai
simbolu +, bet simbolus - un o vispar nelieto un uzskata, ka operacijas - un
o saista ciesak par operacijam + un @. Ta rezultata aksioma

(a+b)ox=(aox)® (box)
iegtist izskatu
(a+b)x = ax + bu.

Paraleli terminam R—modulis M mes lietosim tai pasa nozime tadus terminus
ka: M ir R-modulis vai art M ir modulis par gredzenu R. Ja no konteksta
biis noprotams gredzens R, tad lietosim 1saku izteiksmes formu, proti, ta
vieta, lai teiktu:

— M ir kreisais R—modulis, — teiksim:

— M ir modulis.

Analogiski define labo R-moduli M.

5.1.3. Definicija. Divu sugu algebru (R, M,-,0) sauc par monoida R
redarbibu uz kopu M no labas puses, ja

(i) (R,-) — monoids,

(ii) o ir attelojums M x R = M,
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(iii)
zo(ab) = xo(aob),

rol = =x.

5.1.4. Definicija. Divu sugu algebru (R, M,+,-,®,0) sauc par labo
R-moduli M, ja

(i) (R,+,-) — gredzens ar vieninieku,
(ii) (M, ®) — komutativa grupa,
(iii) (R, M, -, 0) — gredzena R multiplikativa monoida iedarbiba uz M

no labas puses,
(iv)

(r®dy)oa = xoadyoa,
rzo(a+b) = xoadxob.

Ta ka kreiso R—modulu M teorija ir analoga labo R-modulu teorijai,
tad parasti apliuko tikai vienu no Sim teorijam. Mes turpmak galvenokart
analizesim kreisos R-modulus M.

5.1.5. Piemeri. (i) Pienemsim, ka R — gredzens ar vieninieku un M —
§1 gredzena aditiva grupa, tad (R, M, +, -, +, -) ir gan kreisais R—modulis, gan
labais R-modulis. Sai gadijuma parasti kreisajam modulim lieto apzZiméjumu
rR, labajam — Rpg.

(ii) Pienmesim, ka R — gredzens ar vieninieku, tad R" ir modulis, kur

(mlal‘%'";xn)@(ylﬂy27"'7yn) N~ ($1+y17x2+y27"'7xn+yn)a
ao (ry,xe,...,2,) = (axy,axy,... az,).

(iii) Piepemsim, ka (M, @) — aditiva grupa un attelojums Z x M — M
definéts ar nosacijumu: nox = nx (tiem, kas apjukusi, iesakam apskatities
komentaru 77. lappuse), tad (Z, M, +, -, @, o) ir kreisais Z-modulis M.

5.1.6. Vingrinajumi. Pienemsim, ka (R, M, +,-, @, 0) ir kreisais R—
modulis M, tad
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(i) ao0 =0o0x =0, te izteiksmeé a o 0 nulle ir aditivas grupas M
neitralais elements, bet izteiksmeé 0 o x nulle ir gredzena R aditivas
grupas neitralais elements;

(ii) ao(—z)=(—a)oxr=—aou;
(iii) ao(r—y)=aox—aoy;
(iv) (a—b)ox =aox—bouwx, te aun b ir gredzena R elementi, bet

x,y ir vektori.

5.1.7. Definicija. Kreisa R—modula M apakskopu N C M sauc par
apaksmoduli, ja

Vae RV e NVye N (ax € N Nx+y€N).

5.1.8. Vingrinajums. Ja N ir modula (R, M, +, -, @, o) apaksmodulis,
tad (R, N,+,-,®|N,o|R x N) ir modulis.

5.1.9. Apgalvojums. Ja {M;|i € Z} ir R-modula M apaksmodulu

saime, tad M° < () M; ir moduja M apaksmodulis.
ieT

O (i) MY ir grupas M apaksgrupa (Apgalvojums 3.3.5).

(ii) Pienemsim, ka @ € Run x € M°, tad Vi € T = € M;. Ta ka M;
ir modula M apakSmodulis, tad ax € M;. Lidz ar to Vi € Z ax € M;. No
Sejienes ax € M.

(iii) Tagad atsaucoties uz apaksmodula definiciju 5.1.7 un punktos (i),
(ii) konstateto secinams: M? ir modula M apaksmodulis. m

5.2. Lineara caula

5.2.1. Definicija. Piepemsim, ka M ir R—modulis, a; € R un xv; € M.
Summu
a1r1 + ap,ro + ...+ ap,T,

sauc par vektoru xi,xs,...,x, linearu kombinaciju.
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Ja visi a; = 0, tad linearo kombinaciju a2, + a,22 + . .. + a,x, sauc par
trivialu linearu kombinaciju. Ja vektors zx ir vektoru xq,xs, ..., z, lineara
kombinacija, t.i., eksiste tadi gredzena R elementi aq,as, ..., a,, ka

T =a1x1 +apTo + ...+ ATy,

tad saka, ka vektors x izsakams ar sistemu {xy,xs,...,z,}. Kopas

{fl,l’g, Ce ,xn}
pieraksta vieta loti biezi medz tikai uzskaitit elementus x, zo, ..., x,, proti,
ja eksiste tadi gredzena R elementi aq,ao,...,a,, ka

T =a1T; +apTo + ...+ ATy,

tad saka, ka vektors x izsakams ar sistemu x1,To, ..., Ty,.
Vispariga gadijuma piepemsim, ka kopa A = {z; € M |i € Z}. Saka, ka
vektors x izsakams ar sistemu 2, ja eksiste tadi a; € R, ka

T = Z i Ti,
ieT

kur gandriz visi a; = 0. Tagad ir nepiecieSams paskaidrot, ko nozime fraze
"gandriz visi a; = 07.

Mes sakam, ka kadas kopas K gandriz visiem elementiem piemit 1pasiba
P, ja to kopas R elementu skaits, kuriem nepiemit 1pasiba P ir kads naturals
skaitlis n € N. Skaitla n loma drikst but art skaitlis 0. Formali to visu var
definet sadi. Ja kopa K definets predikats P(x) un

o R = {x € R|P(z) ~ p},

o Ry — {z € R|P(z) ~ a},

L4 .ﬁl U .ﬁg = .ﬁ,

o |ﬁ2| < NO,
tad saka, ka gandriz visiem x € 8 piemit ipasiba P. Sai situacija medz lietot

o0

apziméjumu Y z P(z).

Kas attiecas uz summu ) .7 a;7;, tad ta ir defineta tikai galigam sas-
kaitamo skaitam. Sai gadijuma fraze ”gandriz visi a; = 0”7 nozime to, ka

summacija ir veikta tikai pa tiem kopas Z elementiem i, kuriem a; # 0.
Formali to visu var paskaidrot sadi. Pienemsim, ka



5.2. LINEARA CAULA 116

o J={ieT|la#£0},

° |T| < N,
tad
Z a;x; = Z a;x;.
€T ieJ
Visbeidzot der atzimet, ka
Z a;x; = 0.
i€l

5.2.2. Definicija. Saka, ka sistema 2 izsakama ar sistemu A, ja katrs
sistemas A vektors izsakams ar sistemu A’

5.2.3. Apgalvojums (Linearas izsakamibas transitivitate). Ja sis-
tema A izsakama ar sistemu A un sistema A’ izsakama ar sistemu A", tad
sistema 2 izsakama ar sistemu A" .

O Saskana ar doto, ja = € 2, tad eksiste tada galiga kopas " apakskopa

B’ ka
T = Z ayy,

yeB’

kur visi a,, ir gredzena elementi. Savukart katram y € B’ eksiste tada galiga

kopas A" apakskopa B/, ka

Yy = Z b.z,

z2€By

kur visi a, ir gredzena elementi. No Sejienes

szayy:Zayszz:Z Zaybzz.

yeB’ yeB’ z2€B]] yEB 2By
Saja summa saskaitamo skaits ir galigs, jo kopas B’ un B ir galigas. m
5.2.4. Definicija. Pienemsim, ka M ir R—modulis un A C M. Kopu
L) = {z|z ir izsakams ar sistemu 2}

sauc par sistemas A linearo caulu.
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Ja kopa 2 ir galiga, teiksim, 2 = {xy,9,...,2,}, tad linearas caulas
L(2A) apzimesanai lieto pierakstu L(zq1,z,...,2,). Ja kopa 2 ir vienele-
mentiga kopa {z}, tad linearas caulas £(2) apzimeésanai lieto pierakstu Rz.

5.2.5. Vingrinajums. Ja 2 ir R—modula M apakskopa, tad lineara cau-
la L(A) ir apaksmodulis.

5.2.6. Apgalvojums. Ja 2 ir R—moduja M apakskopa, tad lineara ¢au-

la
LRy = (] N

ACNeMN

kur DN ir modula M visu apaksmodulu saime.

O (i) Pienemsim, kaf = () N. Ta ka L£(2() ir viens no moduliem,
ACNeN
kas satur kopu kopu A, tad U C L().
(ii) Ta ka A C U un U ir modula M apaksmodulis, tad tas satur jebkuru
sistemas 2 vektoru linearu kombinaciju. Tatad £(2() C U.
(iii) Mes paradijam, ka i/ C L(2A) CU. Lidz ar to L(A) =U. m

5.3. Homomorfismi
5.3.1. Definicija. Pienpemsim, ka M un M’ ir R-moduli. Attelojumu
f:M— M
sauc par modufu homomorfismu, ja

fle+y) = fl@)+ f(y),
flaz) = af(x).

Lidzigi ka pusgrupu gadijuma bijektivu homomorfismu sauc par izomor-
fismu. Sai situacija modulus M un M’ sauc par izomorfiem moduliem. Sir-
jekttvu homomorfismu sauc par epimorfismu. Injektivu homomorfismu sauc
par monomorfismau.

Modulu homomorfismu f : M — M sauc par endomorfismu. Ja endo-
morfisms ir bijekcija, tad to sauc par automorfismu.
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5.3.2. Piemeri. (i) Pienemsim, ka R — gredzens. Attelojums

a a2 ... Qin
Q21 A22 ... Q2q
. m n .
f:Mat'(R) — R": = (a1, a1, - -+, Gn1)
Am1 Am2 ... Omn

ir R—modulu homomorfisms.
(ii) Piepemsim, ka A € Mat,'(R). Attelojums
f R = R": (z1,29,...,2,) — (T1,T9,...,2,)A
ir endomorfisms.

5.3.3. Apgalvojums. Ja f: M — M’ ir R—-modu{u homomorfisms, tad
Imf ir modula M’ apaksimodulis.

O (i) Pienemsim, ka 2’ un ¢/ ir kopas Im f vektori, tad eksiste tadi kopas
M vektori x un y, ka f(x) = 2/ un f(y) = y'. No Sejienes

oy = flx)+ f(y) = flx+y) € Imf.

(i) Piepemsim, ka a € R, tad az’ = af(z) = f(az) € Imf. m

5.4. Kongruences

5.4.1. Definicija. Kopa M definétu ekvivalences tipa predikatu = sauc
par R—modula M kongruenci, ja ta ir grupas M kongruence, turklat katram
gredzena R elementam a un katram kopas M elementu parim x,y izpildas
noSacjums:

T=yY = ar = ay.

5.4.2. Apgalvojums. Ja = ir R—modula M kongruence, tad M/= ir
R-modulis M, kur

[l + ] = [e+yl wn afz] = [ax].
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O (i) Ta ka = ir kongruence komutativaja grupa M, tad saskaitisana
defineta korekti.

(ii) Ja [z] = [y], tad © = y. Ta ka = ir kongruence, tad Va € R ax = ay;
tatad [ax] = [ay]. Lidz ar to konstatéts, ka attelojums

Rx M/=— M/=

definets korekti.
(iii)
(ab)[z] = [(ab)x] = [a(br)] = albz] = a(b[z])

Tatad
(R,M/=,-,0), kur  ao[z] = [ax],

ir multiplikativa monoida R iedarbiba uz kopu M /= no kreisas puses.

(iv)

a(fz] +[y]) = alr+y] = lalz +y)] = [az + ay] = [ax] + [ay]
= a[z] + aly],
(a+0)z] = [(a+0b)x] = [ax + by] = [az] + [by] = a[z] + blz].

Tas demonstre, ka izpildas abi distributivie likumi.
(v) Visu savelkot kopa tagad varam secinat, ka M /= ir R—modulis. m

5.4.3. Definicija. Moduli M/ = pec kongruences = sauc par faktor-
moduli pec kongruences =.

5.4.4. Vingrinajums. Attelojums 7 : M — M/=: = — [z] ir R—
modulu epimorfisms.

Lidzigi ka pusgrupu gadijuma, attelojumu
7 M — M/=:x+— [z]
sauc par dabigo jeb kanonisko homomorfismu.

5.4.5. Teorema. Katrai modufu kongruencei = eksisté tads moduja M
apaksmodulis N, ka M/N = M/=.
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O Teorema 3.6.12 apgalvo, ka
0]<M un  M/0]=M/=.

Tas viss attiecas uz aditivo grupu M.
Tagad kopa R x M/[0] defingjam iedarbibu:

a(xz + [0]) = ax + [0].

Atliek konstatet, ka [0] ir modula M apaksmodulis un a(x + [0]) = a[z].

(i) Pienemsim, ka z € [0] un a € R, tad x = 0. Ja reiz = ir kongruence,
tad ax = a0 = 0. Lidz ar to ax € [0]. Tatad [0] ir modula M apaksmodulis.

(ii) Paradisim, ka z + [0] = [z].

a) Pienemsim, ka y € x+[0], tad (Lemmas 3.4.4 un 3.4.8), tad y—x € [0].
Tas nozime, ka y — x =0 jeb x = y. Tatad y € [z], t.i., x + [0] C [z].

b) Pienemsim, ka y € [z], tad y = z jeb y —x = 0. Tatad y —x € [0].
Tas saskana ar Lemmam 3.4.8 un 3.4.4 lauj secinat, ka y € = + [0]. Tatad
[z] € [2] +[0].

¢) Mes tikko paradijam (punkti a) un b)), ka = + [0] C [z] C [z] + [0].
Tatad x + [0] = [z].

(iii) Ta rezultata kopas M/[0], M /= sakrit un

a(x +[0]) = azx + [0] = [ax] = alz],

t.i., iedarbiba kopa R x M/[0] defineta tapat ka kopa R x M/=. Tatad M /=
un M/[0] sakrit art ka moduli. m

5.4.6. Teorema. Katram R-moduja M apaksmodulim N eksiste tada
kongruence =, ka  M/N un M/=  sakrit ka R—moduli.

O (i) Saskana ar Apgalvojumu 3.6.10 ekvivalences tipa predikats =%, ir
kongruence grupa M.

(ii) Pienemsim, ka x =% y un a € R, tad saskana ar =%, definiciju
(Vingrinajums 3.4.1(ii)) x + N =y + N. No Sejienes ¢ —y € N. Taka N ir
modula M apaksmodulis, tad

ar —ay = a(r—y) €N,
ar+ N = ay+ N,

—k
ar =5 ay.

Tatad =% ir modula M kongruence.
(iii) [0)% = {z]x + N =0+ N} = N. Tagad atsaucoties uz Teoremas
5.4.5 pieradijumu, secinams M/N = M/ =k =
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5.4.7. Apgalvojums. Ja f: M — M’ ir modulu homomorfisms, tad
Kerf = {z[f(z) =0}

1 modula M apaksmodulis.

O (i) Saskana ar 74. lappuse izklastito Ker f ir grupas M apaksgrupa.
(ii) Pienemsim, ka a € R un = € Kerf, tad

flax) =af(z) =a0=0.

Tatad ax € Kerf.
(iii) Tas viss kopuma (punti (i)—(ii)) demonstre, ka Kerf ir modula M
apakSmodulis. m

Modulu teorija, Iidzigi ka grupu teorija, so apaksmoduli Kerf sauc par
homomorfisma f kodolu.

5.4.8. Teorema. Katram R-modulu homomorfismam f : M — M’ ek-
siste viens vienigs modufu homomorfisms f. : M /Kerf — M', kam diagram-
ma

M M’

M/Kerf

1 komutativa, turklat sis homomorfisms f. ir monomorfisms.
O Sis rezultats pieradits (Teorema 3.7.1) grupam. Mums atliek paradit,
ka f.: M/Kerf — M’ ir modulu homomorfisms.
Piepemsim, ka a € R un [z] € M/Ker, tad
fulalz]) = fi(laz]) = fiom(ax) = f(az) = af(x)
= afon(x)=af.(z]). m

5.4.9. Sekas (Izomorfisma teoréma). G/Kerf = Imf



5.5. HOMOMORFISMU GRUPA 122

5.5. Homomorfismu grupa

Pienemsim, ka M un M’ ir R—moduli, tad
Hom(M,M') = {f: M — M'| f ir modulu homomorfisms}.

Kopa Hom (M, M’) definésim operaciju +, ko sauksim par homomorfismu
summu. Ja f un g ir kopas Hom(M, M’) elementi, t.i., tie ir modulu M, M’
homomorfismi, tad

Vee M x(f+g9g) = xf + xg.
5.5.1. Teorema. (Hom(M,M'),+) ir komutativa grupa.
O (i) Vispirms paradisim, ka (Hom (M, M’), +) ir grupoids.

a) Pienemsim, ka a € R, x € M un f, g ir modulu M, M’ homomorfismi,
tad

(ax)(f +9) = (az)f+ (ax)g = a(zf) + a(zg) = a((zf) + (zg))
= a(z(f +9))
b) Pienemsim, ka y € M, tad

@+y)(f+9) = @+y)f+@+y)g=(f+yf)+(zg+yg)
= (z¢f+ag)+ (yf+yg) ==(f+9)+y(f+9)

c) Nemot vera a) un b), secinams: f + g € Hom(M, M").

(ii) Ieverojam, attelojums 0 : M — M’ : x +— 0 ir modulu M, M’
homomorfisms. Te 0 : M — M’ lietots attelojuma apzimeésanai, tacu 0" nav
attelojums, bet apzime tikai grupas M’ neitralo elementu.

Saskana ar attelojuma 0 definiciju 0+ f = f = f + 0.

(iii) Paradisim, ka attelojums —f : M — M’ : x — —x f ir modulu M, M’
homomorfisms.

(ax)(=f) = —(axf) = —(a(zf)) = a(—zf) = a(z(-f)),
(@+y)(=f) = —(e+y)f=—(f+yf)=—zf+(-yf)
= z(=f)+y(=f)

(iv) Atliek paradit, ka

f+(=f) =0,
fHg+h) = (f+9) +h,
f+9 = g+

ko atstajam lasitajam ka vingrinajumu. m
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5.6. Endomorfismi

Piepemsim, ka M ir R-modulis. Kopa End(M) = Hom(M, M) bez en-
domorfismu summas apliitkosim art endomorfismu kompoziciju.

5.6.1. Teorema. (End(M),+,-) ir gredzens ar vieninieku. Te operaci-
ja - ir attelojumu kompozicija.

O (i) Teorema 5.5.1 dod iespeju apgalvot, ka (End(M), +) ir komutativa
grupa.

(ii))  Paradisim, ka (End(M),-) ir monoids. Nemot vera Vingrinaju-
mu 2.6.2(ii), mums atliek tikai konstatet, ka (End(M),-) ir grupoids un
attelojums I, ir endomorfisms.

a) Pienemsim, ka a € R, x € M un f, g ir modula M endomorfismi, tad

(ax)(fg) = g(flax)) = g(af(z)) = ag(f(z)) = a(z(f9g))-
b) Pienemsim, ka y € M, tad

(z+y)(fg) = g9(f(x+y)) =9(f(x)+ fy) = g(f(x)) +9(f(y))
= x(fg) +y(fg).

¢) Nemot vera a) un b), secinams: (End(M),-) ir grupoids.

d) Mes atstajam lasitajam ka vingrinajumu pieradit faktu, ka I, ir en-
domorfisms.

(iii) Paradisim ka pieradams viens distributivais likums. Otra likuma
pieradijumu atstajam lasitajam ka vingrinajumu. Pienemsim, ka h € End(M),
tad

z(f+g)h = (2(f+9)h=(af +xg9)h = (xf)h+ (zg)h
= z(fh) + z(gh).

Tatad (f+g)h = fh+ gh. m

5.6.2. Vingrinajums. (End(M),+,0) ir gredzens ar vieninicku. Te
operacija o (skatit 10. lappusi) ir attelojumu kompozicija.

Izradas, ja M ir R—modulis, tad So pasu grupu M var uztvert art ka
End(M )-moduli. Mums tikai janodefiné iedarbiba:

End(M)x M S M: for < f(z)
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5.6.3. Teorema. Ja M ir R-modulis, tad (End(M), M,+,0,&,®) ir
End(M)-modulis M. Te operacija + ir endomorfismu summa, o ir endo-
morfismu kompozicija un @ ir grupas M komutativa operacija.

O (i) Mes jau zinam (Vingrinajums 5.6.2), ka (End(M), +, o) ir gredzens
ar vieninieku.

(ii) Saskana ar doto (M, @) ir komutativa grupa.

(iii) Pienemsim, ka f, g ir endomorfismi un x € M, tad

(feg)ox = (fog)(z)=f(9(x))=fO(gOx),
Ioz = I(z) =z,

tatad (End(M), M, o, ®) ir End(M) iedarbiba uz M no kreisas puses.
(iv) Pienemsim, ka y € M, tad

fooy) = flzoy)=flr)d fly)=(f0z)d(fOy),
(frg oz = (f+9(r)=fx)@gl@)=(fOor)®(gOx).

(v) Tas viss kopuma (punti (i)—(iv)) demonstre, ka
(End(M), M, +,0,®,0)

ir kreisais End(M )-modulis M. =

Bridinajums. Parasti + un @ vieta lieto tikai simbolu 4+, bet simbolus
o un ® vispar nelieto. Tai vieta, lai rakstitu (f o g) ® x vienkarsi raksta
f(g(x)). ArT mes pieturésimies pie $adas norunas.

5.7. ApakSmodulu summa

5.7.1. Definicija. Modula S apaksmodulu saimes {S;|i € I} apuvie-

nojuma |J S; linearo ¢aulu sauc par apaksmodulu saimes {S; |i € T} summu.
i€T

Tatad saskana ar Definiciju 5.2.4 apaksmodulu saimes {S; |7 € 7} sum-

ma ir L(|J S;). Ja kopu saime |J S; nav parak liela, pieméram, ta sastav
i€T i€T
no n apaksmoduliem Si,Ss,...,5,, tad L(|J S;) sauc par apaksmodulu
i=1
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S1, S, ..

., S, summu. Sai gadijuma summas apzimésanai parasti lieto pie-
rakstu S; 4+ Sy + ...+ .5, t.i,

Si+ S+ 48 = LS.

5.7.2. Apgalvojums.

51+SQ+...+Sn:{81+82+...+Sn|ViEl,_nsiGSZ'}.

O Pienemsim, ka

S = Si+SH+...+ 5,
ST =

—

{s1+8+...+5,|Vielns; €S}

Uzreiz no S un S’ definicijas izriet, ka S” C L(|J S;) = S. Musu merkis:
paradit, ka S = 5.

i=1

Ja s € |J S, tad eksiste tads k, ka s € Sg. No Sejienes
i=1

s=0+...40+s+0+...4+0€ 9"
———

k—1 reizi

Tatad |J S; C 5’ Atliek paradit, ka S” ir modulis, tas saskana ar Apgalvo-
i=1
jumu 5.2.6 L(|J S;) € 5.
i=1
(i)Jaae Runs=s;1+ 82+ ...+ s, €5, tad

as =as; +asy+...+as, €5

(i) Jas' =s)+sh+...+ s, €5, tad

s+s=(s1+5)+(s2+s5)+...F(sp+s,)€S. =

5.7.3. Definicija. Summu Sy + Ss + ...+ S, sauc par tieso summu, ja
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Ja 51+ 5+ ...+ 5, ir tiesa summa, tad lieto apzimejumu

S1PS,d...d S, val arl @Si.
i=1

5.7.4. Vingrinajums. @ S; = € S, jebkurai substitucijai o € S,,.
i=1 i=1

5.7.5. Teorema. Piepemsim, ka S = S+ So+ ...+ S, tad sekojosie
apgalvojuma ir ekvivalenti.

i) S=5185d...85,;

(iii) katram kopas S vektoram s eksiste viena vieniga reprezentacija izskata
S=81+ S+ ...+ S, kur visi s; € S;;

(iv) ja visi s; € S; un s1+ so+ ...+ 8, =0, tad visi s; = 0.

O (i) = (ii) Definicija 5.7.3.
(ii) = (ili) Pienemsim, ka

S+ S+ ... +s,=8+sh+...+s, un k= max(s; #s)).

No Sejienes: ja j > k, tad s; = s}. Tas nozime, ka

Sh—se = (51— )+ (s2—sh) 4.+ (551 — sh_y)

€ Skﬂ(S1+...—|—Sk_1):0.

Tatad s, — s, = 0, proti, sy = s}, kas ir pretruna ar indeksa k izveli.

(ili) = (iv) Ieverojam 0 = 0+0+... 40, un ta ka saskana ar (iii) katram
s eksiste viena vieniga reprezentacija izskata s = sy + s9 4+ ... + s, tad visi
s; = 0.

(iv) = (i) Piepemsim pretejo, proti,

38#032 S € (Sl+...—|—SZ;1+SZ'+1+...+Sn)ﬂsi.
Tatad eksiste tadi s; € S;, kas =s1+...+8,_1+ 841 +...+5,. No Sejienes
O=s14+...+81+(=8)+siz1+ ...+ s, un —sEeS;.

Saskana ar (iv) —s =0, t.i., s=0. Pretruna! m
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5.7.6. Sekas. Divu apaksmodulu summa S + T ir tiesa summa tad un
tikai tad, ja SNT = 0.

n ki
5.7.7. Vingrinajums. Ja S =S5 un S = &5, tad kat-
i=1 j=1
ram indeksam ¢

un S:®®SU

5.7.8. Definicija. Piepemsim, ka {(R, M;,+,-, —?—, é) lic1,k} ir R-
modulu saime un
M <= My X My x ...x M.

e Definesim iedarbibu o izmantojot iedarbibas 6. Jaa€ R un
(x1,29,...,2) € M, tad

1 2 k
ao (xy,x9,...,05) = (@0 x,a0x9,...,a 0xg).
e Kopa M definesim saskaitisanas operaciju + izmantojot saskaitisanas
operacijas %Z— kopas M;. Ja (y1,%y2,-..,yx) € M, tad
1 2 k
(@1, T2, @) + (W1, Y2, k) = (@1 + Y1, @2 + Yo, -, Tk + Yk)-

Sadi defineto moduli M sauc par modulu My, Ms, . .., M, tieso aréjo summu.

Bridinajums. Parasti literatura tieso arejo summu apzime ar to pasu

simbolu @ ka tieSo summu, tacu, lai lasitajam atvieglotu izpratni, mes modulu
k

M, My, ..., My tiesas arejas summas apzimesanai lietosim pierakstu € M;.
i=1

5.7.9. Apgalvojums. Ja M= M,,

Si = {(x1,20,...,21) € M]a; =0, jaj # i},
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tad
(i) katrs S; ir modula M apaksmodulis;

k
(i) M=@S,.
=1

O Attelojums f: M; — S; : ©x — (21,29, ..., 7k), kur
S T, Ja J=1i;
J OMj7 ja‘ ]#7’

ir modulu izomorfisms M; = S;. Savukart vienadiba

(x1,m9,...,x) = (1,0,...,0) + (0,29,...,0) + ...+ (0,0,..., %)

k
parada, ka M =P S;. m

=1

k
5.7.10. Apgalvojums. Ja M = @ M;, katrs N; ir modula M; apaks-
i=1
modulis un N = N1+ Ny + ...+ Ng, tad faktormodulis

k

M/N = @ M;/N;.
=1

O Apskatisim attelojumu

k

fM—>®MZ/N2$1—|—SL'Q+—|—[L’k}—>([l'1],[1'2],,[l’k]),

i=1

kur z; € M; un [z;] — faktormodula M;/N; blakusklase. Saskana ar Teorému
5.7.5 attelojums f definets korekti. No f definicijas izriet, ka Sis attelojums
ir sirjekcija.

Jax =z +a9+ ...+, visi z; € M; un f(x) =0, tad Vi z; € N;. Tas
norada, ka x € N. Tapec Kerf C N. Jareiz N = Ny + Ny + ...+ Ny, tad
N C Kerf. Tatad N = Kerf.

Vairs atliek tikai atsaukties uz izomorfisma teoremu. m
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5.7.11. Sekas. (M1 D MQ)/MQ = Ml.
O Tikko pieradita teorema ir speka, ja k =2, Ny =0un Ny, = M>. =

5.7.12. Definicija. Moduja M apaksmoduli S sauc par modula M tieso
saskaitamo, ja eksiste tads modula M apaksmodulis N, ka M =S @& N.

5.7.13. Apgalvojums. Katram modula M tiesajam saskaitamajam S
eksiste faktormodulim M /S izomorfs modula M tiess saskaitamais.

O Ja S ir modula M tieSs saskaitamais, tad eksiste tads modula M
apakSmodulis N, ka M = S @ N. Tagad nemot vera Sekas 5.7.11, ieguistam
(S®N)/S=N. Tatad M/S = N. m

5.8. Ireducibli moduli

5.8.1. Definicija. Modula M apaksmoduli N # 0 sauc par minimalu, ja
katram moduja M apaksmodulim H ir speka apgalvojums:

0OCHCN=H=0.

Moduli M sauc par ireduciblu moduli, ja tas ir modula M minimals apaks-
modulis.
Gredzena R apaksgredzenu I sauc par kreiso idealu, ja

VaeIVre R ax el

Gredzena R kreiso idealu I sauc par minimalu, ja tas ir modula rR
kreisais ideals.

5.8.2. Piemeri. (i) Ja komutativas grupas G karta ir pirmskaitlis, tad
G ir minimals Z-modulis.

Pienemsim, ka grupas G karta ir pirmskaitlis p un N ir no 0 atskirigs
Z-modula G apaksmodulis, tad eksiste tads z # 0, ka x € N. Modula Zzx
karta dala G kartu, proti, pirmskaitli p. Tas iespejams tikai tad, ja pasa Zx
karta ir vienada ar p, t.i., Zx = G.

(ii) Jebkurs kermenis K ka modulis x K ir ireducibls.

Pienemsim, ka N = 0 ir modula x K apaksmodulis, tad eksiste tads x # 0,
kax € N. Jareiz z # 0, tad 27! € K. No Sejienes z_1z =1 € N.
Talak, patvaligam a € K elements a = al € N, tapec N = K.
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5.8.3. Teorema. Nenulles kreisais R—modulis M ir ireducibls tad un

tikat tad, ja
Vee M (z#0= M = Rx).

O = Ja M ir ireducibls un 0 # = € M, tad Rz ir modula M nenulles
apaksmodulis; tapec Rx = M.

< Pienemsim, ka M nav ireducibls, tad eksiste tads modula M apaks-
modulis N, ka 0 2 N C M. Izvelamies 0 # x € N, tad Rz C N, tapéc
m # Rx. m

5.9. Pilnigi reducejami moduli

5.9.1. Definicija. Moduja M apaksmoduli N # M sauc par maksimalo
apaksmoduli, ja katram modula M apaksmodulim H ir spéka iztetkums:

NCHCM=H=M.

Gredzena R kreiso idealu I sauc par maksimalo idealu, ja katram gredzena
kreisajam idealam J ir speka izteikums:

ICJCR=J=R

5.9.2. Teoréma. Kreisa R-modula M faktormodulis M /N ir ireducibls
tad un tikai tad, ja N — maksimalais modulis.

O <« Ja N — maksimalais apaksmodulis un [0] # [z] € M/N,tad z ¢ N.
No sejienes N C N + Rex C M.

Ja reiz N ir maksimals, tad N + Rz = M. No Sejienes: ja z € M, tad
eksiste tadia € Runy € N, ka 2z = y 4+ ax. Ta rezultata

[2] = [y + ax] = [y] + [ax] = alz],

t.i., M/N = R[z]. Saskana ar Teoremu 5.8.3 tas nozime, ka M/N ir ire-
ducibls.

= Pienemsim, ka M/N ir ireducibls, N ¢ H C M, H ir modula M
apaksmodulis un x € H \ N, tad saskana ar Teoréemu 5.8.3 M /N = R|[z].

Brivi izveletam y € M blaksusklase [y] € M/N = R[z], t.i., eksiste tads
a € R, ka [y] = a[z]. No sejienes [y] = [ax] jeb y — ax € N. Tatad, eksiste
tads z € N, ka y — ax = z. Tas nozime, ka

y=ar+z¢€ H.
Tatad H=M. m
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5.9.3. Definicija. Moduli M sauc par pilnigi reducejamu jeb pusvien-
karsu moduli, ja tas ir reprezentejams ka galiga skaita ireduciblu moduju tiesa

k
summa, t.i., eksiste tadi ireducibli moduli My, M, ..., My, ka M = @ M,.
i=1

Vienosanas. Turpmak §1 paragrafa ietvaros pienemsim, ka M ir pilnigi
k
reducejams modulis un M = € M; ir §1 modula reprezentacija ar ireducib-

=1
liem apaksmoduliem.

5.9.4. Lemma. Ja N ir moduja M apaksmodulis un O # N # M, tad
pec apaksmodulu parnumeracijas var panakt, ka

M = NOM &MyD...D M,;
N & M, ®M, s®...0 M;
M/N = Ml@Mz@.--@MV7

kurvel k—1.

O Pienemsim, ka M; € N (vajadzibas gadijuma varam mainit numeraciju).
Ta rezultata M; NN C M. Ja reiz M, ir ireducibls, tad N N M; = 0.
Ja N+ M; # M, tad (N + M;) N My = 0 (vajadzibas gadijuma varam

mainit numeraciju). So konstrukciju turpinam lidz

N+M+...+M, = M, bet
N+Ml - 07
(N+M)NMy, = 0,
(N+M1+M2>QM3 — 0,
(N+My+...+M,1)NnM, = 0.

Saskana ar Teoremu 5.7.5(ii) tas nozime, ka
M=NeM &M &...0oM,.
Savukart Vingrinajums 5.7.7 dod iespeju rakstit

M=No(M&Mo...0M,),
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t.i., IV ir tieSs saskaitamais. Tagad atsaucoties uz Sekam 5.7.11 varam ap-
galvot, ka
M/N = Noe(MeMe...eoM,)/N
= (My®eMy®...®&M,)® N/N
= MOMD...®M,.

Savukart

M/My® My @ ... M,

Mi®oMy®.. M, &M, (1 P.. M/ MBS My&...8 M,
(Mi®eMy®...0M,)®(Myy1@ ... M)/ My ®My®... 05 M,
(Myp1® .. oMy (MidMy® ... M)/ M dMy®... 05 M,

e My @... B M.
Tatad
N =2 Ne(MieoMy&...oM,)/Mi&My® ... M,
M/My & My & ...® M,

12

My 1&...6M;. =
VienoSanas. Pienemsim, ka N’ ir modula M’ apaksmodulis un
foM"— M
ir modulu homomorfisms, tad
N = {z e M"| f(z) € N'}.
5.9.5. Vingrinajumi. (i) Ja N’ ir modula M’ apaksmodulis un

f: M" — M’ ir modulu homomorfisms, tad f~'(N’) ir modula M" apaks-
modulis.

(i) Ja
e v: N — Ny ir modulu izomorfisms;

e N ir pilnigi reducéjams modulis;
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S
e Ny = @ ir s modula Ny reprezentacija ar ireducibliem apaksmoduliem,
i=1

tad

e N ir pilnigi reducejams modulis un

e N =@ ¢ (N, ir &1 modula N reprezentacija ar ireducibliem apaks-
i=1
moduliem.
5.9.6. Lemma. Ja N ir modula M ireducibls apaksmodulis, tad

Ji N = M,.

O Saskana ar Lemmu 5.9.4 eksiste tads indekss v (vajadzibas gadijuma
mainot apaksmodulu M; numeraciju), ka

N2ZM, 1®M,o®...0 M.
Taka N= M, 1® M, 5 ...DH M, tad eksiste izomorfisms
Oo:N—>M, &My 2®...0 M.
Saskana ar Vingrinajumu 5.9.5(ii)
N = (My1) © 9 (Myy2) @ ... @ 9~ ' (M)
ir ST modula N reprezentacija ar ireducibliem apaksmoduliem. Ta ka N pats

ir ireducibls, tad §1 summa satur tiesi vienu saskaitamo. m

k
5.9.7. Teorema. Ja M ir pilnigi reducéjams modulis un M = @ M, ir
i=1

St modula reprezentacija ar ireducibliem apaksmoduliem, tad
e modula M jebkurs apaksmodulis N ir pilnigi reducejams;
e moduja M jebkurs faktormodulis M /N ir pilnigi reducejams;

e modula N katra ireducibla komponente ir izomorfa kadam apaksmo-
dulim M;;
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e modula M/N katra ireducibla komponente ir izomorfa kadam apaksmo-
dulim M;;

e modula M katrs apaksmodulis ir modula M tiess saskaitamais;

o modula M katrs faktormodulis ir 1zomorfs kadam modula M apaks-
modulim.

O Saskana ar Lemmu 5.9.4, nemot véra Vingrinajumu 5.9.5(ii), modula
M Xkatrs apaksmodulis N un arT faktormodulis M/N ir pilnigi reducejams.
Lemma 5.9.4 demonstre, ka jebkurs modula M apaksmodulis N ir modula
M tiess saskaitamis. ST apaksmodula N ireduciblas komponentes (Lemma
5.9.6) ir izomorfas apaksmoduliem M;.

Ta ka eksiste tads indekss v (vajadzibas gadijuma mainot apaksmodulu
M; numeraciju), ka M/N = M; & My @ ... & M, tad eksisté izomorfisms

o:M/N—->M &My D ...H M,.
No sejienes (skatit Vingrinajumu 5.9.5(ii))
MIN = (M) @ ¢~ (M) ® ... & ¢~ (M,)

ir modula M/N reprezentacija ar ireducibliem apaksmoduliem. Tagad at-
saucoties uz Lemmu 5.9.6 secinams: modula M /N katrs ireducibls apaksmo-
dulis N’ ir izomorfs kadam apaksmodulim o~ '(M;) = M;. Tatad modula
M/N katra ireducibla komponente ir izomorfa kadam no apakSmoduliem
M;.

Jareiz M/N = My & My@...» M,, tad tas ir izomors modula M kadam
apakSmodulim. m

5.10. Galigi genereti moduli

5.10.1. Definicija. R-moduli M sauc par galigi generetu moduli, ja ek-
siste tada modula M galiga vektoru sistema

T1,T2y...,Tp,
ka Sis sistemas lineara ¢aula L(xq,x2,...,x,) = M.

5.10.2. Piemers. Eksiste moduli, kas nav galigi genereti.
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Pienemsim, ka R ir gredzens ar vieninieku un
R® = {x]x:N — R},
Kopas R“ elementus mes sauksim par w—vardiem. Mes lietosim sadus
apzImejumus: x; = (1), r = (v;) = (To,Z1,...,Tpn,...)

Pienemsim, ka

r = (To,T1,...,%n,...) € R,

= (Yo, Y15+ Yn,---) € R”.
Kopa R* definesim divvietigu operaciju
r4+y = (xo+vo, 21+ Y1, T+ Yny---)
Pienemsim, ka a € R, tad
ar = (axg,ary,...,aTy,,...)

Lidz ar to R* ir parversts par R—moduli.

5.10.3. Vingrinajums. V <= {(z¢,21,...,Zpn,...) € R¥| Ovoz x; =0} ar
modula R* apaksmodulis.

Tagad paradisim, ka V' nav galigi generets modulis. Pienemsim pret¢jo,
proti, V' = L(vy,vq,...,v,), kur visi v; € V. No Sejienes
ImVk > mVivj, =0, kur v = (v, vl .0k,

Y n

Tas nozime, ka nav iespejams iegiit vektoru

(1+1+...4+1,0,0,...)
—_—

n~+1 vieninieks

ka vektoru v; linearu kombinaciju.

5.10.4. Teorema. Katrs galigi jeneréets R—modulis M ir izomorfs kadam
moduja R" faktormodulim.
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O (i)
M =
)

Saskana ar doto eksiste galigs skaits tadu vektoru zq, x», ..., z,, ka
T1,T2,... ,:L‘n).
ii) Paradisim, ka attelojums

f:R"— M:(ay,a9,...,6,) — @121 + a2Z2 + ... + apx,

ir modulu sirjektivs homomorfisms.

a) Ja x € M, tad eksiste tadi gredzena R elementi aj,as,...,a,, ka
r = a1x1 + axs + ... + a,x,. No Sejienes f(aq,aq,...,a,) = x. Tatad f ir
sirjekcija.

b) Piegemsim, ka

a (a1, a9, ..., a,), un
b = (by,bs,.. n), tad
fla)+ f(b) = (a1x1+ agza+ ...+ apxy) + (bizy + boxa + ... + byxy)
= (a1 +b)z; + (a2 +bo)xa + ...+ (an + b))y,

= f(a +bl,a2+b2,...,an+bn) = fla+0b).
c¢) Pienemsim, ka ¢ € R, tad

cf(a) = clarxy + agwa + ... + apxy)
= (carmy + cagwy + ... + cayy)
= f(cay,cas, ..., ca,) = f(ca).
d) Tas viss kopuma (apakspunkti a)-c)) demonstre, ka f : R* — M ir

sirjektivs modulu homomorfisms.
(iii) Saskana ar izomorfisma teoremu R"/Kerf = M. m



6. nodala

ASOCIATIVAS ALGEBRAS

Asociativas algebras, piemeri. Asociativa algebra par lauku. Apaksalgebras,
to gkelums. Algebras ideali. Homomorfismi, algebras homomorfs attels, kongru-
ences, faktoralgebras, izomorfisma teoréema. Linearas telpas endomorfismu algebra.
Lineari neatkariga vektoru sistéma, modula baze, brivs modulis. Homomorfismi
un matricas. Grupas algebra, tas centrs.

6.1. Asociativas algebras par lauku

Sis nodalas ietvaros, ja nekas speciali netiks atrunats, visi gredzeni ir
gredzeni ar vieninieku. Simbolu R mes rezervejam komutativa gredzena ar
vieninieku apzimesanai.

6.1.1. Definicija. Divu sugu algebru (R, A,+,-,®,0,®) sauc par aso-
ciativu algebru (lieto art terminus: R—algebra A vai algebra A par gredzenu
R, ja

(i) (R,+,-) — komutativs gredzens ar vieninieku,

(ii) (A, ®,®) — gredzens ar vieninieku,
(iii) (R, A, +,-,®,0) — kreisais R—modulis,
(iv) VYae RVxe AVye A ao(x@y)=(aocz)0y=20 (aoy).

Parasti + un & vieta lieto tikai simbolu +, bet simbolus -, o un ® vispar
nelieto un uzskata, ka operacijas -, o un © saista ciesak par operacijam + un
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@. Ta rezultata aksioma
ao(x®y)=(aocx)Oy=20 (aoy)

iegtist izskatu

a(ry) = (ax)y = x(ay).
ST aksioma nodrosina iespeju (lidzigi ka asociativas operacijas gadijuma) ne-
lietot iekavas, jo visas tris izteiksmes

ao(r®y), (aox)®y, zO(aoy)

define vienu un to pasu kopas A elementu, ko turpmak apzimesim ar axy vai
ray.
VienosSanas. Lai nesajauktu gredzena R elementus ar gredzena A ele-

mentiem, turpmak ar a, b, ¢ apzimesim gredzena R elementus, bet ar x,y, z
— gredzena A elementus.

6.1.2. Piemeri. (i) Komplekso skaitlu lauks C ir uztverams ka asoci-
ativa algebra par realo skaitlu lauku R.

(il) Matricu gredzens Mat, (R) uztverams ka asociativa algebra par R.

Ja gredzena R loma ir lauks L, tad saka, ka dota algebra par lauku L.

6.1.3. Teorema. Ja algebra A par lauku L satur 1 atskirigu no 0, tad
ta satur apakslavku, kas ir izomorfs laukam L.

Atzimesim, ka Sai teorema domats, ka 1 un 0 ir gredzena A elementi,
nevis gredzena R elementi. Ja nerodas briesmas sajaukt gredzena R nul-
li ar gredzena A nulli, tad abus elementus parasti apzimé ar vienu un to
pasu simbolu 0. Ja tomer radisies risks, tad lietosim attiecigi pierakstu Og,
lai apzimetu gredzena R nulli, un 04, lai apzimetu gredzena A nulli. Tas
pats attiecas arT uz gredzenu R un A vieniniekiem. leverot, ka R-algebras
definicija neprasa, lai A saturetu vieninieku atskirigu no nulles.

O (i) Definesim attelojumu f: L — A:a— aol.

fla+b) = (a+b)l=al+bl=f(a)+ f(b),
flab) = (ab)1 = (ab)(11) = a(b11) = a(1(b1)) = (al)(b1) = f(a) f(D).
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Tatad f ir gredzenu homomorfisms.
(ii) Pienemsim, ka f(a) = f(b), tad al =01, t.i., 0 = al — bl = (a — b)1.
Ja nu izraditos, ka a — b # 0, tad eksitetu (a — b)~!. No Sejienes

la = lgoly=(a—b)(a—b)ola=(a—b)"o((a—b)oly)

= (a—b)""004 =04 Pretrunal

Ta rezultata L = Imf. m

6.2. Apaksalgebras

6.2.1. Definicija. Asociativu algebru (R, B,+,-,®,0,®) sauc par R-
algebras A apaksalgebru, ja

° (B,®,®) ir gredzena A apaksigredzens un 1g = 14;
. (R, B,+,-,®,0) ir modula A apaksmodulis.
6.2.2. Apgalvojums. Ja {A;|i € I} ir R—algebras A apaksalgebru sai-
me, tad A° = () M; ir R—algebras A apaksalgebra.
i€T

O (i) Saskana ar Apgalvojumu 4.1.7 A° ir gredzena A apaksgredzens.
(ii) Saskana ar Apgalvojumu 5.1.9 A° ir modula A apaksmodulis. m

6.3. Ideali

6.3.1. Definicija. Gredzena A idealu I sauc par R-algebras A idealu.
6.3.2. Vingrinajums. Ja [ ir R—algebras A ideals, tad I ir R—modulis.
Magiens. Jax € I, tad ax = a(zls) = x(aly) € 1.

6.3.3. Apgalvojums. R-algebras A faktorgredzens A/I pec ideala I ir
R-algebra.
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O Atliek parliecinaties, ka A/I apmierina visas Definicijas 6.1.1 prasibas.

(i) Saskana ar doto R ir komutativs gredzens ar vieninieku.

(i) Saskana ar faktorgredzena definiciju 4.2.6 un Teoremu 4.2.10 A/I ir
gredzens. Ta ka

Vee A [lfz] = [lz] = [2] = [21] = [«][1],

tad A/I ir gredzens ar vieninieku.

(iii) Saskana ar Vingrinajumu 6.3.2 ideals I ir R—modula A apaksmodulis,
tapec, nemot vera faktormodula A/l konstrukciju (Apgalvojums 5.4.2; Teo-
rema 5.4.5 un Teorema 5.4.6), A/I ir kreisais R-modulis, kur

Va€ RVz € A alz] = [az].

(iv) Visbeidzot pienemsim, ka a € R un z,y ir kopas A elementi, tad

6.3.4. Definicija. R-algebras A faktorgredzenu A/I péc ideala I, kas ir
R-algebra, sauc par R—algebras A faktoralgebru pec ideala 1.

6.4. Homomorfismi

6.4.1. Definicija. Attelojumu f : A — A’ sauc par R—-algebru homo-
morfismu, ja

e f ir R-moduju A, A’ homomorfisms,
o [ ir gredzenu A, A" homomorfisms un
[ ] f(lA) - 1A"

Lidzigi ka gredzenu gadijuma bijektivu homomorfismu sauc par izomor-
fismu. Sai situacija R-algebras A un A’ sauc par izomorfam R-algebram.
Sirjektivu homomorfismu sauc par epimorfismu. Injektivu homomorfismu
sauc par monomorfismau.

R-algebru homomorfismu f : A — A sauc par endomorfismu. Ja endo-
morfisms ir bijekcija, tad to sauc par automorfismu.
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6.4.2. Apgalvojums. Ja f: A — A’ ir R—algebru homomorfisms, tad
Imf ir algebras A’ apaksSalgebra.

O (i) Taka f: A — A" ir R—-modulu homomorfisms, tad (Apgalvojums
5.3.3) Imf ir modula A" apaksmodulis.

(ii) Taka f : A — A’ir gredzenu homomorfisms, tad (Apgalvojums 4.2.3)
Imf ir gredzena A’ apaksgredzens.

(iii) Ta ka f(1l4) = 14/, tad 14 € Imf un Imf ir gredzens ar vienibas
elementu. m

6.4.3. Definicija. Kopa definétu ekvivalences tipa predikatu = sauc par
R—algebras A kongruenci, ja ta ir gan gredzena A kongruence, gan R-modula
A kongruence.

6.4.4. Apgalvojums. Kopa A definéts ekvivalences tipa predikats = ir
R-algebras A kongruence tad un tikai tad, ja eksiste tads R—algebras A ideals
1, ka

[z] =2z + 1.

O = Saskana ar Teoremu 4.2.9 [04] ir gredzena A ideals. Nemam vera,
ka [z] ={ylz =y} unz+[04] = {y|3z € [04] y = 2 + z}.
(i) Pienemsim, ka

y € x+[04], tad
y—x € [04], t.i.,
y—x=04g4.

No sejienes y = x. Tatad z + [04] C [x].
(ii) Pienemsim, ka

y € [z], tad
y =z,
y—1x =04y, t.i.,
y—x € [04] jeb
y € x+[04]

(iii) Mes paradijam, ka x +[04] C [z] C 2+ [04]. Lidz ar to x +[04] = [z].
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< Pienemsim, ka eksisté tads ideals I, ka Vo € A [x] = x+ 1. Pienemsim,
ka z =y, tad
r+l=z]=lyl=y+1

No sejienes x —y € 1.
(i) Ta ka I ir ideals, tad (Vingrinajums 6.3.2) I ir R—modulis, tapéc
alx —y) €1,
ar —ay € 1,
ar € ay + 1,
lazx] = lay],
ar = ay.

Taka I ir ideals, tad I ir gredzena A aditivas grupas apaksgrupa. Gredzena
A aditiva grupa ir komutativa, tapec

(x+2)—(y+z) el w (z4a)—(z+y) €T,
r+z€W+z2)+1 un z4+zx € (z+y)+1,
(z+2)+I=(y+2)+1 wn (z4+a)+1=(:z+y) +1,
vtz =ly+2] wn [z4a] =24y,
r+z=y+z un z+r=z+y.

=

=

Esam paradijusi (skatit Definiciju 5.4.1), ka = ir R—modula A kongruence.
(ii) Ta ka I ir ideals, tad

2(x—y)el un (v—y)zel,

zx—zy€l un xz—yzel,

zr€zy+1 un zz€eyz+1,

zv+I=zy+1 un zz+i=yz+1,
[22] = [29] un [zz] = [y2],
ZT=ZYy un Tz = yz.

Esam paradijusi (skatit Definiciju 4.2.4), ka = ir gredzena A kongruence.

(iii) Saskana ar Definiciju 6.4.3 (skatit punktus (i) un (ii)) = ir R—algebras
A kongruence. m

6.4.5. Definicija. Pienemsim, ka = ir R—algebras A kongruence. Fak-
toralgebru A/[04] sauc par faktoralgebru péc kongruences =.
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Sai situacija A/= = A/[04].

Atzimesim, ka katrs ideals I gredzena A define (Teorema 4.2.10) ekviva-
lences tipa predikatu =¥ ar 1pasibu [z]% = z + I. Lidz ar to (Apgalvojums
6.4.4) =% ir R-algebras A kongruence. No Sejienes iegistam §adu rezultatu.

6.4.6. Sekas. Katram R-algebras A idealam I eksiste tada kongruence
= ka A/l== A/I.

6.4.7. Vingrinajums. Ja f: A — A’ ir R-algebru homomorfisms, tad
Kerf < {z] f(z) = O}
ir R—-algebras A ideals.

Asociativo algebru teorija, lidzigi ka gredzenu teorija, idealu Kerf sauc
par homomorfisma f kodolu.

6.4.8. Vingrinajums. Ja A ir R-algebra, tad attelojums 7 : A — A/=:
x +— [z] ir R—algebru epimorfisms.

6.4.9. Teorema. Katram R-algebru homomorfismam f : A — A’ ek-
siste viens vienigs R—algebru homomorfisms f. : A/Kerf — A’ kam dia-
gramma

A / A

A/Kerf

ir komutativa, turklat sis homomorfisms f. ir monomorfisms.

O Sis rezultats pieradits (Teorema 6.4.9) gredzeniem. Mums atliek paradit,
ka f.([1]) = 14 un f, : A/Kerf — A" ir R—modulu homomorfisms.

(1)) = foom(1) = f(1) = La-
Piepemsim, ka a € R un [z] € A/Ker, tad
fulalz]) = fu(laz]) = fiom(ax) = flaz) = af(z)
= af.om(z) =af([z]). =
6.4.10. Sekas (Izomorfisma teoréma). A/Kerf = Imf
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6.5. Endomorfismi

Sai paragrafa apskatisim modulus par asociativam algebram, proti, pie-
nemsim, ka A ir R—algebra un M ir modulis par gredzenu A. Sai gadijuma,
ja mes aplukojam A-moduli M, mums interese tikai fakts, ka A ir gredzens.
Saprotams talakajas konstrukcijas meés varam izmantot arl faktu, ka A Iste-

niba ir ne tikai gredzens, bet gan R-algebra.
Pienemsim, ka N ir A-modulis, tad

Homy(M,N) = {f: M — N | f ir A modulu homomorfisms}.
Mes jau zinam (Teorema 5.5.1), ka Hom4 (M, N) ir komutativa grupa.
6.5.1. Apgalvojums. Homy (M, N) ir R-modulis, ja iedarbiba
R x Homu (M, N) — Homu (M, N)
defineta ar vienadibu

Vue M af(u) = (ala)f(u).

)(@f(w) = ((ala)z)f(u)

0@ (af)zu) = (ala)f(zu) = (ala
= (a(1a2))f(u) = (a(z14)) f(u) = (z(ala)) f(u)
= z((ala)f(u)) = x(af(u)) = z(af)(u);
(@f)(u+v) = (ala)f(u+v) = (ala)(f(u)+ f(v))
= (ala)f(u) + (ala)f(v) = (af)(u) + (af)(v)

(i) (ab)f(u)

Irf(u) =

Esam paradijusi, ka R iedarbiba uz kopu Hom (M, N) no kreisas puses
defineta korekti.
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(iil) a((f +9)(w)) = (alA)((f +9)(uw) = (ala)(f(u) + g(u))
= (ala)f(u) + (ala)g(u) = af(u) + ag(u);

(a+0)f(u) = ((a+b)1A)f(U)—(a1A+blA)f()
( 1 u) +bf(u).

Esam pamatojusi vienadibas

a(f+g) = af +ay;
(a+b)f = af +0bf.

(iv) Visu savelkot kopa (punkti (i)-(iii) un Teoreéma 5.5.1) secinams (De-
finicija 5.1.2), ka Hom4 (M, N) ir R—modulis. =

Pienemsim, ka End (M) = Homy (M, M).
6.5.2. Teorema. End4(M) ir R-algebra.

O (i) Vispirms precizesim kada nozime mes lietojam terminu End (M)
ir R—algebra. Pienemsim, ka

<R> A7 =+, ) @7 o, ®>

ir R—-algebra A un
(A, M,8,0,+,9)

ir A-modulis M, tad R-algebru End (M)

~

(R,Enda(M), +, -, +,0,-)
define sadi:
o saskaitianu + definé ar vienadibu
VueM (f+g)(w) = flu)tglu)
e R-iedarbibu uz End4 (M) define ar vienadibu

VueM (ao f)(u) = (aola)df(u);
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e reizinasanu - define ar vienadibu
Vue M (f~ g)(u) = flg(w).

Tatad reizinasana - ir attelojumu kompozicija (Definicija 1.2.1).
(ii) Mes tikko pieradijam (Apgalvojums 6.5.1), ka

~ ~

(R,Enda(M),+,-,+,0)

ir kreisais R-modulis End 4(M).
(iii) Vingrinajums 5.6.2 konstate, ka

(End (M), +,7)

ir gredzens ar vienibas elementu I;.
(iv) Atliek tikai konstatet, ka

Vae R Vf e Ends(M) Vge Ends(M)
ao(f g = (aof)~g=f"(aoy)

(@o(f-g)(u) = (aola)d(f - g)(u) = (aocla)o(f(g(u))
= (a0 f)(g(w) = ((ao f)~ g)(w);

(ao (f~g)(u) = (ao1a)3(f(9(w) = f((aoLa)dg(u))
= f(laog)(w)=(f"(acg))(u). =

6.5.3. Definicija. End4(M) sauc par modula M endomorfismu algebru.

Tagad apliikosim mazak samudzinatu konstrukciju. Pienemsim, ka M un
M'" ir R—moduli.

6.5.4. Apgalvojums. Hom(M, M') ir R—-modulis.

O (i) Vispirms precizesim kada nozimé mes lietojam terminu Hom (M, M)
ir R—modulis. Pienemsim, ka

<R,M,+,',EB,O> un <RaM7+7'a6§76>
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ir R—moduli, tad R-moduli Hom (M, M")
(R, Hom(M, M"), +,-,+, )
define sadi:
o saskaitianu + definé ar vienadibu
VueM (f+g)(u) = f(u)bo(u):
e R-iedarbibu uz Hom(M, M’) define ar vienadibu

Vue M (ao f)(u) = adf(u).

(ii) Mes jau pieradijam (Teorema 5.5.1), ka (Hom(M, M’),—ffz> ir komu-
tativa grupa.

(iii) Paradisim, ka (R,Hom(M,M’),-,0) ir multiplikativa monoida R
iedarbiba uz kopu Hom(M, M) no kreisas puses.

a) Vispirms paradisim, ka a ofe Hom(M, M").
(a5 fbou) = adf(bou) = ad(bsf(u)) = (ab)éf(u) = (ba)of ()
— bS(asf(u)) = bS(a 3 f)(u);
(ao fludv) = adf(udv)=ad(f(w)df(v))
= adf(u) & adf(v) = (ao f)(u) & (a0 f)(v).
b) Tagad paradisim, ka (ab) o f =ao (bo funlo f = f.

((ab) o f)(u) = (ab)éf(u) = ad(béf(u))
= ad(bo f)(u) = (ao (bo f))(u);
(1o f)(w) = 16f(u) = f(u).
(iv) Atliek tikai konstatet, ka
VYVaec RVYbe R Vf € Hom(M, M'") Vg € Hom(M, M")
ao(f+g) = aof +aoyg,
(a+b)of = aof + bo f.
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(@o (f +9)w) = ad(f+ g)(u) = ad(f(u)dg(u))

= adf(u)  adg(u) = (a0 f)(u) & (a o g)(u)
(a5 f + ao g)(u)
(a+)s ()—aO()@béf(U)

= (a0 f)(w) & (bo f)(u)
(aof+bof)( ). =

6.5.5. Apgalvojums. Ja M ir R—modulis, tad End(M) ir R—algebra.

O (i) Vispirms precizesim kada nozime mes lietojam terminu End(M) ir
R-algebra. Pienemsim, ka

(R,M,+,-,®,0) ir R-modulis,

tad R-algebru End(M)

define sadi:

e saskaitiSsanu + definé ar vienadibu

VueM (f+g)(u) = flu)@® g(u);

e R-iedarbibu uz End(M) definé ar vienadibu

e reizinasanu -

Vue M (ao f)(u) <= ao f(u);

definé ar vienadibu

Yue M (f~g)(u) = fg(u)).

Tatad reizinasana - ir attelojumu kompozicija (Definicija 1.2.1).
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(ii) Vingrinajums 5.6.2 konstate, ka

(End(M), +,7)

ir gredzens ar vienibas elementu ;.
(iii) Apgalvojums 6.5.4 lauj secinat, ka

~ ~

(R,End(M),+,-,+,0)

ir R—modulis End(M).
(iv) Atliek tikai konstatet, ka

Vae R VfeEnd(M) VgeEnd(M)
ao(f-g) = (aof)-g=f"(aog)

(ao(f~9)u) =

(ao (f~g)) = ao(flg(w) = flaog(u)
(

Nekas principiali nemainas, ja V ir lineara telpa par lauku L.

6.5.6. Sekas. Ja V ir lineara telpa par lauku L, tad End(V) ir L-
algebra.

6.6. Brivie moduli
ST paragrafa ietvaros M ir R-modulis.

6.6.1. Definicija. Kopu S C M sauc par lineari atkarigu, ja eksiste tadi
kopas S dazZadi elementi x1,xo, ..., x, un gredzena R elementi ay,as, ..., ay,
ka

a1r1 + asxs + ...+ apx, = 0pf

un vismaz viens no koeficientiem a; # Og.
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Ja kopa S nav lineari atkariga, tad to sauc par linear: neatkarigu kopu.
Ja kopa S ir galiga, teiksim, S = {z1,x9,...,2;}, tad ta vieta, lai teiktu, ka
S ir lineari neatkariga kopa, medz teikt, ka vektori

T1,T2,...,Tk
ir lineari neatkarigi.

6.6.2. Vingrinajumi. (i) Kopa S C M ir lineari neatkariga tad un tikai
tad, ja jebkuriem dazadiem kopas S elementiem x1, s, ..., x, vienadiba

a1r] + asxs + ...+ apx, = 0pf
izpildas tikai tad, ja a; = ay = ... = a, = Og.

(i) Ja K €S C M un K ir lineari atkariga, tad ar1 S ir lineari atkariga.

(iii) Ja K € S € M un S ir lineari neatkariga, tad art K ir lineari
neatkariga.

(iv) Ja Opr € S, tad S ir lineari atkariga.
(v) Kopa S € M ir lineari neatkariga tad un tikai tad, ja katra galiga

kopas S apakskopa ir lineari neatkariga.

6.6.3. Definicija. Kopu S C M sauc par modula M bazi, ja kopa S ir
lineari neatkariga un L(S) = M.

Ja M = {0}, tad () sauc par modula M bazi. Mes sakam, ka baze S ir galiga,
ja\S|<:N0.

6.6.4. Apgalvojums. Ja S ir modula M baze, tad katrs moduja M vek-
tors viena vieniga veida izsakams ar sistemu S.

O Pienemsim, ka

Zayy:w:Zbyy,

yeS yeS

kur gandriz visi a, = 0 un gandriz visi b, = 0, un € M. No Sejienes

Z(ay —by)y = Onr

yes
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un gandriz visi a, = b, = 0. Ta rezultata eksiste tada galiga kopas S
apakskopa S’ ka

Z(ay —by)y = Z(ay —by)y = O

yes’ yes
Ta ka kopa S ir lineari neatkariga, tad (Vingrinajums 6.6.2(iii)) ar1 kopa S’
ir lineari neatkariga, tapec (Vingrinajums 6.6.2(i)) Yy € S’ a, — b, = 0. Lidz
artoVye Sa, =0, m

6.6.5. Definicija. Moduli M sauc par brivu moduli, ja tam eksiste baze.
6.6.6. Piemers. Mat, '(R) ir brivs modulis ar bazi
S = {Ezj | (27]) S 17m X L_n}

Ar E;; = |lew|| € Mat;'(R) apziméeta matrica, kurai tikai viens elements ey,
atskiras no 0, proti, e;; = 1.

6.6.7. Apgalvojums. Ja N ir R-modulis un M ir brivs R—modulis ar
bazi S, tad katram attelojumam h : S — N eksiste tads modulu homomor-

fisms f € Hom(M, N), ka f|S = h.

O Ta ka S ir modula M baze, tad katrs x € M viennozimigi reprezente-

jams izskata © = > a,y, kur gandriz visi a, = 0. Attelojumu f : M — N
yes
definejam ar vienadibu

f(x) = Y ayh(y).

yeS

Atliek parliecinaties, ka tas ir homomorfisms.
(i) Pienemsim, ka a € R, tad

af(x) =a a,hly) = aah(y) = f(ax).

(ii) Pienemsim, ka » b,y = z € M, tad
yeSs

F@)+ f(2) = ah(y) +> bh(y) = (ay+b)h(y) = f(z+2). =

yeS yeS yeS
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6.6.8. Lemma. Ja M ir galigi generets brivs modulis, tad st modula
baze ir galiga.

O Piepemsim, ka S ir modula M baze un M = L(z1,xs,...,2,). Taka
S ir baze, tad katrs x; viennozimigi reprezentejams izskata x; = ) a;,y, kur
yeS

gandriz visi a;,, = 0. Ta rezultata katram ¢ € 1,n eksiste tada galiga kopas

S apakskopa 5;, ka
€T = Zaiyy = Z QiyY.

yes yeS;

No Sejienes x; = > a;yy, kur Sop = U S
y€So =1
Ta ka M = L(z1,x2,...,x,), tad visi modula M elementi izsakami ar
kopas Sy elementiem. Tas attiecas arl uz kopas S'\ Sy elementiem, tacu kopa
S ir lineari neatkariga, tapec S\ Sp = 0. m

6.6.9. Teorema. Ja M un N ir galigi jenereti brivie R—-modufi, tad
Hom(M, N) ir galigi generets brivais R—modulis.

O (i) Mes jau zinam, ka modulu M un N bazes ir galigas (Lemma 6.6.8)
un Hom (M, N) ir R—modulis (Apgalvojums 6.5.4).

(ii) Pienemsim, kald = {uy, ug, ..., upfunV = {vy,vq,..., v, } ir attiecigi
modulu M un N bazes. Katram indeksu parim (i, j) € 1,m x 1, n defingjam
attelojumu
vj, ja k=1;

0, ja k#1i.

Saskana ar Apgalvojumu 6.6.7 eksiste tadi homomorfismi f;; € Hom(M, N),
ka fi;|U = hi;. Atliek paradit, ka S = {f;;](,7) € 1,m x 1,n} ir modula
Hom(M, N) baze.

Pienemsim, ka f € Hom(M, N), tad katrs f(u;) € N, un tapeéc izsakams
ar sistemu V. Konkretibas labad

hij:L{—>V:ukl—>{

f(uz) = ;101 —|— [075X%) —I— e + QinUn .

Pienemsim, ka

9~ Zzaijfij,

i=1 j=1
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tad

m n

g(uk) = Zzaljflj uk ZZOJ@] i uk Zakjhkj<uk)
=1 j=1 =1 j=1 7j=1

= D anvy; = flw):

J=1

Pienemsim, ka x € M, tad = izsakams ar sistemu . Konkretibas labad
x = biuy + boug + ... + byu,y,. No Sejienes

9> beu) =Y brg(uy) = Z b f () Z brug) =
b1 o

Lidz ar to f = ¢, ti., f ir izsakams ar sistemu S. Tadejadi L(S) =
Hom (M, N), un tapec tas ir galigi generéets modulis.
(iii) Paradisim, ka S ir Hom(M, N) baze. Pienemsim, ka

m

h = Zzbi]’fij =0,

i=1 j=1

tad Vo € M h(z) = On. No Sejienes

Vkel,m Oy =h(u) = Z Zbijfij(uk) = Z Z bijhij(ug) = Zbkjvj-
i=1 j=1 i=1 j=1 j=1
Ta ka V ir lineari neatkariga kopa, tad by; = bge = ... = bg, = 0. Lidz ar to

Hom(M, N) ir brivs modulis. m
6.6.10. Teorema. Ja M un N ir galigi genereti brivie R—-moduli, tad
Hom(M, N) un Mat,'(R) ir izomorfi R-moduli, kur m ir modula M bazes

apjoms un n i moduja N bazes apjoms.

O (i) Piepemsim, ka U = {uj,uz,...,upn} un V = {vy,v9,...,0,} ir
attiecigi modulu M un N bazes. Pienemsim, ka f € Hom(M, N) un

VEel,m f(ug) = apvr + agava + ... + Qgpty,
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tad
aj; a2 ... Qip
a921 929 ... Qo
A1l = "
m1 Am2 ... Gmp

Defingjam attelojumu ® : Hom(M, N) — Mat"(R) : f — ||f]].
(ii) Pienemsim, ka a € R, tad

(af)(ug) = af(ur) = alagivr + areve + . .. + agnvy)
= aap1V1 + aapVs + ...+ adr, Uy,

Tas nozime, ka ||af|| = al|f]|. Lidz ar to
®(af) = [laf|] = allf]| = a®(f).

Pienemsim, ka g € Hom(M, N) un

bll b12 s bln
o bgl bgg e bgn

[ e
bml me e bmn

tad

(f+9)(ur) = flug)+ g(ug)
= (aklvl + [072X%) + ...+ aknvn) + (bklvl + kaUQ + ...+ bknvn)
(ag1 + bg1)vr + (k2 + br2)va + ... + (agn + b ) Un.

Tas nozimé, ka || f + g|[ = [|f]| + [|g/|. Lidz ar to

O(f +9) = Ilf +gll = [IF1l + llgll = (f) + @(g)-

Esam paradijusi, ka ® : Hom(M, N) — Mat"(R) ir R—modulu homomor-
fisms.

(iii) Pienemsim, ka ® nav injekcija, tad (Apgalvojums 3.7.3) eksiste tads
f#0, ka||f|| = ®(f) =1||0g||, t.i., ||f]| ir nulles matrica. Lidz ar to

\V/k?\vlj Qr; = OR.
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Jareiz f # 0, tad eksiste tads = € M, ka f(x) # Oy. Ta ka U ir modula
M baze, tad x izsakams ar sistemu U/. Konkretibas labad

T = a1U; + agUsg + ... + AUy,

No sejienes

Oy # flo)= f(z apuy) = Z@kf(uk) = Z ag » ;U
k=1 k=1 =1 j—1
= ZakZORvk = ZakON =0y
k=1 k=1 k=1

Preteuna! Tatad ® ir monomorfisms.
(iv) Piepemsim, ka

C11 C12 ... Cip
Co1 Co2 N &)

C= " | € Mat™(R).
Cmi Cm2 ... Cmn

Defingjam attelojumu h : &4 — N ar vienadibam
Ve l,m h(ug) = cavr + crova + ... + CrnUn.

Saskana ar Apgalvojumu 6.6.7 eksisté tads homomorfisms y € Hom(M, N),
ka x|U = h. Savukart saskana ar y definiciju C' = ||x|| = P(x). Tas
demonstre, ka @ ir epimorfisms.

(v) Visu savelkot kopa (punkti (ii)—(iv)) secinams, ka

¢ : Hom(M, N) — Mat,'(R)
ir R—modulu izomorfisms. Tatad Hom(M, N) = Mat,'(R). =
6.6.11. Vingrinajums. R-moduli Mat,'(R) un Mat,, (R) ir izomorfi.

6.6.12. Teorema. Ja M ir galigi generets brivs modulis, tad End(M)
un Mat,, (R) ir izomorfas R—algebras, kur m ir modula M bazes apjoms.
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O Mes jau esam pazistami (Apgalvojums 6.5.5) ar R—algebru End(M),
turklat mes jau zinam (Teoréma 6.6.10), ka End(M) un Mat,,(R) ir izomorfi
R-moduli.

(i) Pienemsim, ka U = {uy,us, ..., u,} ir modula M baze. Piepemsim,
ka f € End(M) un

Vkel,m  f(ur) = aipuy + agpio + . . . + g,

tad
11 A2 ... Aim
v
a921 a99 )
PRI "
AQm1 Am2 ... AOmm

v
Defingjam attelojumu ¥ : End(M) — Mat,,(R) : f — || f||. Nemot
vera Teoremas 6.6.10 pieradijumu un Vingrinajumu 6.6.11, secinams: ¥ ir
R-modulu izomorfisms.
(ii) Pienemsim, ka g € End(M) un

bin bz ... b
v . b21 b22 e bgm
lgll=| ™ %2 o o]
b1 bm2 ... bum

f(g(uj)) = f(bljul + ij’LLQ + ...+ bm]um)
= bijf(ur) + bojf(uz) + ..o+ by f(um)

m m m
= by E ai1t; + boj E Qi + ..+ by E Win U

m m m m m m
= E bkj E QiU = E E bkjaik:ui = E ( E bkjaik:)ui
k=1 i=1 i=1 k=1 i=1 k=1
m m
= ( E a,-kbkj)ui.
i=1 k=1
No sejienes, ja
C11 C12 ... Cim
\Y
~ . C21 Co2 ... Com

Cmi Cm2 .. Cmm
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v oo v v
tad cij = > 3y @inbiy, Gis [ gl =I1F 11 1T gl
Tatad U(f - g) = U(f)U(g). Ta ka U(f + g) = U(f) + ¥(g), tad tas
nozime, ka ¥ : End(M) — Mat,,(R) ir gredzenu homomorfisms.
(iii) Nemam vera, ka gredzena End(M) vienibas elements ir I (tiem, kas
to aizmirsusi iesakam pieversties Vingrinajumam 5.6.2). Ta rezultata

Vkelm HM(Uk) = Ug.

Vv
No sejienes || ]| = E, t.i., ¥(I) ir vienads ar vienibas matricu.
(iv) Visu savelkot kopa (punkti (i)—(iii)) secinams, ka

U : End(M) — Mat,,(R)

ir R—algebru izomorfisms. Tatad End(M) = Mat,,(R). m

6.7. Grupu algebras

Pienemsim, ka G — grupa, tad

R(G) = {f:G— R| V& f(z) =0}
Pienemsim, ka f un g ir kopas R(G) elementi, tad
(f+g)($) = flz)+g(z )
(f9)(x) Z ()g(
eq

Ta ka gandriz visiem y attélojums f(y) = 0, tad reizinasana fg ir definéta
korekti.

6.7.1. Apgalvojums. R(G) ir gredzens ar vienibas elementu.

O (i) Tas, ka R(G) attieciba pret saskaitisanu ir komutativa grupa izriet
no fakta, ka R attieciba pret saskaitiSsanu ir komutativa grupa. Te neitrala ele-

menta loma ir attelojums 0(x), kas katru z € G attelo par 0 € R. Attelojuma
f € R(G) pretgjais attelojums ir —f, kas katru z € G attelo par —f(z).
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(ii) Pienemsim, ka grupas G neitralais elements ir e, tad kopa R(G)
vienibas elements ir attelojums

1, ja z=e¢;
z) = {O, ja x #e.

Sai situacija

1)) = D 1w fly'z) = f(2),

yeG

(D) = Y fWly'z) = f@)lz"z) = f(2)l(e) = f(x).

yeG

(iii) Paradisim, ka reizinasana kopa R(G) ir asociativa. Pienemsim, ka
fyg un h ir kopas R(G) elementi, tad

(fo)) (=) = D (fo)W)h(y'z)

= YO £ yhly )
yeG zelG
= Y IE Y9k ),

Nemam vera, ka attelojums G — G : y — zy ir grupas bijekcija, tapec

Y g yhly ) = gz (=) = gy a).

yeG yeG ye@

=> () gy 'z ")

z€G yeG

Lidz ar to

Tagad pieversamies reizinajumam

(flgh) (@) = D fE)gh)(z"2) = f(2) Y _g)h(y " (z'x))

zeG zeG yeG

= > f(2)> gy 'z 'a).

zeG yeG
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(iii) Visbeidzot japarada, ka kopa R(G) izpildas distributivie likumi.

(f+oh) (@) = D (F+9Whly'z) = [fy) +9w)hy'z)

yeG yeaG

= > fWh(y2)+ ) g(y)hly o)
yeG yeG

= (f9)(z)+ (9h)().

Otrs distributivais likums pieradams pec tas pasas shemas, tapec to at-
stajam ka vingrinajumu lasitajam. m

6.7.2. Definicija. R(G) sauc par grupas G gredzenu ar koeficientiem no
gredzena G. Reizinsanu gredzena G sauc par tinumu.

Pienemsim, ka o € G, tad

1, ja z=o0;

@ = Lo Tre

6.7.3. Piemers. Pienemsim, ka grupas G neitralais elements ir e, tad

1, ja z=c¢;

dw-{ 5 B 2ol

Pienemsim, ka a € R, tad

a, ja T =0;

ao)(z) = { 0, ja z#o0.

6.7.4. Piemeri.

o) = {5 Bl

ja
Oo)(x) = {0 BT % o
v 0, ja = #o. '
6.7.5. Vingrinajums. Jaa € R, b€ R un oy € G, 09 € G, tad

lao1] + [boy] = [(a+b)ou],
(lao1])([boz]) = [(ab)(0102)].
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6.7.6. Apgalvojums. Katram attelojumam f € R(G) eksiste viena vie-
niga reprezentacija izskata

f = Zl_aUUJa

ceG

kur gandriz visi a, = 0.

O Pienemsim, ka a, = f(0). Saskana ar f definiciju OVOU f(o) =0. Ta
rezultata summa Y |a,0 | definéta korekti un tapec > |a,0] € R(G).

Claoho) = Slawl =S { % & 720
= a, = f(x).

Tas pamato eksistenci.

Pienemsim, ka f = > |b,0], tad katram z € G
oelG

a = f@) = (Y lbeol)@) = S 1bo) () = ba.

ceG ceG

Tas pamato unitati. m

6.7.7. Vingrinajumi. (i) Attelojums ¢ : R — R(G) : a — |ae] ir
gredzenu homomorfisms.

(ii) Attelojums R x R(G) — R(G) : (a, f) — |ae] f ir gredzena R multi-
plikativa monoida iedarbiba uz R(G) no kreisas puses.

(iii) R(G) ir R—modulis, kur R iedarbiba uz R(G) no kreisas puses defineta
ar nosactjumu (a, f) — |ae] f.

(iv) Ja R — komutativs gredzens, tad {|ae]|a € R} ietilpst gredzena
R(G) centra.

(v) Ja R — komutativs gredzens, tad R(G) ir R—algebra, kur R iedarbiba

uz R(G) no kreisas puses definéta ar nosactjumu (a, f) — |ae|f.

(vi) Ja G ir nekomutativa grupa, tad R(G) ir nekomutativs gredzens pat
ja R ir komutativs gredzens.
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Pienemsim, ka a € R un o € G, tad pieraksta |ac| vieta lietosim pierak-
stu ac. Parasti sads pieraksts nerada parpratumus, un tapec tas tiek plasi

lietots. Ta rezultata, ja f = > |a,0], mes iegustam pierakstu
oceG

f= Zaga.

6.7.8. Definicija. Gredzena R(G) centru sauc par grupu algebras R(Q)
centru.

Tiem, kas jau aizmirsusi, kas ir gredzena centrs iesakam skatit Definiciju
4.5.1.

6.7.9. Teorema. Grupu algebras R(G) elements f = Y as& atrodas
£eG

algebras R(G) centra Z tad un tikai tad, ja a, = a, katram grupas G saistito
elementu parim (o,T).

O = Piegemsim, ka f € Z un elementu paris (o, 7) ir saistito elementu
paris. Atgadinasim (Definicija 3.14.1), ka grupas G elementus o un 7 sauc
par saistitiem elementiem, ja eksiste tads grupas G elements 7, ka 7 = non .

Taka f € Z, tad |n]f = f|n]. No Sejienes

il = flll ) TE ) TE L oY)
JP

= fle r3 e =1
Savukart
nlfln = 1) D lacgl[1n7] =) " [1n]lac&][1n "]
£eG e
YOS L(ag) (g ) =Y Lag(men ™).
§eGq ¢eqd
Tatad
Dlacgl = D laengn™)).
e e
No Sejienes
la,7) = las(non™)] = las(non™)] = la,7].

Tas iespejams tikai tad, ja a, = a,.
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< Pienemsim, ka jebkuram grupas G elementu parim (o,7) a, =
Apoy-1, tad

)t = lagtén™)) = lane+(nén ).
§eG cea

Tagad nemot vera Apgalvojumu 2.7.4 un Vingrinajumu 2.7.5 secinams, ka
attelojums & — nén~! ir kopas G substitiicija, tapec

Z'ﬂnfn*(ngn_ln = ZL“CQ =/

§eG CEG

Lidz ar to Vn € G |n]f = f|n].
Pienemsim, ka g = ) |b,n] € R(G), tad

neG
af = O b)) f= (D balnl ) f =D byl f =D by(lnlf)
neG neG neG neG
= D b(fln)) =D Fuln)) = £ balnl = £ o] = fg
neG neG neG neG

Tatad f€ Z. m



7. nodala

POLINOMI

Bilinears attelojums, pusgrupu algebras, polinomi. Substitucijas teorema. In-
tegritates apgabals, polinomi par integritates apgabalu. DaliSanas algoritms. Bezu
teorema. Galveno idealu apgabals, polinomi par lauku.

7.1. Pusgrupu algebras

Sis nodalas ietvaros, ja nekas speciali netiks atrunats, visi gredzeni ir
gredzeni ar vieninieku. Simbolu R mes rezervejam komutativa gredzena ar
vieninieku apzimeSanai.

7.1.1. Definicija. Piepemsim, ka M un M’ ir R-moduli. Attelojumu
B: M? — M’ sauc par bilinearu attelojumu, ja

e katram x € M attélojums $*(y) = B(x,y) ir modulu M, M' homomor-
fisms,

o katram y € M attelojums B,(x) = B(z,y) ir modufu M, M’ homomor-
fisms.

Ja (R, A, +,-,®,0,®) ir asociativa algebra, tad attelojums A? S Air
bilinears attelojums.

Atzimesim, ka R-modulis A ir asociativa algebra, ja kopa A2 S Air
definets bilinears attelojums, kas ir asociativs, proti,

Ve AVye AVze€A (20y)0z=20(yO 2);
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bez tam kopa A eksisté tads elements 14, ka
Veie A 1,0c=x=2014.

Mes atkartosim konstrukcijas, kadas veicam definejot grupas algebru.
Pienemsim, ka P — pusgrupa, tad

R(P) < {f:P = R| Y f(x) =0},
Pienemsim, ka f un g ir kopas R(P) elementi, tad

(f+9)@) <= [f(z)+g(z),
(f9)(z) > fw)g(z).

YZ=T

1

Ta ka gandriz visiem y attelojums f(y) = 0, tad reizinasana fg ir definéta
korekti.

Pienemsim, ka 41, s, - . ., Yp ir tie pusgrupas P elementi, kuriem f(y) # 0.
Attiecigi 21, 22, . . . , 2, It tie pusgrupas P elementi, kuriem g(z) # 0. Veidojot
visus iespejamos reizinajumus y;2; var iegit ne vairak ka nm pusgrupas P
elementu. Tas nozime, ka fg € R(P).

7.1.2. Lemma. Kopa R(P) izpildas distributivie likumi.

O

(f+ (@) = D (f+9Wh(z) =D [fy) +9w)]h(z)

Yyz=x Yz=x

= D fWh(z)+ D> gw)h(z)

Yyz=x Yyz=x

= (f9)(x) + (gh)(z).

Otrs distributivais likums pieradams pec tas pasas shemas, tapec to at-
stajam ka vingrinajumu lasitajam. m
Ja pusgrupas P neitralais elements ir e, tad kopa R(P) vienibas elements

ir attelojums

1, ja z=e¢;

z) = {O, ja T #e.
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Sai situacija
(AN = D 1wf() = f(),
(D) = Y fW)l=) = fl@)i(e) = f(a).

Yyz=x
Pienemsim, ka o € P, tad

1, ja x=o;

lo)(z) = {o, ja 1o

7.1.3. Piemers. Pienemsim, ka pusgrupas P neitralais elements ir e,
tad
1, ja z=e¢;
— Y ! ) — 1 .
e (=) { A, } (x)
Pienemsim, ka a € R, tad

a, ja T =0;

lac|(z) = { 0, ja x#0.

7.1.4. Piemeri.

llo|(z) = {O: Ja o }=L0J<x),

ja
o)) = 4o TZ % — o).
S 0, ja = #o.
7.1.5. Apgalvojums. Katram attelojumam f € R(P) eksiste viena vie-
niga reprezentacija izskata
f=2_lao]

oceP

kur gandriz visi a, = 0.

O Piepemsim, ka a, = f(0). Saskana ar f definiciju Vo f(o) =0. Ta
rezultata summa Y |a,0| definéta korekti un tapec »_ |a,0] € R(P).
oeP oceP
B B az, ja o=u;
Claohlo) = Slaol) =S { %5 & 020
oceP oeP ocP

= a, = f(x).
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Tas pamato eksistenci.

Pienemsim, ka f = > |b,0], tad katram = € P
oepP

a = f@)= (ool @) = 3 [boo (@) = by.

ceP ceP

Tas pamato unitati. m
7.1.6. Lemma. Joac€ R, be Runo, € P, 05, € P, tad

(Lao1])([bo2]) = [(ab)(o103)].

O (lao))(lboe)))(@) = ) laou|(y)|bor)(2)

Yz=x
ab, ja y =0y un z =0y, Un yz = I;
0, preteja gadijuma.

= [(ab)(o102)[(z). =
7.1.7. Sekas. Ja f = > |a,o| un g= > |b,7], tad

oeP TEP

fg= Z Z [(anbr)(0T)].

oceP teP

7.1.8. Apgalvojums. R(P) ir gredzens. Ja P ir monoids, tad R(P) ir
gredzens ar vienibas elementu.

O Nemot vera ieprieks izklastito mums atliek tikai paradit, ka reizinasana
ir asociativa. Pienemsim, ka f = Y |a,0|, g = > [b,7] un h = > |¢ym],

oeP TEP nepP

tad (Sekas 7.1.7)
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)k = D ash:)(em)] Y leyn)

oceP teP nepP

= ZZZ\_ aa T 0—7—J|_C7777J

oceP teP neP

= 33" 3 aobs)e)(er)m)],

o€P teP neP

flgh) = Y lago]y Y L(brey)(rn)]

oEP TEP nepP

= 2.2 laco]l(bey) ()]

oceP teP neP

= Y Sl o)

oceP teP neP
Ta ka (asb;)c, = a,(brc,) un (o7)n = o(1n), tad (fg)h = f(gh). =

7.1.9. Teorema. Ja R — komutativs gredzens un P — monoids, tad
R(P) ir R-algebra, kur R iedarbiba uz R(P) no kreisas puses definéta ar
nosacyjumu (a, ) — |ae] f.

O (i) Mes jau konstatejam, ka R(P) ir gredzens ar vieninieku.

(ii) Piegpemsim, ka f € R(P), tad f var reprezentet izskata f = > |a,0].
oeP
Pienemsim, ka a un b ir gredzena R elementi, un e ir monoida P neitralais

elements, tad

(ab)f = [(able] Y laso] = |((ab)ay)(eo)]

= > l(a(bas))(e(eo))] = Lae] Y |(bas)(ea)]
= lae](lbe] Y _la,o]) = albf);

bez tam

1f = |le ZLCLUUJ Z (lag)(eo)]

ceP ceP

= ) la,o] = f.

oceP
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Lidz ar to esam paradijusi, ka (a, f) — |ae] f ir R-iedarbiba uz R(P) no
kreisas puses.
(iii) Pienemsim, ka g € R(P), tad g var reprezentet izskata g = > |b,0].

a(f+9) = lae) (P laso] + > lboo] )

oeP oceP

= lae] ) la,o] + lae] Y _|b,0] = af +ay;

ceP ceP

(a+b)f = (lae] + [be]) Y _las0]

oeP

= lae] Y laoo] + [be| Y lago] = af +bf.

oceP oceP

Tagad esam paradijusi, ka R(P) ir R—modulis.

(iv)
afg) = lae) (ZL%UJZU)M)=LaeJZZL(aabr)(07)J

_ ZPZjI;eJ ZPZP )
- iiu(aag)m)(m | = iulig)a ] ZPLbTTJ
= (e fzp 7)) 317 Cwne
a(fg) = Ziet ((aaq)b TTG =>_ > llas(ab,)
_ fijpg 1S " ab)r) = ffa;] (Lae) > "|b.7])
i }E(Zg). rer ey rep

Tatad a(fg) = (af)g = f(ag).
(v) Ta ka R ir komutativs gredzens, tad, nemot vera punktos (i)—(iv)
pieradito, saskana ar Definiciju 6.1.1 secinams, ka R(P) ir R—algabra. m

7.1.10. Definicija. Asociativo algebru R(P) sauc par monoida P alge-
bru.
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Ja asociativas algebras definicija neprasa, lai R(P) butu gredzens ar
vienibas elementu, bet prasa tikai, lai R(P) butu gredzens, tad var pieradit
sekojosu rezultatu.

7.1.11. Vingrinajums. Ja R — komutativs gredzens un P — pusgru-
pa, tad R(P) ir R—algebra, kur R iedarbiba uz R(P) no kreisas puses definéeta
ar nosacijumu (a, f) — > |(aa,)o]. Te attelojums f ir reprezentets izskata

f= 3 laol.

oeP

Sai gadijuma asociativo algebru R(P) sauc par pusgrupas P algebru.
Pienemsim, ka a € R un o € P, tad pieraksta |ac| vieta lietosim pierak-
stu ao. Parasti sads pieraksts nerada parpratumus, un tapec tas tiek plasi

lietots. Ta rezultata, ja f = > |a,0], mes iegustam pierakstu
oEP

f= Z ay0.
oeP

7.1.12. Vingrinajums. Ja P ir komutativa pusgrupa, tad R(P) ir ko-
mutativs gredzens.

7.2. Polinomu algebra

Ja gadijuma lauks ir galigs, funkcionala pieeja rada nepatikSanas. Ta,
pieméram, funcijas y; = 2% + x + 1 un ¥y, = 23 + = + 1 rezidiju lauka Z,
(Piemers 4.3.8(ii)) definé vienu un to pasu funkciju. Tiesam,

10(0) = 0°+0+1=1=0"+0+1=y(0),
p(1) = P+14+1=1=1"4+1+1=1y(1).

Lai parvaretu s§is grutibas, vispariga gadijuma polinomus define citadi.

7.2.1. Definicija. Monoida N algebru R(N) sauc par polinomu algebru
par gredzenu R.

Sai gadijuma parasti lieto nevis apziméjumu R(N), bet gan apziméjumu
R[X]. Ar1l més pieturésimies pie §is tradicijas. Kopas R[X] elementus sauc
par polinomiem par gredzenu R. Ja no konteksta ir noprotams gredzens R
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vai arl Ssada informacija nav butiska, tad lieto 1saku terminu, proti, kopas
R[X] elementus sauc par polinomiem.

Katram n € N defingjam attelojumu X" = [n].
7.2.2. Lemma. (i) X% =1gpy,
(ii) VYmeNVneN XMmX" = X",

(i) Katram attelojumam f € R[X]| eksiste viena vieniga reprezentacija

1zskata
f= E ar X",
keN

kur gandriz visi a;, = 0.

0 (i) X0 = [0] "2 1.

(i) Xmxn = |m||n JT”' “lm+n] = Xm*n,
(i) £ 227 S lak] "2 S arlk] = X ap Xt w

keN keN keN

Tatad, ja f € R[X], tad f = > ax X", kur gandriz visi a;, = 0. Ja reiz
keN

—y

—_

gandriz visi a; = 0, tad
dn e NVk >n a, =0.

Lidz ar to

n

f = Zaka = Zaka

keEN k=0
Ja mes elementu a € R identificejam ar aX° € R[X] un X' identificejam ar
X, tad iegustam sadu polinoma f pierakstu

f=a X"+ ap 1 X"+ ... + a1 X + ao,

kas ir tradicionals labi pzistams polinoma pieraksts. Gredzena R elementus
ay sauc par polinoma f koeficientiem. Ja a,, = 1g, tad polinomu f sauc par
unitaru polinomu.

Realo skaitlu gadijuma §is abas pieejas dod vienu un to pasu rezultatu.
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7.2.3. Vingrinajums. Ja
PolR) = {f:R—R[IneN f(z) = ) arz*},
k=0

tad R-algebras R[X| un Pol(R) ir izomorfas.

Majiens. Vienigas problemas §1 fakta konstatacija saistamas ar pieradijumu,
ka attelojums

p : R[X] = Pol(R) : ¥ apX* > aya?
k=0 k=0

ir injekcija.

Tradicionali polinomu apzimésanai lieto pierakstu f(X), kas vizuali sais-
tits ar algebras Pol(R) elementu pierakstu, proti, algebras Pol(R) elementi
ir neatkariga mainiga x funkcijas. Gadijuma, ja f(X) € R[X], tad f nav
mainiga X € R funkcija, kaut vai ta vienkarsa iemesla del, ka X ¢ R, bet
gan X € R[X]. Ta¢u funkcionalo koncepciju var ieviest.

Pienemsim, ka S ir komutativs gredzens ar vienibas elementu lg un
¢ R — S ir tads gredzenu homomorfisms, ka ¢(1z) = 1g. Katram u € S

definejam attelojumu
Ou: RIX]— S

ar formulu
Ou(an X"+ ...+ a1 X + ap) = dlan)u” + ...+ ¢(ar)u + ¢(ap).

7.2.4. Vingrinajumi.

m n m+n k
(i) <Z aiXi> (Z ijj> = Z aXF  kur o = Z a;by_;.
1=0 Jj=0 k=0 i=0
(ii) ¢u : R[X] — S ir gredzenu homomorfisms.

(iii) Attelojums ¢: R — R[X]: a — aX? ir gredzenu monomorfisms.

7.2.5. Definicija. Attelojumu ¢, : R[X| — S sauc par homomorfisma
¢: R— S un elementa u € S determinéeto substitucijas homomorfismu.



7.3. POLINOMI PAR INTEGRITATES APGABALU 172

Ja nerodas parpratumi, tad lieto 1saku terminu, proti, ¢, sauc par sub-
stitucijas homomorfismu.

7.2.6. Teorema (Polinomu substitiicijas teoréma). Pienemsim, ka
R, S — komutativi gredzeni, ¢(1g) = lg un u € S. Katram gredzenu
homomorfismam ¢ : R — S eksisté viens vienigs gredzenu homomorfisms
¢u: R[X] — S, ka ¢u|R = ¢.

O Nemsim vera, ka polinomu gadijuma katru aX°® € R[X] identifice ar
a € R. Ja mes $o vienoSanos ignorejam, tad ¢,|R = ¢ vieta jaraksta

Vae R ¢u(aXo) = ¢(a).

(i) Eksistences pieradijumu mes uzticéjam lasitajam (skatit Vingrinajumu
7.2.4(ii)).

(ii) Pienemsim, ka ¢, : R[X] — S ir tads gredzenu homomorfisms, ka
bu(X) = uun ¢, |R = ¢, tad

qu(Xn) = QNSQL(\XX - 'X,) = QNSU(X)QSu(X) SR ¢u(X)j

N

'
n

= wu...u=u"= ¢, (X"),

0u(aX") = 0u((aX)X") = $u(aX )0, (X")

No Sejienes
ol X"+ ..+ ar X +a)) = Gu(anX")+ ...+ 6u(a1X) + du(agX")
Cbu(aan) +...+ ¢u(a1X) + ¢U(QOX0)
= Ou(a, X"+ ...+ X +ay). =

Vienosanas. Gadijjuma, ja S = R un ¢ = Ig, tad ¢,(f) vieta lieto
pierakstu f(u).

7.3. Polinomi par integritates apgabalu

Polinomu f(X) = Y a, X* sauc par nenulles polinomu, ja
k=0

HZEO,_H al#O
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7.3.1. Definicija. Skaitli degf = max{k|ar # 0} sauc par nenulles
polinoma f(X) = > axX* pakapi. Ja f(X) = Opx), tad degf = — .
k=0

Kopa NU{—o00} definesim saskaitisanu izmantojot saskaitiSanas operaciju

monoida N:
a+b, ja aeNunbeN,;

—o00, preteja gadijuma.

a+b; {

Elementu aq sauc par polinoma brivo locekli, a1 X — par linearo locek-
li, a;X? — kvadratisko locekli, a3 X> — kubisko locekli, ay X* — par k-tas
pakapes locekli. Ja degf = n € N, tad a,, sauc par polinoma f(X) vecako ko-
eficientu, polinomu a, X" 8ai situacija sauc par polinoma f(X) vecako locekli
(lieto art terminus: galvenais loceklis, augstakas pakapes loceklis).

Polinomu aX* sauc par monomu. Lidz ar to polinoms ir monomu summa.

7.3.2. Lemma. Ja f(X) € R[X] un g(X) € R[X], tad
(1) deg(f + g) < max{degf,degg};
(ii) deg(fg) < degf + degg.

O (i) Piegemsim, ka

f(X) = aan‘i‘CLn,anil—'—...+CL1X—|—CL07
g(X) = bp X"+ @ X"+ 45 X + b

Pienemsim, ka d = max{degf, degg}, tad

f(X) = adXd+ad_1Xd_1—I—...—f—alX—f—aO,
9(X) = baX?+ag 1 X 4+ b X + by

Saprotams dazi a; vai b; Sai pieraksta var but ar1 vienadi ar 0.
No sejienes

FX) +9(X) = (aa+ba) X"+ (a1 + ba1) X+ ...+ (a1 + b)) X + ao + b,

un tapec deg(f + g) < d = max{degf,degg}, jo nav izslegts, ka a4 + by = 0.

(i) FOgX) D b XM 4L+ agh, tapec

deg(fg) < m+n = degf + degyg,

jo nav izslegts, ka a,, vai b,, ir nulles dalitajs, un tad a,b,, = 0. m
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7.3.3. Sekas. Ja f(X) € R[X], g(X) € R[X] un kaut viens no $o
polinomu vecakajiem koeficientim ir apgrieZams gredzena R, tad deg(fg) =
degf + degg.

O Pienemsim, ka

f(X) = apnX"+a X" P+ e X +ay, a,#0
9(X) = bp X"+ am X"+ X + by, by #0.

No Sejienes f(X)g(X) V7240 by, X" 4 L+ agby.

Pienemsim, ka deg(fg) < degf + degg, tad a,b,, = 0.

(i) Pienemsim, ka a,, ir apgriezams gredzena R, tad b,, = a,'a,b,, = 0.
Pretruna!

(ii) Pienemsim, ka b,, ir apgriezams gredzena R, tad a, = a,b,b, ! = 0.
Pretrunal

(iii) Esam konstatejusi (punkti (i) un (ii)), ka pienemums deg(fg) #
degf 4+ degg rada pretrunas. Tatad tas ir nepareizs pienemums. Atliek
secinat, ka deg(fg) = degf + degg. m

7.3.4. Sekas. Ja f(X) € R[X], g(X) € R[X] un kaut viens no $o poli-
nomu vecakagiem koeficientim nav 0 dalitags, tad deg(fg) = degf + degg.

O Pienemsim, ka
f(X) = a, X"+ an,lX"*I + ...+ X+ ag,
9(X) = bp X"+ apa X"+ i X + b

No sejienes f(X)g(X) V7240 by X + L+ agby. Ta ka viens no koefi-

cientiem a,, vai b,, nav nulles dalitajs, tad a,b,, # 0, tapeéc
deg(fg) =m+n=degf +degg. m

7.3.5. Sekas. Ja R — integritates apgabals, f(X) € R[X] un
g9(X) € R[X], tad deg(fg) = degf + degg.

O Ja R ir integritates apgabals, tad polinoma f(X) vecakais koeficients
nav nulles dalitajs, tapec (Sekas 7.3.4) deg(fg) = degf + degg. m

7.3.6. Apgalvojums. Ja R — integritates apgabals, tad R[X] — in-
tegritates apgabals.

O Ja f(X) # Ogx) un g(X) # Ogx), tad (Sekas 7.3.5)

deg(fg) = degf + degg > 0 # —o0.
Lidz ar to fg # Og[x). m
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7.4. Dalisanas algoritms

7.4.1. Teorema. Ja f(X) € R[X], g(X) € R[X] ir nenulles polinomi,
bez tam polinoma g(X) vecakais koeficients ir apgriezams gredzena R, tad
eksiste viens vienigs polinomu paris ¢(X) € R[X] un r(X) € R[X], kam

f(X) =g(X)q(X) +r(X) un degr < degg.
O Pienemsim, ka

f(X) = a X"+ a1 X" '+ ...+ a1 X +ag, n = degf,
9(X) = bp X"+ a1 X"+ + 0 X + by, m = degg.
Saskana ar doto a,, # 0 # b, un b,, — apgriezams gredzena R.

Talakais pieradijums induktivs pec n.
(i) Jan =0 un degg > degf, tad nemam

¢(X) = Opxy  wun (X)) = f(X).
(ii) Jan = 0 un degg = degf = 0, tad nemam
q¢(X) = apb, X" un r(X) = Orpx-
(iii) Pienemsim, ka teorema pieradita visiem polinomiem f(X), kuru
pakape degf < n.
a) Ja degg > degf, tad nemam
¢(X) = Opiyyp un - r(X) = f(X).
b) Ja degg < degf, tad
f(X) =a,b,' X" "g(X) + fi(X), kur  degf; < n.
Saskana ar indukcijas pienémumu
F(X) = anb,' X" "g(X) + ¢1(X)g(X) + r(X), kur  degr < degg.

Nemam ¢(X) = a,b,' X"™™ + ¢, (X).
Lidz ar to eksistences pieradijums veikts pilniba. Parejam pie unitates
pieradijuma.
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Pienemsim, ka f(X) = ¢1(X)g(X) +m(X) = 2(X)g(X) + ra(X), kur
degr; < degg un degrs < degg. No Sejienes
(1(X) = ¢2(X))g(X) = r2(X) — r1(X).

Polinoma ¢(X) vecakais koeficients ir apgriezams, tapec (Sekas 7.3.3)

deg((q1 — q2)g) = deg(q1 — q2) + degg.

Tatad
deg(q1 — ¢2) + degg = deg(ry — 1),

bet deg(ry — r1) < degg. Ja reiz ta, tad deg(ro — r1) nav naturals skaitlis.
Atliek tikai deg(ry — 1) = —o0, t.i., ro(X) = r1(X).
Esam ieguvusi vienadibas

(1(X) — @2(X))g(X) = Ogx,
deg(q1 — q2) +degg = —oo.
Ta ka degg € N, tad atliek tikai, ka deg(q; — ¢2) = —o0, t.i., ¢1(X) =
QQ<X) |

7.4.2. Definicija. Gadijuma, ja r(X) = Ogjx], tad saka, ka g(X) dala
f(X) jeb f(X) dalas ar g(X) bez atlikuma. Sai gadijuma mes lietojam pie-
rakstu g(X) ~ f(X).

7.4.3. Teorema (Bezt). Ja a € R, tad katram polinomam f(X) €
R[X] eksiste tads polinoms q(X) € R[X], ka

f(X) = (X = a)qg(X) + f(a).
O Saskana ar dalisanas algoritmu
f(X)=(X —a)q(X)+r(X) un degr < deg(X — 1) = 1.

Tadejadi eksiste € R, ka r(X) = rX°.
Tagad, pielietojot substitiicijas teoremu attelojumam X +— a, iegtistam

fla)=(a—a)q(a)+7r(a) =0+71r=r.
No &ejienes, nemot vera vienosanos rX° = r,

f(X) = (X —a)g(X) + f(a). =
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7.4.4. Sekas. Pienemsim, ka a € R un f(X) € R[X].
fla) =0 & (X —a)~ f(X).

7.4.5. Definicija. Elementu a € R sauc par polinoma f(X) € R[X]
sakni, ja f(a) = 0.

7.4.6. Apgalvojums. Ja R ir integritates apgabals, tad katram nenulles
polinomam f(X) € R[X] eksiste ne vairak ka degf saknes.

O Pienemsim, ka degf = 0, tad f(X) = a # 0. No Sejienes
Vbe R f(b)=a#0,
t.i., polinomam f(X) nav saknu, un tatad teoréma ir pareiza, jo
0 <0 =degf.

Talakais pieradijums induktivs pec n = degf.

(i) Ja polinomam f(X) nav saknu, tad automatiski teoréma ir speka.

(ii) Pienemsim, ka a € R ir polinoma f(X) sakne, tad (Sekas 7.4.4) eksis-
te tads polinoms ¢(X) € R[X], ka f(X) = (X — a)q(X). No sejienes (Sekas
7.3.5) degg = n — 1. Saskana ar indukcijas pienemumu polinomam ¢(X) ir
ne vairak par n — 1 sakni.

Pienemsim, ka b ir kada polinoma f(X) sakne, tad

0=f() = (b—a)q(b).

Ta ka R ir integritates apgabals, tad b —a = 0 vai ¢(b) = 0. Tas nozime, ka
b = a vai ar1 b ir polinoma ¢(X) sakne. Ta rezultata polinoma f(X) saknu
skaits gredzena R neparsniedz skaitli

1+ (n—1)=n.

Lidz ar to indukcijas pareja veikta pilniba. m

Atzimesim, ka §is rezultats var but art kludains, ja R nav integritates
apgabals.

7.4.7. Piemers. Gredzena Zy x Zs polinomam X? — X ir ¢etras saknes.
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7.4.8. Sekas. Piegemsim, ka f(X) un g(X) ir polinomi par integritates
apgabalu R, kuru pakapes neparsniedz skaitli n. Ja f(a) = g(a) vismaz n+ 1
daZadam a € R, tad f(X) = g(X).

O Polinoma h(X) = f(X) — g(X) pakape neparsniedz skaitli n, tapec
(Apgalvojums 7.4.6) tam nevar but vairak par n saknem. Iznemums ir tikai
polinoms Og(x]. Ja reiz polinomam h(X) ir vismaz n + 1 dazada sakne, tad

h(X) = Oppx). Lidz ar to f(X) = g(X). m

7.4.9. Vingrinajums. Ja R ir bezgaligs integritates apgabals, proti,
’R‘ Z NOu un

Pol(R) = {f:R—>R|EIn€Nf(x)=iakl’k}a
k=0

tad R-algebras R[X] un Pol(R) ir izomorfas.

7.5. Galveno idealu apgabals

7.5.1. Definicija. Gredzena R idealu I sauc par galveno idealu, ja ek-
siste tads a € R, ka I = Ra.

7.5.2. Apgalvojums. Katrs veselo skaitju gredzena Z ideals ir galvenais
deals.

O (i) Ja I = {0}, tad I = Z0, un tapec tas ir galvenais ideals.

(ii) Turpmakaja pieradijuma pienemsim, ka gredzena Z ideals I bez 0
satur vel kadu citu skaitli n € I. Ta ka [ ir gredzena Z ideals, tad [ ir
gredzena 7 apaksgredzens. Lidz ar to —n € I. Tas nozime, ka [ satur kadu
pozitivu skaitli p.

(iii) Pienemsim, ka

d = min [,
PELy
t.i., d ir mazakais pozitivais veselais skaitlis, kas pieder idealam I.

(iv) Pienemsim, ka m € I, tad saskana ar Eiklida algoritmu eksiste tadi

veseli skaitli ¢ un r, ka

m=dq+r un 0<r<d.
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Takadel, tad dg € I. Lidz ar to
r=m-—dqe€l.

Tacu d ir mazakais pozitivais veselais skaitlis, kas pieder idealam I, tapec
r=0. Lidz ar to m = dq € Zd.

(v) Esam paradijusi, ka I C Zd, bet ta ka I ir ideals un d € I, tad
Zd C ZI C I. Lidz ar to I = Zd, proti, tas ir galvenais ideals. m

7.5.3. Definicija. Integritates apgabalu, kura katrs ideals ir galvenais
sauc par galveno idealu apgabalu.

7.5.4. Teorema. Ja L ir lauks, tad L[X] ir galveno idealu apgabals.

O (i) Ja I = {0}, tad I = L[X]0, un tapéc tas ir galvenais ideals.

(ii) Turpmakaja pieradijuma pienemsim, ka gredzena L[X] ideals I bez 0
satur vel kadu citu polinomu g(X). Pienemsim, ka 0 # f(X) € I izvelets ta,
lai

Vh(X) eI (h(X)#0=degf < degh).

(iii) Pienemsim, ka 0 # h(X) € I, tad (Teorema 7.4.1) eksiste tads
polinomu ¢(X) € L[X] un r(X) € L[X] paris, ka
X)) = f(X)q(X) +r(X) un  degr < degf.

Taka f(X) eI, tad f(X)g(X) € I. Lidz ar to

Tacu idealam I nepieder neviens nenulles polinoms, kura pakape ir mazaka
par degf, tapéc r(X) = 0. Lidz ar to h(X) € L[X]f(X).

(iv) Esam paradijusi, ka I C L[X]f(X), bet taka [ ir ideals un f(X) € I,
tad L[X|f(X) C LIX]I C I. Lidz ar to I = L[X]f(X), proti, tas ir galvenais
ideals. m



8. nodala

GRUPU REPREZENTACIJAS

Grupas reprezentacija, triviala reprezentacija, reprezentacijas karta. Repre-
zentacijas modulis, ekvivalentas reprezentacijas. Piemeri, cikliskas grupas viendi-
mensionala reprezentacija, regulara reprezentacija.

8.1. Automorfismu grupa

ST paragrafa ietvaros
e R — komutativs gredzens ar vienibas elementu;
e M — brivs R—modulis, kura bazes apjoms ir m.
Atgadinasim
End(M) = {f: M — M| f ir modula M endomomorfisms}.
8.1.1. Apgalvojums.
Aut(M) = {f € End(M) | f ir modula M automomorfisms}

i grupa, kur grupas operacija Cir attélojumu kompozicija.

O (i) Piepemsim, ka f € Aut(M), tad (Teorema 1.4.5) inversais attelo-
jums f~! ir kopas M substitiicija.

(ii) Pienemsim, ka x € M un y € M, tad eksiste tadi 2’ € M un ¢y’ € M,
ka f(2') =z un f(y') = y. No Sejienes

N a+y) =@ +fW) =@ +Y) =2 +y = FH () + ().
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(iii) Pienemsim, ka a € R, tad

[ az) = [THaf (@) = [ (f(aa))) = az’ = af ' (2).

(iv) Esam paradijusi (punkti (i) un (iii)), ka f~! € End(M), un ta ka
1 ir kopas M substitucija (punkts (i)), tad f~' € Aut(M).

(v) Atgadinasim (Apgalvojums 1.2.3), ka attelojumu kompozicija ir aso-
ciativa. Triviala parbaude liecina, ka I, € Aut(M). Tas kopa ar punkta (iv)
konstateto lauj secinat, ka Aut(M) ir grupa. m

Pienemsim, ka U = {uy, us, ..., uy} ir modula M baze. Ja f € End(M)
un

Vkel,m f(ug) = aipuy + aoplis + . . . + Qptim, (8.1)
tad
11 A2 ... OGim
‘v| ¥ H - G21 Q22 ... dgm
Aml Qm2 -+ Qmm

v
Attelojums ¥ : End(M) — Mat,,(R) : f — || f || ir R-algebru izomorfisms
(skatit Teorémas 6.6.12 pieradijumu).

8.1.2. Apgalvojums. Endomomorfisms f € End(M) ir automorfisms

Vv
tad un tikai tad, ja matricai || f || eksiste inversa matrica.

O = Piegemsim, ka f € Aut(M), tad (Apgalvojums 8.1.1) ar1
f' e Aut(M). Lidz ar to I, = f - f~! un tapec
E=U(y)=Y(f- [ =wNu =11

v v
No sejienes || f=" || =[] f ||~
< Piegemsim, ka f € End(M) un matricai ﬁ f || eksiste inversa matrica
ﬁ fl7'. Ta ka ¥ : End(M) — Mat,,(R) ir bijekcija, tad eksiste tads
homomorfisms g € End(M), ka ﬁ gl :ﬁ 1. No sejienes

U(f ) = W) =l FI gl =700 FI7 = E= (),
W ) = WU =gl | FIN=FI7 1 £l = E = W),
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Ta ka ¥ : End(M) — Mat,,(R) ir bijekcija, tad

g-f=Iy wn  f-g=Ty.

Tas nozimeé (Apgalvojums 1.4.6), ka f ir bijekcija. Tatad f ir automor-
fisms. m

8.1.3. Teorema. Grupas Aut(M) un
GL,,(R) = { A € Mat,,(R) | matricai A eksiste inversa matrica }
1 1zomorfas.

O (i) Ieverojam (skatit Teoremas 6.6.12 pieradijumu), ka
v
U : End(M) — Mat,,(R) : f— || f |

ir pusgrupu (End(M)," ) un (Mat,,(R),- ) monomorfisms. Pienemsim, ka
U, = V|Aut(M), tad

v
U, : Aut(M) — Mat,,,(R) : f — || f ]
arl ir pusgrupu monomorfisms. Ta ka Aut(M) ir grupa, tad (Teorema 3.5.4)
ImW, ir grupa. Atliek paradit, ka Im¥, = GL,,(R).

Vv
(i) Ja f € Aut(M), tad || f|| € GL(R) (Apgalvojums 8.1.2). Tatad
ImW, C GLn(R).
(iii) Pienemsim, ka A € GL,,(R), tad A € Mat,,,(R). Ta ka

U : End(M) — Mat,,(R)

v
ir bijekcija, tad eksiste tads f € End(M), ka || f || = A.
Saskana ar pienemumu matricai A eksisté inversa matrica, tapec art mat-

v
ricai || f]

Vv
ka f € Aut(M). Tatad A =|| f|| € Im¥,. Lidz ar to GL,,(R) C ImV,.
(iv) Mes paradijam, ka Im¥, C GL,,(R) C Im¥,. No Sejienes Im¥, =
GL,(R). =

eksiste inversa matrica. Apgalvojums 8.1.2 Sai gadijuma konstate,
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8.2. Grupas reprezentacija

VienoSanas. Turpmak Sis nodalas ietvaros, ja nekas speciali netiks
atrunats, tad

e a,b,c meés rezervejam lauka L elementu apzimesanai;

e 1,y,z mes rezervejam vektoru telpas V' par lauku L elementu ap-
zimesSanai;

° o, T, 1es rezervejam grupas G elementu apzimesanai;

e f,g,h mesrezervejam grupu algebras L(G) elementu apzimésanai.

8.2.1. Definicija. Piepemsim, ka V ir vektoru telpa par lauku L un
Aut(V) — sis vektoru telpas automorfismu grupa. Katru homomorfismu

O G — Aut(V)
sauc par grupas G reprezentaciju.

Vektoru telpu V' sSai gadijuma sauc par reprezentacijas ® telpu. Repre-
zentaciju ® sauc par trivialu, ja

Yo (I)(O') :Hv.

Reprezentaciju ® sauc par precizu, ja ® ir monomorfisms.

Reprezentaciju ® sauc par reprezentaciju par lauku L, ja V ir vektoru
telpa par lauku L. Vektoru telpas dimensiju sauc par reprezentacijas ® di-
mensyju jeb kartu. Tatad dim® = dimV. Ja dim® = n, tad saka, ka ® ir
n—dimensionala reprezentacija.

Atzimesim, ka ; L (lasitajam, kas jutas apmulsis, iesakam aplukot Piemeéru
5.1.5(1)) ir vektoru telpa par lauku L. Dotaja situacija dim,L = 1.

8.2.2. Lemma. Ja ® : G — Aut(V) ir viendimensionala reprezentacija,
tad
VoVT ®(o1) = P(70).
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O Ta ka dim® = 1, tad dimV = 1. Saskana ar Teoremu 8.1.3

Te L* ir lauka L multiplikativa grupa (skatit Sekas 4.3.5).
Pienemsim, ka ¥, : Aut(V) — L* ir grupu izomorfisms, tad

T (0(07)) = L (B(0)0(7)) = U, (2(0)) T,(0(r)) = ¥y (8(7)) L, (®(0))
= Uu(®(1)®(0)) = W, (P(70)).

Ta ka ¥, : Aut(V) — L* ir bijekcija, tad no Sejienes izriet, ka ®(o7) =
O(70). =

8.2.3. Apgalvojums. Ja ® : G — Aut(V) ir viendimensionala re-
prezentacija un grupas G elementi o, T ir saistiti, tad ®(o) = (7).

O Saskana ar doto o un 7 ir saistiti elementi, tapéec (Definicija 3.14.1)
eksiste tads 1, ka o = ntn~!. No Sejienes

O(a) = b(nry 1) = (T @ (1) "E? B(rn)@(n7Y) = O(ryy V) = B(7). m

Ja ® ir n—dimensionala reprezentacija par lauku L, tad (Teorema 8.1.3)
AuwtV = GL,(L). ST iemesla del lietojumos reprezentaciju ® parasti uzdod
ar matricas GL, (L) elementiem, nevis automorfismiem. Tas viss saistits ar
erttbam. Parasti apréekinus veikt ar matricam ir vieglak neka ar automor-
fismiem, it 1pasi, ja lauka L loma ir realo skaitlu R vai komplekso skaitlu C
lauks. Tacu nepieredzejusam lasitajam var rasties problema:

— Kur te ir automorfismi?

Saprotams matricas nav automorfismi. Lai atrastu pasus automorfismus,
javeic papildus aprekini. Tam visam izmantojama formula (8.1), tacu tad ir
janofikse vektoru telpas V' baze.

Atzimesim, ja lauks L un vektoru telpas V dimensija ir nofikseta, tad
V = L™ Sis rezultats var butiski atvieglot aprekinus, ja ir vélme atrast
pasus automorfismus.

8.2.4. Piemers. Pienemsim, ka Cj ir otras kartas cikliska grupa. Miusu
merkis: atrast visas §is grupas viendimensionalas reprezentacijas par realo
skaitlu lauku R.
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Nemot vera ieprieks teikto, mums jaatrod homomorfismi I' : 'y, — R*.

Grupa (5 sastav no 2 elementiem, teiksim e, kas ir grupas Cs neitralais
elements, un vel kada elementa o. Ta ka Cs ir cikliska otras kartas grupa,
tad o2 =e.

Pienemsim, ka I' ir homomorfisms, kas atbilst grupas C5 viendimen-
sionalai reprezentacijai par realo skaitlu lauku, tad I'(e) = 1. Pienemsim,
ka I'(0) = ¢ € R*, tad

1=T(e) =T(c?) =T(00) =T'(0)T(0) = cc = 2.

Realo skaitlu lauka vienadojumam ¢? = 1 ir divas saknes: 1 un —1. Esam
ieguvusi divus homomorfismus:

Cg (& o
|1 1
M1 —1

Ta ka realo skaitlu lauka vienadojumam ¢ = 1 ir tiesi divas saknes, tad citu
homomorfismu nav.
Parasti literattuira ar sadu rezultatu art apmierinas, tacu, stingri runajot,
Sie homomorfismi I'; nav grupas Cy reprezentacijas. Homomorfismam I'y
atbilst reprezentacija
CQ € 2
oy | Iy Ty

kur V' ir patvaliga viendimensionala vektoru telpa par realo skaitlu lauku R.
Savukart homomorfismam I'y atbilst reprezentacija

Cg‘ e o
P, [Ty —Iy

Viegli parliecinaties, ka —I, € AutV un

(@2(0))* = (-Iv)* = (—Tv) - (~Tv) =Ty = Pa(e) = Do(0?).

Atzimesim, ka ®; musu gadijjuma ir triviala grupas Cs reprezentacija,
savukart ®, ir preciza grupas Cs reprezentacija.



8.3. REPREZENTACIJAS MODULIS 186

8.3. Reprezentacijas modulis

Pienemsim, ka ® : G — Aut(V) ir grupas G reprezentacija par lauku L.
Musu merkis: parverst V' par moduli par grupas G algebru L(G). Vispirms
katram o € G defingjam attelojumu |o|dx — ®(0)(x).

8.3.1. Lemma. (i) (|o]|r])sz = |o]5(|7]8z);

(i) |oJs(z+y) = |o]éx + |o]éy.

O lo]s(ax) = ®(0)(ax) =a®(o)(z) =a(|lo|éz). =

Mes jau zinam (Apgalvojums 6.7.6), ka katru f € L(G) var reprezenteét

ka summu f = ) |a,0]. Tagad defingjam attelojumu
oceG

LG xV SV foe = Y |o]8(aya). (8.2)
ceG

8.3.3. Lemma. Attelojums, kas definéts ar formulu (8.2) ir gredzena
L(G) multiplikativa monoida iedarbiba uz kopu V' no kreisas puses.

O Piegemsim, ka g = > |b,7], tad
T€G

T (X laebor])sr 2 303 0w Jsasha:

ceG TEG ceG TEG

fo(gsr)  E Y |o)as(gsr) E Y |ols(as Y | T]8b.a)

oeG ceG TEG

Z lo|o Z aq(|7]|0b,x) 1432 Z lo|o Z | 7]6a,b,x

ceG TG ceG TeG

BRGNS oJslrjsagbea TEY ST o7 fsa,bea.

ceG TEG ceG TEG

S7

-

fgox

o]



8.3. REPREZENTACIJAS MODULIS 187
Tatad fgox = fo(goxr). Visbeidzot, pienemsim, ka e € G ir grupas G
neitralais elements, tad

lpese 2% elox =®(e)(x) =Ty(z) =z. =

8.3.4. Apgalvojums. Ja gredzena L(G) multiplikativa monoida iedar-
biba uz kopu V' no kreisas puses definéta saskana ar formulu (8.2), tad V ir
kreisais L(G)-modulis.

O Vispirms konstatesim, kas mums 1sti ir japierada.

e Pienemsim, ka (L,V,+,-, +,) — vektoru telpa par lauku L,
o (L,L(G),+,-,®,0,®) — grupas G algebra par lauku L,

e &: G — AutV — grupas G reprezentacija.

Mums japarada, ka (L(G),V,®,®, +,8) ir kreisais L(G)-modulis.
Saskana ar doto

e (L(G),®,®) ir gredzens,

e (V,+) ir komutativa grupa.

Mas jau esam pieradijusi (Lemma 8.3.3), ka attélojums L(G) x V = V ir
gredzena L(G) multiplikativa monoida iedarbiba uz kopu V' no kreisas puses.

Ja tagad pieversamies Definicijai 5.1.2, tad vienigais, ko vel japierada, ir
abi distributivie likumi. Tad daram to!

Vienosimies, ka pieraksts ¢ norada uz summesanu gredzena L(G), bet

S"" norada uz summesanu grupa (V, +). Pienemsim, ka f = 3 ¥|a,0] un

ceG
g= > @ngaj, tad

oceG

fo(ety) = (3" Law0) )o(ri9) 2 Lo ls(an ()



8.3. REPREZENTACIJAS MODULIS 188

L8.3.1() Z*(Laja(aafa:)ﬂajé(%*y))

oelG

- Zﬂaja(aafx)irziLaJé(aa*y)

oeG ceG

= (X o) )srt (X Laeo ] oy 2 foutfoy:

oceG ceG

(f ®g)ox = <Z@ laso| @ Z® LbJUDBx

_ (U;@ [(az +by)o] )oa

82 aech 10 18((a + by) ¥ ) = UEZ: lo)8(aq~ 2tbs " x)
L83.1(i) UGZ:(Laja(aafxmajs(bg*x))

- Z L0J5<aa*x>ian; [)5(0, *)

_ (2; [a,0) ) 8% (2; [bs0 )52

= fértgdr. m

8.3.5. Definicija. Pienemsim, ka

o (L. L(G),+,-,®,0,®) — grupas G algebra par lauku L,
o &:G — AutV — grupas G reprezentacija,

o (L, V,+,-,+,7) — reprezentacijas ® telpa.

Moduli (L(G),V,®,®,+,8), kur iedarbiba S defineta saskana ar formulu
(8.2), sauc par reprezentacijas ® moduli.

Pienemsim, ka

o (L,L(G),+,-,®,0,®) ir grupas G algebra par lauku L un
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o (L(G),M,®,®,+,8) ir L(G)-modulis.

Tagad paradisim, ka, izmantojot So informaciju, definejama grupas G repre-
zentacija par lauku L.

8.3.6. Lemma. Attelojums
LxM-=M:a'z = (aolpq))dx (8.3)
i lauka L multiplikativa monoida iedarbiba uz kopu M no kreisas puses.

O Teverojam (Teorema 6.1.3), ka ¢ : L — L(G) : a +— aolp ir gredzenu
monomorfisms, tapec

(ab) o 1p) = (aolp@) © (bolyq))
No Sejienes

(ab)-x = ((ab)olp))ox = ((aolya) ® (bolye))ox
= (a o 1L(G’))5<<b e} 1L(G’))6x) = a*(b*x).

Savukart
172z = (1 o 1L(G))6x = 1L(G)6x =T. N

8.3.7. Apgalvojums. (L, M,+,- +,) ir vektoru telpa.
O Saskana ar doto

° (L,+,-) ir lauks,

° (M, +) ir komutativa grupa.

Mes jau paradijam (Lemma 8.3.6), ka (L, M, -,*) ir L iedarbiba uz kopu M.
Atliek pieradit distributivos likumus. Pienemsim, ka z un y ir kopas M
elementi, tad

a - (:L'—l—g) — (a [e] 1L(G))5(ZL’—T—y) = (a (@) 1L(G))5x—\f—(a (] 1L(G))6y

(a+d)-z = ((a+b)olyg)dr = (aolyg ®bolyg))dx
= (CL o 1L(G))5$—T—<b (e} lL(G))él' = CLYZE—T-bYZL'. |
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8.3.8. Apgalvojums. Attelojums V(o)(x) <= |o]|oz ir grupas G repre-
zentacija. Reprezentacijas telpa $ai gadijuma ir (L, M, +, -, +,%).

O (i) Vispirms paradisim, ka ¥(o) € End(M).

(i) Tagad paradisim, ka
U : G — End(M)
ir pusgrupu homomorfisms.
U(oT)(z) = [o7]8x = (lo| ® [7])éz = |o]s(|T]o2) = ¥ (o) (U(T)()).

Tatad ¥(o71) = ¥(0)¥(T).

(iii) Visbeidzot konstatesim, ka W (o) ir kopas M substitucija. Piepemsim,
ka e ir grupas G neitralais elements. Mes jau zinam (Piemers 6.7.3), ka
le] = 1r(e)- No Sejienes

Ule)(z) = |eJor =1ygor =z =Iy(z);
Iy = Yle)
Iy = Y(e)=¥(oc"'o)="V(c")¥(0).

Tas lauj secinat (Apgalvojums 1.4.6), ka W(o) ir bijekcija. Tatad
V(o) € Aut(M). m

8.3.9. Sekas. Reprezentacijas ¥ modulis ir (L(G), M, ®,®, +,3).

O Pienemsim, ka (L(G), M, ®, ®, +,4) ir reprezentacijas ¥ modulis. Sa-
skana ar reprezentacijas modula aprakstu iedarbiba L(G) x M = M tiek
defineta ar vienadibu (8.2). Mausu gadijuma tas izskatas sadi. Vispirms
katram o € G defingjam attelojumu

lo)ér = W(o)(x) “E* |o]sa,
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tad katram f = > “|a,0| defingjam
oeG

for = 3 lofd(asa) =3 [o)8((an o 1uey)5)

ogeG ceG
= Y (o) ol olu@)sr =3 laolsr
ogeG ceG
_ (Z@\_aaa J)éx = fou
geG

Ta rezultata (L(G), M, ®,®,+,46) = (L(G),M,®,®, +,%). m

Grupas G reprezentaciju ¥ sauksim par L(G)-modulim M atbilstoso
reprezentaciju.

8.3.10. Sekas. Reprezentacijas ® : G — Aut(V') modulim V atbilstosa
reprezentacija W sakrit ar ®.

O Saskana ar reprezentacijas modula aprakstu (Definicija 8.3.5) iedarbiba
L(G) x V'3 V tiek defineta izmantojot vienadibu
|o|ox = P(0)(x).
Ta rezultata, ja (L,L(G),+,-,®,0,®) ir grupas G algebra par lauku L
un (L,V,+,-,+,7) ir reprezentacijas ® telpa, iegiist reprezentacijas moduli
(L(G),V,®,®,+,3), kur
lac |0z = |o]d(a”x).

Savukart L(G)-modulim V' atbilstoso reprezentaciju ¥ define sadi. Pie-
nemsim, ka e ir grupas G neitralais elements, tad vispirms define vektoru
telpu (L, V,+,-,+,7), kur

o’z «= (aolpg))dr = |ae|dx = |e|d(a~x)
= ®le)(a"z)=1Iy(a"z) =a"x.

define ar vienadibu

Tas nozime, ka W = . m

Sie rezultati pamato nostaju, kapéc literatra par grupas G reprezentaciju
sauc jebkuru L(G)-moduli M. Ta rezultata musdienas grupu reprezentaciju
teorija nozimiga loma atveleta L(G)-modulu izpetei.
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8.4. Ekvivalentas reprezentacijas

8.4.1. Definicija. Reprezentacijas
¢ G — Aut(V), U:G— Aut(W)

par lauku L sauc par ekvivalentam reprezentacijam, ja eksiste tads vektoru

telpu izomorfisms
p: V=W,

ka
Vo ®(0)= V(o) "

Bridinajums. Definicija te meés atlavamies pierakstu z®(0) = ®(o)(z).
Atzimesim, ka reprezentacijas ® un V ir ekvivalentas tad un tikai tad, ja
katram grupas G elementam o diagramma

1% b(0) 1%
© @ (D3)
0% 7o) 0%

ir komutativa. Tiesam, ta ka ¢ ir bijekcija, tad vienadiba
®(0) = pW(a)p™

ir ekvivalenta vienadibai
Do) = @¥(0).

ST paragrafa ietvaros pienemsim, ka
o (L,L(G),+,,®,0,0) — grupas G algebra par lauku L;
e &:G — Aut(V) — grupas G reprezentacija,

o (L, V,+, - +,7) — reprezentacijas ® telpa,
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o (L(G),V,®,®,+,8) — reprezentacijas ® modulis;
o U :G — Aut(IW) — grupas G reprezentacija,
o (L,W,+,-,+,7) — reprezentacijas ¥ telpa,
o (L(G),W,®,®,+,4) — reprezentacijas ¥ modulis.
8.4.2. Teorema. Reprezentacijas

d: G — Aut(V), U:G — Aut(W)

i ekvivalentas tad un tikai tad, ja atbilstosie reprezentacijas moduli ir 1zo-
morfi.

O = Piepemsim, ka f = > |a,0], tad

st = ((Slawo)ar)e = (o)
_ (i(agfx)cb(a))so = EGZG%*@(U))@
- ijag {(2D(0)p) = Z;:, Hrp¥(o)e )
_ %aa-’(xcpllf(d)) = %(aa (2))¥(0)
- CSLJ 6(as * (z¢)) ZUE(GZ laso])é(ap)
_ Fitee)

Taka ¢ : V — W ir vektoru telpu izomorfisms, tad ¢ ir bijekcija un

(zFy)p = zptye.

Ta rezultata reprezentacijas moduli V un W ir izomorfi L(G)-moduli.

<« Pienemsim, ka ¢ : V. — W ir reprezentacijas modulu V un W izo-
morfisms. Nemot vera iepriekseja paragrafa izklastito (Sekas 8.3.10), saskana
ar formulu (8.3)

VeeV az=(aolyg))or,
YweW a‘w= (CLO 1L(G))éw
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No sejienes
(a7 z)p = ((a o lye)sr)y = ((aolya)é(rp)) = a’ ().
Taka ¢:V — W ir L(G)—modulu izomorfisms, tad ¢ ir bijekcija un
(z+y)p = zptyp.
Ta rezultata vektoru telpas V un W ir izomorfas. Turklat
zpW(o) = (vp)¥(0) = [o]dzp = ([o]oz)p
= (2®(0))p = 2®(0)p.

Tas nozime, ka Vo ®(0)p = ¢V¥(0), proti, diagramma (D3) ir komutativa
visiem o € (G. Tatad reprezentacijas

¢ : G — Aut(V), U:G — Aut(W)

ir ekvivalentas. m

8.5. Ciklisku grupu reprezentacijas

8.5.1. Piemers. Pienemsim, ka Cj ir tresas kartas cikliska grupa. Miusu
merkis: atrast visas §is grupas viendimensionalas reprezentacijas par realo
skaitlu lauku R.

Nemot vera otraja paragrafa izklastito, mums jaatrod homomorfismi
I':C; — R".

Grupa Cj5 sastav no 3 elementiem, teiksim e, kas ir grupas C3 neitralais
elements, un vel kada elementa o. Ta ka Cj ir cikliska tresas kartas grupa,
tad

CS = {6, g, 02}7

turklat o3 = e.

Pienemsim, ka I' ir homomorfisms, kas atbilst grupas C3 viendimen-
sionalai reprezentacijai par realo skaitlu lauku, tad I'(e) = 1. Piepemsim,
ka I'(0) = ¢ € R*, tad
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Realo skaitlu lauka vienadojumam ¢* = 1 ir tikai viena sakne: 1. Esam
ieguvusi tikai vienu homomorfismu:

Cs ‘ e o o?
rfi1 11
Ta ka realo skaitlu lauka vienadojumam c¢® = 1 ir tiesi viena sakne, tad citu

homomorfismu nav.
Homomorfismam I' atbilst triviala reprezentacija

03‘6 o o?

o [Ty Iy Iy

kur V ir patvaliga viendimensionala vektoru telpa par realo skaitlu lauku R,
un citu cikliskas grupas C3 reprezentaciju par realo skaitlu lauku R nav.

Aina krasi izmainas, ja lauka R vieta aplukojam lauku C. Komplekso
skaitlu lauka vienadojumam ¢* = 1 ir tris saknes: 1 un

oxi 2T iin 2T 1 V3.

= — m-—=——=+—

€ COS 3 15 3 5 5 1,

ari 47r+,, 4 1 V3.

€ = COS — s m-—=——= — —
3 3 2 2

Tagad esam ieguvusi tris homomorfismus:

Cs e o o?
Iy 1 1 1
G| e g
Ty I A EY

Atzimesim, ka homomorfismam I'; musu gadijuma atbilst triviala grupas C
reprezentacija, savukart homomorfismiem I's un I'3 atbilst precizas grupas
(5 reprezentacijas.

Visuma jau lietojumos petnieki nemil operet ar citiem laukiem, tacu Sai
gadijuma art fiziki ir samierinajusies ar nepieciesamibu izmantot komplekso
skaitlu lauku.
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8.5.2. Piemers. Pienemsim, ka C,, ir n—tas kartas cikliska grupa. Misu
merkis: atrast visas Sis grupas viendimensionalas reprezentacijas par kom-
plekso skaitlu lauku C.

Mes sekosim iepriekseja piemera izklastitajai shemai. Piepemsim, ka
o € C, ir §is grupas veidotajelements (Definicija 3.8.4), tad

C,={e 0,0 ... 0",

turklat ¢” = e. Pienemsim, ka I' ir homomorfisms, kas atbilst grupas C,
viendimensionalai reprezentacijai par komplekso skaitlu lauku, tad I'(e) = 1.
Pienemsim, ka I'(0) = ¢ € C*, tad

Komplekso skaitlu lauka vienadojumam ¢” = 1 ir n dazadas saknes:

27ki

Gk = € n , kelO,n—1.

Esam ieguvusi n homomorfismus I'y : C,, — C*:

C, |e o o ... ot
Iy |1 1 1 ... 1
|1 a ¢ ...¢gt
Ly |1 G ¢ ... ¢!
Tt |1 G 2y oo G

8.6. Regularas reprezentacijas

Pienemsim, ka (L, L(G),+,,&®,0,®) — grupas G algebra par lauku L.
Ja algebru L(G) mes uztveram tikai ka gredzenu, tad ) L(G) ir L(G)-
modulis. Sim modulim (L(G), L(G), ®,®, ®, ®) atbilst (Apgalvojums 8.3.7)
vektoru telpa
<L7 L(G)7 +, @77%

kur saskana ar formulu (8.3)

a’f = (aolye) ® f=aof.
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Tatad
<L>L(G)v+v '769’?) - <L,L(G),—|—, '7®ao> = RL(G)

Modulim R (G) atbilstosa reprezentacija W definejama ar vienadibu (Ap-
galvojums 8.3.8)
VU(o)(f) = o] @ f. (8.4)

8.6.1. Apgalvojums. Ja G ir n-tas kartas grupa, tad ¥V ir n—dimen-
stonala reprezentacija.

O Saskana ar Definiciju 8.2.1 mums japarada, ka vektoru telpas Ry (G)
dimensija dimR . (G) = n.
Pienemsim, ka f € L(G), tad f ir izsakams izskata

=Y la,oc] = as0l0o].

ceG oceG

Lidz ar to dimR.(G) < |G| = n.

Pienemsim, ka G = {0y,09,...,0,} un

n

Oy = a0 |o1] ®ago o] ®... Qa0 |0,] = ZL%‘U@'J-

=1
Ta ka .
Ore) = Y _[007]
i=1

un katram f € L(G) eksiste (Apgalvojums 6.7.6) viena vieniga reprezentacija
izskata f =", |bioi], tad visi a; = 0. Lidz ar to vektori

LO’lJ, \_O'QJ, ceey LUnJ
ir lineari neatkarigi. Tas nozime, ka dimR;(G) > n. =

8.6.2. Definicija. Grupas G reprezentaciju V, kas defineéta saskana ar
formulu (8.4), sauc par regularo reprezentaciju.
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8.6.3. Piemers. Cikliskas grupas () regulara reprezentacija par realo
skaitlu lauku R. Piepemsim, ka C; = {e,0,0% 0%}, kur e ir grupas C,
neitralais elements un o* = e, tad vektoru telpas

(R,R(G),+,-,®,0)
baze ir
{lel, o], [o°], [6°]}

un saskana ar formulu (8.4) grupas Cy regulara reprezentacija ¥ definejama
ar vienadibu

v(r)(f)

1

o
©
(g

No Sejienes

V(o)(le]) = lo),  ¥(o)(lo)) = o"],
V(o) (lo®]) = o), W(o)(lo®

Tagad pieversoties formulai (8.1) iegustam

0001
M 1000
e = | 1000
0010
\
Parejas matricas aprekinamas no || (o) ||
0010
v v v v 00 01
2 . _ JE—
[ W) [| =l ¥ @) ¥) | =Y [ 1T =| 1 o g 0 |
0100
0100
v v v v 0010
2@ [ =1 ¥(@) (@) [| = L@ | N¥@) =] 5 ¢ o 1 |
1 000

o O O =
o O = O
o= O O
_— o O O
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8.6.4. Apgalvojums. Viendimensionalas trivialas reprezentacijas L(G)—
modulim V eksiste izomorfs modula ) L(G) apaksmodulis tad un tikai tad,
ja grupa G ir galiga.

O Vispirms noskaidrosim, ka izskatas trivialas reprezentacijas modulis.
Pienemsim, ka (L,V,+,-, %) ir reprezentacijas ® telpa, tad triviala repre-
zentacija @ ir vektoru telpas V' identiskais attelojums Iy, proti,

Vo € G @(O’) = ]Iv.

Ta rezultata

Ja f=>la,0], tad
oeG
for = Y loJs(as w) =Y a,7w,

oceG oeG
Lidz ar to, ja (L, L(G),+, -, ®,0,®) ir grupas G algebra, tad trivialas repre-
zentacijas ® modulis ir
<L(G>7 v? 697 ®7 —T_7 5 >'
Taka (L,V,+,-,+,7) ir viendimensionala vektoru telpa, tad
eV L) =V
Ta rezultata
VeeVdael x=a-v.
< Pienemsim, ka G ir galiga grupa un
YV =@ LG) :a"v—ao Z'_O’J.
oceG
Paradisim, ka ¢ ir L(G)-modulu monomorfisms. Pienemsim, ka y € V,

tad eksiste tads b € L, ka y = b~ v. No Sejienes
U(aty) = Ylavibv) = P((a+b)7v) = (a+b)o Y o]

oceG
= ao) |o]®bo Y |o] =1(z) ®Y(y).
oeG celG
Y(fox) = @ZJ(Z Uy~ T) = Z¢(a0%$) = Zw(aafafv)
oceG oceG ceG

= D wllaa) ) =D (@m0 3 oIr);

ceG ceG TEG
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fov@ = Q laol)o) lar] =) > l(aa)7]

ceG TEG oceG TeG
= Y (asa)0 ) |7].
oeG TEG

Tatad
Plrty) =v(@) @P(y) un  P(for) = fOP(r),

ti, v :V =y L(G) ir L(G)-modulu homomorfisms.
Pienemsim, ka x # y, tad a # b. No Sejienes

@) =S lao) LY (bo) = v(y).

oceG ceG

Tatad 1 ir injekcija. Lidz ar to L(G)—modulis V' ir izomorfs L(G)-modulim

L(X lo]).
oceG
= Pienemsim, ka

0V =@ L(G)
ir L(G)-modulu homomorfisms un ¢(z) = > |b,7], tad

TEG

p(lo]sx) = o] © p(z) = [0] @ Y |by] = Y br(o7)].

TeG TG

No otras puses |0 |06z = x, tapec ¢(|o|ox) = p(z), t.i.,

Zl_bT<UT)J = ZLbTTJ = ZLbUT(UT)J'

TEG TEG TEG

Tas nozime, ka

Vre GVo e G b, =b,,.
Speciala gadijuma
Vo€ G b, = b,, (8.5)

kur e ir grupas G neitralais elements. No Sejienes

olx) =S 1b7) = 3 [boo] 3 [ho) = b0 Y o).

T€G oeG oceG oceG
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Ja G ir bezgaliga grupa, tad > |o]| ¢ L(G), tapec b, = 0. Lidz ar to
oeG

VeeV o) =0ycq).

Taka (L,V,+,-,+,7) ir viendimensionala vektoru telpa, tad v # Oy. Tas
demonstre, ka ¢ : V — 1) L(G) nav monomorfisms. m
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