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Normālas apakšgrupas (69). Kanoniskais homomorfisms (74).
Cikliskas grupas (75). Kel̄ı teorēma (81). Neatkar̄ıgi cikli (81).
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Bibliogrāfija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202



IEVADS

Abstraktā algebra — tas ir ı̄pašs elegants domāšanas stils, kas pirmajā
skat̄ıjumā neatšķiras no matemātikā vispārpieņemtām shēmām; tomēr tā ir
pavisam cita fantastiska pasaule. Abstraktās algebras vadmot̄ıvs — mate-
mātiskie objekti kā tādi, paši par sevi, nav tik būtiski — svar̄ıgi ir šo objektu
savstarpējie sakari, attiec̄ıbas.

Mēs sākam ar pašu vienkāršako, proti, ar kopām un tajās definētajām
operācijām. Algebriskās operācijas pakļaujas konkrētiem likumiem — ak-
siomām. Š̄ıs aksiomas izvēlas tā, lai tās aprakst̄ıtu lietojumos biežāk sasto-
pamās ı̄paš̄ıbas, tādas kā: asociativitāte, komutativitāte, distributivitāte. Tā
rezultātā mēs pakāpeniski virzāmies no vienkāršā uz sarežǧ̄ıto: attēlojumi,
operācijas; pusgrupas, grupas, gredzeni, lauki; moduļi, asociat̄ıvas algebras;
grupu algebras, pusgrupu algebras; polinomi, grupu reprezentācijas. Tās ir
galvenās tēmas, kas tiks aplūkotas šajā kursā.

Tiem, kas ir pragmatiskāk noskaņoti, atgādināsim, ka abstraktā algebra
kā pamatkurss parasti tiek iekļauta daudzu pasaules universitāšu matemāti-
kas bakalaura studiju programmās, jo abstraktās algebras aparātu (galveno-
kārt tehniku) lieto citās matemātikas nozarēs, fizikā, inženierzinātnēs, dator-
zinātnēs; mūsdienās ar̄ı ekonomikā un bioloǧijā. Tas viss izskaidrojams ar
algebras pamatnostāju, pēt̄ıt algebriskas sistēmas ar precizitāti l̄ıdz izomor-
fismam, specifiskas interpretācijas un jautājumus bieži vien atstājot konkrēto
zinātņu pārziņā.



APZĪMĒJUMI

¬ — negācija,
∨ — disjunkcija, ∧ — konjunkcija,
⇒ — implikācija, ⇔ — ekvivalence,
∃ — eksistences kvantors, ∀ — universālkvantors,
∃!x P (x) — eksistē viens vien̄ıgs tāds x, kam izpildās nosac̄ıjums P (x),
∞
∃ x P (x) — bezgal̄ıgi daudziem x izpildās nosac̄ıjums P (x),
∞
∀ x P (x) — gandr̄ız visiem x izpildās nosac̄ıjums P (x),

x ∈ X — elements x pieder kopai X jeb x ir kopas X elements,
A ⊆ B — kopa A ir kopas B apakškopa, P(B) ↽ {A |A ⊆ B},
A ⊂ B — kopa A ir kopas B ı̄sta apakškopa,
A ∪B, A ∩B, A \B — kopu A un B apvienojums, šķēlums, starp̄ıba,
min K — kopas K minimālais elements,
max K — kopas K maksimālais elements,

↽ , ⇁ — vienād̄ıbas saskaņā ar defin̄ıciju,
1, n ↽ {1, 2, . . . , n}; k, n ↽ {k, k + 1, . . . , n}, te k ≤ n,
Z — veselo skaitļu kopa,
Z+ ↽ {x |x ∈ Z ∧ x > 0}, Z− ↽ {x |x ∈ Z ∧ x < 0},
N ↽ Z+ ∪ {0}, N− ↽ Z \ Z+,
Q — racionālo skaitļu kopa,
R — reālo skaitļu kopa, C — komplekso skaitļu kopa,
R+ ↽ {x ∈ R |x ≥ 0}, R− ↽ {x ∈ R |x ≤ 0},
R∗ ↽ R \ {0}, R∗+ ↽ {x ∈ R∗ |x > 0}, R∗− ↽ {x ∈ R∗ |x < 0},
ℵ0 — kopas N apjoms, c — reālo skaitļu kopas R apjoms,

〈x, y〉 ↽ (x, y) ↽ {{x}, {x, y}},
(x1, x2, . . . , xn) ↽ ((x1, x2, . . . , xn−1), xn),
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A1 × A2 × . . .× An ↽ {(x1, x2, . . . , xn) | ∀i ∈ 1, n (xi ∈ Ai)}, An,

f : x 7→ y, f : X (→ Y , X
f

(→ Y ,
Dom(f) ↽ {x | ∃y ∈ Y (f : x 7→ y)}, Ran(f) ↽ {y | ∃x ∈ X (f : x 7→ y)},
f : X → Y , X

f→ Y , f : X ³ Y , f : X ↪→ Y ,
Y ω ↽ {ψ |ψ : N→ Y },
f |H — attēlojuma f sašaurinājums kopā H,
priρ — attiec̄ıbas ρ vai operācijas ρ i–tā projekcija,

ar b — skaitlis b ir skaitļa a daudzkārtnis,
a - b — skaitlis b nav skaitļa a daudzkārtnis,
D(a1, a2, . . . , an) ↽ {q|∀i ∈ 1, n q r ai},
ld(a1, a2, . . . , an) ↽ max D(a1, a2, . . . , an),
md(a1, a2, . . . , an) — skaitļu a1, a2, . . . , an mazākais kop̄ıgais dalāmais,

a ≡ b(mod m) — skaitļi a un b ir kongruenti pēc moduļa m,
[a] ↽ {b | a ≡ b(mod m)},
Zm ↽ {[0], [1], . . . , [m− 1]},
Zm ↽ {x ∈ Z |mr x},

Matm
n (R) — visu m× n matricu kopa ar elementiem no lauka R,

Matn(R) ↽ Matn
n(R),

Dn(R) — visu n–tās kārtas diagonālmatricu kopa ar elementiem no lauka R,
GLn(R) — pilna lineāra grupa pār lauku R,
SLn(R) — speciāla lineāra grupa pār lauku R,
DLn(R) — nesingulāro diagonālmatricu grupa pār lauku R,
S(A) — kopas A simetriskā grupa, Sn ↽ S(1, n),

Kerf — attēlojuma f kodols,
Imf — attēlojuma f attēls,
Hom(M,M ′) ↽ {f : M → M ′ | f ir moduļu homomorfisms},
End(M) — moduļa M visu endomorfismu kopa,
Aut(M) — moduļa M visu automorfismu kopa,
L(A) — sistēmas A lineārā čaula,

2 — pierād̄ıjuma sākums,
— pierād̄ıjuma beigas;

⇒ — implikācijas z̄ımi pierād̄ıjuma sākumā mēs izmantojam, lai norād̄ıtu,
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ka tagad sākas teorēmas nepieciešamā nosac̄ıjuma pierād̄ıjums,
⇐ — šo z̄ımi pierād̄ıjumos mēs izmantojam, lai norād̄ıtu, ka tagad sākas
teorēmas pietiekamā nosac̄ıjuma pierād̄ıjums,
A1.2.3
= — šo apz̄ımējumu pierād̄ıjumos mēs izmantojam, lai norād̄ıtu, ka

vienād̄ıbas pamatot̄ıba balstās uz apgalvojumu 1.2.3 (saprotams, ka apgalvo-
juma 1.2.3 vietā var būt jebkurš cits apgalvojums, teorēma, lemma, formula,
utm.).



1. nodaļa

ATTĒLOJUMI

Attēlojumi un operācijas. Attēlojumu kompoz̄ıcijas asociativitāte. Injekt̄ıvu
un sirjekt̄ıvu attēlojumu kategoriālais raksturojums. Injekt̄ıvo, sirjekt̄ıvo un bi-
jekt̄ıvo attēlojumu kompoz̄ıcija. Inversais attēlojums, bijekcijas inversais attēlo-
jums. Substitūcijas. Kopas sadal̄ıjums un ekvivalences tipa predikāts. Attēlojuma
kodols. Faktorkopa, Neteres pirmā izomrfisma teorēma attēlojumiem.

1.1. Attēlojumi un operācijas

Att̄ıst̄ıtas teorijas pamatiez̄ıme ir ”spēles noteikumu” fiksēšana. Tāpēc
rodas uzdevums veidot teoriju ar vislielāko rūp̄ıbu un loǧisko precizitāti. Tie
apgalvojumi, kurus izmanto kaut kādā pierād̄ıjumā, ar̄ı paši prasa pierād̄ıju-
mu ar kādu agrāku apgalvojumu pal̄ıdz̄ıbu, savukārt agrākie apgalvojumi
ar̄ı jāpierāda, utt. Kurā vietā šai spriedumu ķēdei būs gals (prec̄ızāk —
sākums)? Tāda vispār nav. Kāda ir izeja no aprakst̄ıtā šķietami bezcer̄ıgā
stāvokļa? Matemātiķi šo ”Gordija mezglu” nav atrais̄ıjuši, bet vienkārši
pārcirtuši. Proti, kādā vietā spriedumu ķēdē daži apgalvojumi tiek akceptēti
bez pierād̄ıjuma. Tos sauc par aksiomām.

L̄ıdz̄ıga situācija ir ar jēdzieniem. Katrā defin̄ıcijā jaunais jēdziens tiek
konstruēts ar citu jēdzienu pal̄ıdz̄ıbu. Tā rezultātā katra defin̄ıcija saistās
ar citām, kuras definētos jēdzienus, kas apskatāmajā defin̄ıcijā tiek uzskat̄ıti
par zināmiem. Piemēram, par taisnes nogriezni sauc taisnes daļu, kas atrodas
starp diviem punktiem. Bet kā definēt jēdzienus ”taisne” un ”starp”? Tātad
defin̄ıcijas veido tādu pašu bezgal̄ıgu virkni kā pierād̄ıjumi. Tādēļ dažus jē-
dzienus izvēlas bez defin̄ıcijas. Tos sauc par pamatjēdzieniem jeb sākotnējiem
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jēdzieniem. Pārējos (definētos) jēdzienus sauc par atvasinātiem jēdzieniem.
Pamatjēdzienu un aksiomu izvēles pamatot̄ıba daudzējādā ziņā ir ārpus mate-
mātikas. Te jābalstās gan uz filozofiju, praksi, gan zinātnes metodoloǧiju.
Matemātikas sistematizācija deviņpadsmitā gadsimta beigu posmā ļāva se-
cināt, ka viens no perspekt̄ıvākajiem pamatjēdzieniem matemātikā ir kopas
jēdziens. To var izvēlēties par vien̄ıgo pamatjēdzienu visā matemātikā.

Kopu {{x}, {x, y}} sauc par elementu x ∈ X un y ∈ Y sakārtotu pāri un
lieto apz̄ımējumu (x, y) vai 〈x, y〉. Pāri ((x1, x2, . . . , xn−1), xn), kur ∀i ∈ 1, n
(xi ∈ Ai) sauc par n-dimensionālu kortežu pār kopām A1, A2, . . . , An. Turp-
māk n-dimensionāla korteža apz̄ımēšanai lietosim pierakstu (x1, x2, . . . , xn).
Par kopu A1, A2, . . . , An Dekarta reizinājumu sauc visu n-dimensionālo korte-
žu kopu pār kopām A1, A2, . . . , An, t.i.,

A1 × A2 × . . .× An ↽ {(x1, x2, . . . , xn) | ∀i ∈ 1, n (xi ∈ Ai)}.
Ja A = A1 = A2 = . . . = An, tad lieto ar̄ı pierakstu An ↽ A1×A2× . . .×An.
Kopas A1×A2× . . .×An apakškopu % mēdz saukt ar̄ı par n-viet̄ıgu attieksmi
(attiec̄ıbu, predikātu), kas definēta kopā A1 × A2 × . . . × An. Šai situācijā
kopu Ai, i ∈ 1, n, sauc par attieksmes % i-to projekciju un lieto apz̄ımējumu
Ai = pri%.

Trijnieku f = 〈X,Y, F 〉, kur F ⊆ X×Y sauc par attēlojumu jeb funkciju,
ja visiem kopas F elementiem (x, y), (x, z) ir spēkā vienād̄ıba y = z. Kopu
X sauc par attēlojuma f starta jeb izejas kopu, Y — par finǐsa jeb ieejas
kopu, F sauc par grafiku. Ja (x, y) ∈ F , tad lieto pierakstu f(x) = y jeb

f : x 7→ y. Vispār̄ıgs pieraksts f : X (→ Y (lieto ar̄ı pierakstu X
f

(→ Y )
norāda, ka f ir attēlojums ar starta kopu X un finǐsa kopu Y .

Kopu
Dom(f) ↽ {x | ∃y ∈ Y (f : x 7→ y)}

sauc par attēlojuma f : X (→ Y defin̄ıcijas apgabalu. Savukārt kopu

Ran(f) ↽ {y | ∃x ∈ X (f : x 7→ y)}
sauc par attēlojuma f vērt̄ıbu apgabalu. Attēlojumu f : X (→ Y sauc par
visur definētu attēlojumu, ja Dom(f) = X. Šai gad̄ıjumā mēdz lietot vienu
no apz̄ımējumiem

f : X → Y vai X
f→ Y.

Pretējā gad̄ıjumā attēlojumu f : X (→ Y sauc par daļēji definētu, proti, ja

∃x ∈ X x /∈ Dom(f).
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Visur definētu attēlojumu g : X1 × X2 × . . . × Xn → Xn+1 sauc ar̄ı par
n-viet̄ıgu algebrisku operāciju. Šai situācijā kopu Xi, i ∈ 1, n + 1, sauc par
operācijas g i-to projekciju un lieto apz̄ımējumu Xi = prig.

1.1.1. Piemērs. Saskait̄ı̌sana (+) un reizināšana (·) ir divviet̄ıgas al-
gebriskas operācijas reālo skaitļu kopā R, taču dal̄ı̌sana (:) nav algebriska
operācija reālo skaitļu kopā R.

Mūsdienās termins ”algebriska operācija” tiek lietots ar̄ı vispār̄ıgākās
situācijās. Tā rezultātā atšķir̄ıba starp attēlojumu un algebrisku operāciju ir
nosac̄ıta un bieži saist̄ıta ar attiec̄ıgās matemātikas nozares trad̄ıcijām.

Turpmāk, ja tas netiks speciāli atrunāts, tad visi lietotie attēlojumi būs
visur definēti attēlojumi.

1.2. Attēlojumu kompoz̄ıcija

1.2.1. Defin̄ıcija. Ja f : X (→ Y un g : Z (→ W ir funkcijas, tad
funkciju h : X (→ W , kas definēta ar nosac̄ıjumu:

∀x ∈ X h(x) = g(f(x)),

sauc par funkciju f un g kompoz̄ıciju (superpoz̄ıciju jeb saliktu funkciju) un
apz̄ımē g ◦ f .

Tātad funkciju kompoz̄ıcija g ◦ f ir trijnieks (X, W,H), kur

H = { (x,w) | ∃y ∈ Y ∩ Z ( f : x 7→ y ∧ g : y 7→ w ) }.
Br̄ıdinājums. (i) Dažkārt funkciju kompoz̄ıcijas g ◦f apz̄ımēšanai mēdz

lietot pierakstu fg vai ar̄ı pierakstu (fg). Šai gad̄ıjumā parasti pieraksta
h(x) vietā lieto pierakstu xh vai ar̄ı pierakstu (x)h. Tā rezultātā

xh = h(x) = g(f(x)) = (g ◦ f)(x) = x(fg).

Savukārt
(xf)g = f(x)g = g(f(x)) = h(x) = xh.

Esam pierād̄ıjuši vienād̄ıbu x(fg) = (xf)g.
(ii) Tā kā simbolu ◦ moduļu teorijā parasti lieto citiem mērķiem, tad

situācijās, kad varētu rasties šaubas, mēs pieraksta g ◦ f vietā lietosim pie-

rakstu g
a· f .
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1.2.2. Piemērs. Ja f : R (→ R un g : R (→ R ir reāla argumenta
funkcijas, kur

f(x) = 6
√

x un g(x) = cos3 x,

tad
(g ◦ f)(x) = g(f(x)) = cos3(6

√
x),

bet
(f ◦ g)(x) = f(g(x)) = 6

√
cos3 x.

Tātad vispār̄ıgā gad̄ıjumā f ◦ g 6= g ◦ f .

1.2.3. Apgalvojums. Ja f : X1 (→ Y1, g : X2 (→ Y2 un
h : X3 (→ Y3 ir funkcijas, tad (fg)h = f(gh).

2 No (fg)h un f(gh) defin̄ıcijas izriet, ka

(fg)h : X1 (→ Y3 un f(gh) : X1 (→ Y3,

t.i., š̄ım funkcijām ir vienas un tās pašas gan starta, gan finǐsa kopas. Savukārt
vienād̄ıbas

x((fg)h) = (x(fg))h = ((xf)g)h = h(g(f(x))),

x(f(gh)) = (xf)(gh) = ((xf)g)h = h(g(f(x)))

demonstrē, ka š̄ım funkcijām sakr̄ıt ar̄ı grafiki.

1.2.4. Apgalvojums. Funkciju f1, f2, . . . , fn kompoz̄ıcija jebkuram iekavu
izvietojumam definē vienu un to pašu funkciju.

2 Pieņemsim, ka f ↽ f1(f2(. . . (fn−1fn) . . .)). Ja n = 1 vai n = 2, tad
f1, f1f2 nesatur iekavas, un šai situācijā apgalvojums ir spēkā. Ja n = 3, tad
tas ir iepriekšējais apgalvojums.

Tālākais pierād̄ıjums indukt̄ıvs, pieņemot, ka apgalvojums ir spēkā, ja
reizinātāju skaits ir mazāks par n. Apskat̄ısim kompozic̄ıju f1f2 . . . fn izdalot
iekavas pēdējiem diviem reizinātājam. Iespējami šādi varianti:

g1 ↽ f1(f2 . . . fn),

g2 ↽ (f1f2)(f3 . . . fn),

. . . . . . . .

gn−1 ↽ (f1 . . . fn−1)fn.
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Mēs pieņemam, ka iekavu iekšpusē, ja reizinātāju skaits ir lielāks par 2, ir
fiksēts konkrēts iekavu izvietojums. Tā kā saskaņā ar indukcijas pieņēmumu
kompoz̄ıcija

f2f3 . . . fn

nav atkar̄ıga no iekavu izvietojuma, tad g1 = f .
Pieņemsim, ka jau pierād̄ıtas vienād̄ıbas

f = g1 = . . . = gi−1,

tad

gi−1 = (f1 . . . fi−1)(fifi+1 . . . fn)

= (f1 . . . fi−1)(fi(fi+1 . . . fn))
A1.2.3
= ((f1 . . . fi−1)fi)(fi+1 . . . fn)

= (f1 . . . fi)(fi+1 . . . fn) = gi.

Esam parād̄ıjuši, ka gi−1 = gi. Balstoties uz indukcijas pieņēmumu tagad
varam secināt gi = g1 = f .

1.3. Sirjekcijas un injekcijas

Attēlojumu f : X (→ Y sauc par sirjekciju un lieto apz̄ımējumu
f : X ³ Y , ja Ran(f) = Y . Attēlojumu f sauc par injekciju un lieto
apz̄ımējumu f : X ↪→ Y , ja dažādiem elementiem x1, x2 atbilst dažādi y1, y2,
t.i.,

∀(x1, x2) ∈ X2 [x1 6= x2 ⇒ f(x1) 6= f(x2)].

Ja algebriska operācija h : X → Y ir gan sirjekcija, gan injekcija, tad to sauc
par bijekciju.

1.3.1. Piemēri. Attēlojums IA : A → A : x 7→ x ir bijekcija. Turpmāk,
lai atslogotu apz̄ımējumus, ja no konteksta būs noprotama kopa A vai ar̄ı tās
daba nebūs būtiska, mēs attēlojumam IA lietosim ar̄ı pierakstu I.

Funkcija
f : R→ R, f(x) = x3 + 1
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1.1. z̄ım.: Funkcijas y = bxc grafiks.

ir visur definēta, tā ir gan sirjekcija, gan injekcija, tāpēc bijekcija, taču

f : R→ R, f(x) = bxc
kaut ar̄ı ir visur definēta funkcija nav nedz sirjekcija, nedz injekcija (skat̄ıt
1.1. z̄ım.). Vēlāk, runājot par inversajām funkcijām, mēs konstatēsim, ka
injekcijas ir tās ”labās” funkcijas, kurām var meklēt inversās funkcijas.

1.3.2. Apgalvojums. Visur definēts attēlojums f : B → C ir injekcija
tad un tikai tad, ja jebkuriem attēlojumiem

g : A (→ B, h : A (→ B

no vienād̄ıbas
gf = hf seko g = h.

2 ⇒ Pieņemsim, ka x ∈ A, tad

(xg)f = x(gf) = x(hf) = (xh)f.

No šejienes
x ∈ Dom(g) ⇔ x ∈ Dom(h),

jo f : B → C ir visur definēts attēlojums. Tā kā f ir injekcija, tad xg = xh,
tātad g = h.
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⇐ Pieņemsim, ka jebkuriem attēlojumiem

g : A (→ B, h : A (→ B

izpildās nosac̄ıjums:
gf = hf ⇒ g = h,

taču f nav injekcija. Ja reiz tā, tad

∃a ∈ B∃b ∈ B(a 6= b ∧ af = bf).

Tagad definēsim attēlojumus g un h:

g : B → B : x 7→ a,

h : B → B : x 7→ b.

Šai situācijā

x(gf) = (xg)f = af = bf = (xh)f = x(hf).

Tātad gf = hf , un tāpēc g = h. Pretruna, jo

xg = a 6= b = xh.

1.3.3. Apgalvojums. Attēlojums f : A (→ B ir sirjekcija tad un tikai
tad, ja jebkuriem attēlojumiem

g : B (→ C, h : B (→ C

no vienād̄ıbas
fg = fh seko g = h.

2 ⇒ Pieņemsim, ka fg = fh. Ja reiz dots, ka f ir sirjekcija, tad

∀b ∈ B ∃a ∈ A af = b,

un tāpēc
bg = (af)g = a(fg) = a(fh) = (af)h = bh.

No šejienes
b ∈ Dom(g) ⇔ b ∈ Dom(h).

Tā rezultātā g = h.
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⇐ Pieņemsim, ka jebkuriem attēlojumiem

g : B (→ C, h : B (→ C

izpildās nosac̄ıjums:
fg = fh ⇒ g = h,

taču f nav sirjekcija. Saprotams, ka Dom(f) 6= ∅, citādi neizpildās no-
sac̄ıjums: fg = fh ⇒ g = h. Ja reiz tā, tad

∃b ∈ B ∀x ∈ A xf 6= b.

Nofiksējam a ∈ Dom(f), tad b 6= af ⇁ b0. Definējam attēlojumu

xg ↽

{
x, ja x 6= b;
b0, ja x = b.

Tā kā b 6= b0, tad g 6= IB.
Mēs jau konstatējām, ka ∀x ∈ A xf 6= b, tāpēc

(xf)g = (xf)IB.

No šejienes
x(fg) = (xf)g = (xf)IB = x(fIB),

t.i., fg = fIB. Tas ļauj secināt, ka g = IB. Pretruna!

1.3.4. Apgalvojums. Injekt̄ıvu attēlojumu kompoz̄ıcija ir injekt̄ıvs at-
tēlojums.

2 Pieņemsim, ka f : A (→ B, g : C (→ D ir injekt̄ıvi attēlojumi.
Ja Dom(fg) = ∅, tad nekas nav jāpierāda, tādēļ pieņemsim, ka x, y ∈
Dom(fg) 6= ∅ un x 6= y. Ja reiz x, y ∈ Dom(fg), tad x, y ∈ Dom(f).

Tā kā f ir injekcija, tad xf 6= yf . Savukārt ar̄ı g ir injekcija, tāpēc
x(fg) = (xf)g 6= (yf)g = y(fg).

1.3.5. Apgalvojums. Ja f : A → B un g : B → C ir visur definēti
attēlojumi, tad fg : A → C ir visur definēts attēlojums.

2 Pieņemsim, ka x ∈ A. Tā kā f ir visur definēts attēlojums, tad x ∈
Dom(f) un xf ∈ Ran(f) ⊆ B. Attēlojums g ar̄ı ir visur definēts, tāpēc
xf ∈ Dom(g) un (xf)g ∈ Ran(g) ⊆ C.

Tagad ņemam vērā, ka (xf)g = x(fg). Tā rezultātā x ∈ Dom(fg).
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1.3.6. Apgalvojums. Ja f : A (→ B un g : B (→ C ir sirjekcijas,
tad fg : A (→ C ar̄ı ir sirjekcija.

2 Pieņemsim, ka z ∈ C, tad eksistē tāds y ∈ B, ka yg = z, jo

g : B (→ C

ir sirjekcija. Tā kā f : A (→ B ir sirjekcija, tad eksistē tāds x ∈ A, ka
xf = y. Tā rezultātā x(fg) = (xf)g = yg = z. Tātad fg : A (→ C ar̄ı ir
sirjekcija.

1.3.7. Apgalvojums. Ja f : A → B un g : B → C ir bijekcijas, tad
fg : A → C ir bijekcija.

2 Pieņemsim, ka f : A → B un g : B → C ir bijekcijas. Saskaņā ar
Apgalvojumu 1.3.4 fg : A → C ir injekcija. Savukārt Apgalvojums 1.3.6
ļauj secināt, ka fg : A → C ir sirjekcija. Tātad fg : A → C ir bijekcija.

1.4. Inversais attēlojums

Viens no veidiem, kā palielināt paz̄ıstamo funkciju skaitu, ir apskat̄ıt tā
saucamās inversās jeb apvērstās funkcijas. Ideja ir šāda. Funkcija f piekārto
elementam x0 no defin̄ıcijas apgabala Dom(f) vienu vērt̄ıbu y0 no funkcijas f
vērt̄ıbu apgabala Ran(f). Ja mums ir palaimējies, tad eksistē inversā funkcija
f−1, t.i., katram y no Ran(f) pretējā ceļā var atrast to x no Dom(f), ka
f(x) = y; f−1 defin̄ıcijas apgabals ir Ran(f), bet vērt̄ıbu apgabals ir Dom(f).

1.4.1. Piemēri.

Ja y = 3x, tad x = f−1(y) =
1

3
y;

ja y = x3 − 1, tad x = 3
√

y + 1.

Pieņemsim, ka F ir funkcijas f : X (→ Y grafiks, tad

F−1
↽ { (y, x) | (x, y) ∈ F }.

1.4.2. Defin̄ıcija. Trijnieku f−1 = (Y,X, F−1) sauc par funkcijas
f : X (→ Y inverso jeb apvērsto funkciju, ja f−1 ir funkcija.
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1.4.3. Apgalvojums. Ja funkcijai f eksistē inversā funkcija f−1, tad
funkcijai f−1 ar̄ı eksistē inversā funkcija un (f−1)−1 = f .

2 Ja reiz funkcijai f = (X, Y, F ) eksistē inversā funkcija, tad trijnieks
f−1 = (Y,X, F−1) ir funkcija, un tādēļ ir jēga runāt par inversās funkcijas
f−1 inverso funkciju

(f−1)−1 = (X, Y, (F−1)−1).

Tā kā (x, y) ∈ F ⇔ (y, x) ∈ F−1, tad

(F−1)−1 = { (x, y) | (y, x) ∈ F−1 } = { (x, y) | (x, y) ∈ F } = F .

L̄ıdz ar to (f−1)−1 = (X,Y, (F−1)−1) = (X, Y, F ) = f .

1.4.4. Apgalvojums. Ja funkcijai f eksistē inversā funkcija f−1, tad
(i) ∀x ∈ Dom(f) [ (f−1 ◦ f)(x) = x ] un
(ii) ∀y ∈ Ran(f) [ (f ◦ f−1)(y) = y ] .

2 Pieņemsim, ka f = (X,Y, F ), tad f−1 = (Y,X, F−1), kur

F−1 = { (y, x) | (x, y) ∈ F }.
(i) Pieņemsim, ka x ∈ Dom(f), tad (x, f(x)) ∈ F ∧ (f(x), x) ∈ F−1 .

No šejienes (f−1 ◦ f)(x) = f−1(f(x)) = x .
(ii) Pieņemsim, ka y ∈ Ran(f), tad ∃x ∈ X [ (x, y) ∈ F ] ,

tāpēc (y, x) ∈ F−1. No šejienes (f ◦ f−1)(y) = f(f−1(y)) = f(x) = y .

Taču ne katrai funkcijai eksistē inversā funkcija. Piemēram, y = x2 vai
y = sin x. Būtisks kritērijs, lai funkcijai eksistētu inversā, ir šāds.

1.4.5. Teorēma. Funkcijai f eksistē inversā funkcija f−1 tad un tikai
tad, ja f ir injekcija.

2 ⇒ Pieņemsim, ka funkcijai f = (X,Y, F ) eksistē inversā funkcija
f−1 = (Y, X, F−1), tad F−1 = { (y, x) | (x, y) ∈ F }. Tā kā f−1 ir funkcija,
tad [ 2.7. defin̄ıcija ]

∀(y1, x1) ∈ F−1 ∀(y2, x2) ∈ F−1 [ y1 = y2 ⇒ x1 = x2 ]. (1.1)

Pieņemsim, ka funkcija f nav injekcija, tad

∃u1 ∃u2 ∃v [ u1 6= u2 ∧ (u1, v) ∈ F ∧ (u2, v) ∈ F ].
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Tas noz̄ımē, ka (v, u1) ∈ F−1 un (v, u2) ∈ F−1, kas ir pretrunā ar (1.1).
Tātad pieņēmums, ka f nav injekcija ir bijis kļūdains.

⇐ Pieņemsim, ka f = (X,Y, F ) ir injekcija, tad saskaņā ar 1.4.2. defin̄ı-
ciju atliek pierād̄ıt, ka f−1 = (Y, X, F−1) ir funkcija. Tas noz̄ımē, ka mums
jāprot pierād̄ıt nosac̄ıjums (2.1) jeb ekvivalentā formā

∀(x1, y1) ∈ F ∀(x2, y2) ∈ F [ x1 6= x2 ⇒ y1 6= y2 ].

Bet tas taču nav nekas cits, kā apgalvojums, ka f ir injekcija. Tā kā f
saskaņā ar doto ir injekcija, tad tas ar̄ı ir viss pierād̄ıjums.

1.4.6. Apgalvojums. Ja f : A (→ B un g : B (→ A ir attēlojumi,
kuriem spēkā vienād̄ıbas

fg = IA un gf = IB,

tad f un g ir bijekcijas un g = f−1.

2 (i) Tā kā fg = IA, tad Dom(f) = A t.i., f ir visur definēts attēlojums.
L̄ıdz̄ıgi, g ir visur definēts attēlojums.

(ii) Tā kā gf = IB un attēlojuma f finǐsa kopa ir B, tad f ir sirjekcija.
L̄ıdz̄ıgi, g ir sirjekcija.

(iii) Pieņemsim, ka b 6= y ir kopas B elementi, tad

∃a ∈ A af = b ∧ ∃x ∈ A xf = y,

jo f ir sirjekcija. Tā kā b 6= y, tad a 6= x, jo f ir attēlojums.
Ņemam vērā, ka gf = IB, tāpēc

bg = afg = a 6= x = xfg = yg.

Tātad g ir injekcija. L̄ıdz̄ıgi, f ir injekcija.
(iv) Iepriekš izklāst̄ıtais punktos (i)–(iii) pamato, ka f un g ir bijekcijas.
(v) Pieņemsim, ka F ir attēlojuma f grafiks, tad

(x, y) ∈ F ⇔ xf = y.

No šejienes x = xIA = xfg = yg. Tātad (y, x) ∈ G — attēlojuma g grafikam.
Tas noz̄ımē, ka F−1 ⊆ G.

Pieņemsim, ka (b, a) ∈ G, tad bg = a. No šejienes b = bIB = bgf = af ,
t.i., (a, b) ∈ F , un tāpēc (b, a) ∈ F−1. L̄ıdz ar to G ⊆ F−1.
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Visu savelkot kopā: F−1 = G. Tā rezultātā

f−1 = 〈B, A, F−1〉 = 〈B, A,G〉 = g.

Tātad f−1 = g.

1.4.7. Apgalvojums. Ja f : A → B ir bijekcija, tad

ff−1 = IA un f−1f = IB.

2 Tā kā f ir bijekcija, tad (Teorēma 1.4.5) tai eksistē inversais attēlojums
f−1. Tagad atliek tikai atsaukties uz Apgalvojumu 1.4.4.

1.5. Substitūcijas

1.5.1. Defin̄ıcija. Bijekt̄ıvu attēlojumu f : A → A sauc par kopas A
substitūciju.

Visu kopas A substitūciju veidoto kopu apz̄ımēsim ar S(A). Ja A = 1, n, tad
S(1, n) vietā parasti lieto pierakstu Sn. Uzskatāmi kopas 1, n substitūcijas
σ reprezentē ar 2× n matricām

σ =

(
1 2 . . . n

σ(1) σ(2) . . . σ(n)

)
,

piln̄ıbā uzrādot visus elementu 1, 2, . . . , n attēlus

σ :
1 2 . . . n
↓̄ ↓̄ . . . ↓̄

σ(1) σ(2) . . . σ(n)
.

1.5.2. Piemērs.

Ja

σ =

(
1 2 3 4
3 1 2 4

)
, τ =

(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
, tad

στ =

(
1 2 3 4
3 1 2 4

)(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
=

1 2 3 4
↓̄ ↓̄ ↓̄ ↓̄
3 1 2 4
↓̄ ↓̄ ↓̄ ↓̄
1 3 4 2

=

(
1 2 3 4
1 3 4 2

)
.



1.6. KOPAS SADAL̄ıJUMS 20

Turpret̄ı

τσ =

(
1 2 3 4
3 4 1 2

) (
1 2 3 4
3 1 2 4

)
=

(
1 2 3 4
2 4 3 1

)
.

Tātad στ 6= τσ.

1.6. Kopas sadal̄ıjums

Terminu kopu saime {Ai | i ∈ I} mēs lietosim kā ekvivalentu apgalvoju-
mam: kopas {Ai | i ∈ I} elementi ir kopas Ai. Kopu saimi {Ai | i ∈ I} sauc
par gal̄ıgu, ja I ir gal̄ıga kopa vai ar̄ı tā ir tukša kopa. Saimi {Ai | i ∈ I} sauc
par sanumurējamu, ja I ir sanumurējama, gal̄ıga vai tukša kopa. Turpmāk,
lai atslogotu apz̄ımējumus, ja no konteksta būs noprotama indeksu kopa I
vai ar̄ı tās daba nebūs būtiska, mēs lietosim pierakstu

{Ai} ↽ {Ai | i ∈ I}.

1.6.1. Defin̄ıcija. Kopu saimi {Ai} sauc par kopas A sadal̄ıjumu, ja

• ∀i (Ai 6= ∅ ∧ Ai ⊆ A);

• ∀a ∈ A ∃!i a ∈ Ai.

Kopas Ai sauc par sadal̄ıjuma {Ai} blakusklasēm. Blakusklasi, kas sa-
tur elementu a apz̄ımē ar [a]{Ai}. Elementu a ∈ Aj šai gad̄ıjumā sauc par
blakusklasesAj pārstāvi. Ja no konteksta skaidrs, kurš sadal̄ıjums ir padomā,
tad lieto ı̄sāku apz̄ımējumu [a]. Kopu

A/{Ai} ↽ {Ai}

šai situācijā sauc par kopas A faktorkopu pēc sadal̄ıjuma {Ai}. Kā redzams
{Ai} un A/{Ai} ir viena un tā pati kopa, tikai vienā gad̄ıjumā runā par kopu
saimi, bet otrā — par kopu, kuras elementi ir blakusklases.

1.6.2. Defin̄ıcija. Attēlojumu π : A → A/{Ai}, kas katram kopas A
elementam a piekārto blakusklasi [a] sauc par dab̄ıgo attēlojumu.

1.6.3. Sekas. Kopas A dab̄ıgais attēlojums ir sirjekcija.
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2 Katra blakusklase satur kādu kopas A elementu.

1.6.4. Piemēri. (i) Kopu saime {Z0, Z1}, kur

Z0 ↽ {pārskaitļi}, Z1 ↽ {nepārskaitļi}, ir veselo skaitļu kopas Z sadal̄ıjums.
Savukārt

π(x) ↽

{
Z0, ja x ir pārskaitlis;
Z1, ja x ir nepārskaitlis

ir š̄ı sadal̄ıjuma dab̄ıgais attēlojums.
(ii) Kopu saime {Nα |α ≥ 0}, kur

N0 ↽ {0}, ∀α > 0 Nα ↽ {α,−α},
ir reālo skaitļu kopas R sadal̄ıjums. Savukārt

π(x) ↽

{ {0}, ja x = 0;
{x,−x}, ja x 6= 0

ir š̄ı sadal̄ıjuma dab̄ıgais attēlojums.
(iii) Pieņemsim, ka ϕ : A ³ B ir sirjekcija, tad kopu saime {Ab | b ∈ B},

kur Ab ↽ {a ∈ A |ϕ(a) = b}, ir kopas A sadal̄ıjums.
2 (i) Ja reiz ϕ : A ³ B ir sirjekcija, tad ∀b ∈ B Ab 6= ∅.
(ii) Kopas Ab elementi ir ar̄ı kopas A elementi, tāpēc Ab ⊆ A.
(iii) Tā ka ∀x ∈ A ∃!y ∈ B ϕ(x) = y, tad ∀x ∈ A ∃!b x ∈ Ab.
Še mēs pārskait̄ıjām visas sadal̄ıjuma ı̄paš̄ıbas un konstatējām, ka kopu

saimei {Ab | b ∈ B} tās visas piemı̄t.

1.6.5. Defin̄ıcija. Kopā K definētu divviet̄ıgu attiec̄ıbu E ⊆ K2 sauc
par:
(i) refleks̄ıvu, ja ∀x ∈ K (x, x) ∈ E;
(ii) simetrisku, ja ∀x ∈ K ∀y ∈ K [ (x, y) ∈ E ⇒ (y, x) ∈ E ];
(iii) transit̄ıvu, ja ∀x ∈ K ∀y ∈ K ∀z ∈ K [ (x, y) ∈ E ∧ (y, z) ∈ E ⇒
(x, z) ∈ E ].

Kopā K definētu attiec̄ıbu E sauc par ekvivalences tipa predikātu, ja tā
ir gan refleks̄ıva, gan simetriska, gan transit̄ıva. Parasti, ja E ir ekvivalences
tipa predikāts, tad tā vietā, lai rakst̄ıtu (x, y) ∈ E lieto pierakstu x ≡E y.
Ja no konteksta ir noprotams konkrēts ekvivalences tipa predikāts vai ar̄ı
tā specifiskās ı̄paš̄ıbas nav būtiskas, tad pieraksta x ≡E y vietā mēdz lietot
pierakstu x ≡ y.
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1.6.6. Apgalvojums. Katrs kopas A sadal̄ıjums {Ai | i ∈ I} kopā A
definē ekvivalences tipa predikātu

E ↽ {(x, y) | ∃i ∈ I (x ∈ Ai ∧ y ∈ Ai)}.

2 (i) ∀x ∈ A (x, x) ∈ E, jo {Ai | i ∈ I} ir kopas A sadal̄ıjums; tāpēc

∀x ∈ A ∃i ∈ I (x ∈ Ai ∧ x ∈ Ai).

(ii) ∀x ∈ A ∀y ∈ A [ (x, y) ∈ E ⇒ (y, x) ∈ E ], jo vienmēr ir patiesa
implikācija

∃i ∈ I (x ∈ Ai ∧ y ∈ Ai) ⇒ ∃i ∈ I (y ∈ Ai ∧ x ∈ Ai).

(iii) Vispirms ņemam vērā:

ja y ∈ Ai un y ∈ Aj, tad i = j,

jo {Ai | i ∈ I} ir kopas A sadal̄ıjums. Tātad

∃i ∈ I (x ∈ Ai ∧ y ∈ Ai) ∧ ∃j ∈ I (y ∈ Aj ∧ z ∈ Aj)

⇒ ∃k ∈ I (x ∈ Ak ∧ z ∈ Ak).

L̄ıdz ar to ∀x ∈ A ∀y ∈ A ∀z ∈ A [ (x, y) ∈ E ∧ (y, z) ∈ E ⇒ (x, z) ∈ E ].

Še mēs sec̄ıgi pārskait̄ıjām visas ekvivalences tipa predikāta ı̄paš̄ıbas un
konstatējām, ka attiec̄ıbai E tās visas piemı̄t.

Mūsu tuvākais mērķis pierād̄ıt š̄ı apgalvojuma apgriezto apgalvojumu,
taču šim nolūkam mums nepieciešama izvēles aksioma. Pieņemsim, ka dota
patvaļ̄ıgi fiksēta kopa M un š̄ıs kopas visu apakškopu kopa

P(M) ↽ {A |A ⊆ M}.
Izvēles aksioma. Katrai netukšai kopai M eksistē tāds kopas P(M)

attēlojums ϕ kopā M, ka izpildās nosac̄ıjums:

∅ 6= A ⊆ M ⇒ ϕ(A) ∈ A.

1.6.7. Apgalvojums. Katram kopā A definētam ekvivalences tipa pre-
dikātam ≡ eksistē tāds kopas A sadal̄ıjums {Ai | i ∈ I}, ka

∀x ∈ A ∀y ∈ A [x ≡ y ⇔ ∃i ∈ I (x ∈ Ai ∧ y ∈ Ai)].
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2 Katram kopas A elementam x definējam kopu

[x] ↽ {y ∈ A | x ≡ y}.

(i) Parād̄ısim: ja [x] ∩ [y] 6= ∅, tad [x] = [y].
Pieņemsim, ka a ∈ [x] ∩ [y] un b ∈ [x], tad b ≡ a un a ≡ y, tāpēc b ≡ y,

jo ≡ ir transit̄ıva attiec̄ıba. Tātad [x] ⊆ [y].
L̄ıdz̄ıgi secināms, ka [y] ⊆ [x]. L̄ıdz ar to [x] = [y].
(ii) Saskaņā ar izvēles aksiomu eksistē attēlojums ϕ : P(A) → A ar

ı̄paš̄ıbu
∅ 6= K ⊆ A ⇒ ϕ(K) ∈ K.

Definējam kopu
I ↽ {ϕ(K) | [ϕ(K)] = K}.

Pieņemsim, ka i ∈ I, tad eksistē tāda kopa K ⊆ A, ka i = ϕ(K) un
[ϕ(K)] = K. No šejienes [i] = [ϕ(K)] = K. Tātad i = ϕ(K) = ϕ([i]).

(iii) Izrādās, ka { [i] | i ∈ I } ir meklētais kopas A sadal̄ıjums.

• Vispirms parād̄ısim, ka ∀i ∈ I ([i] 6= ∅ ∧ [i] ⊆ A).

Ja reiz i ∈ I, tad ∃K ⊆ A i = ϕ(K). Tā kā ϕ : P(A) → A, tad
ϕ(K) ∈ A; tāpēc ϕ(K) ∈ [ϕ(K)] 6= ∅, turklāt, saskaņā ar [ϕ(K)] defin̄ıciju
[ϕ(K)] ⊆ A.

• Tagad parād̄ısim, ka ∀a ∈ A ∃!i ∈ I a ∈ [i].

Pieņemsim, ka a ∈ A, tad a ∈ [a]. Saskaņā ar ϕ defin̄ıciju ϕ([a]) ∈ [a].
Tas ļauj secināt (skat̄ıt pierād̄ıjuma punktu (i)), ka [ϕ([a])] = [a]. Tātad, ja
i = ϕ([a]), tad i ∈ I un a ∈ [i].

Pieņemsim, ka j ∈ I un a ∈ [j], tad (skat̄ıt pierād̄ıjuma punktu (i))
[j] = [a] = [i]. Tā rezultātā (skat̄ıt (ii)) j = ϕ([j]) = ϕ([i]) = i.

Še mēs pārskait̄ıjām visas kopas A sadal̄ıjuma ı̄paš̄ıbas un konstatējām,
ka kopu saimei { [i] | i ∈ I } tās visas piemı̄t.

• Pieņemsim, ka x un y ir kopas A elementi, un x ≡ y, tad ∃i ∈ I x ∈ [i].
Tā kā x ≡ y, tad ar̄ı y ∈ [i].

• Pieņemsim, ka eksistē tāds i ∈ I, ka x ∈ [i] un y ∈ [i], tad saskaņā ar
blakusklases [i] defin̄ıciju x ≡ y.
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L̄ıdz ar to apgalvojums pierād̄ıts piln̄ıbā.

1.6.8. Vingrinājumi. (i) Pierād̄ıt, ka katram kopā A definētam ekvi-
valences tipa predikātam ≡ eksistē viens vien̄ıgs kopas A sadal̄ıjums {Ai},
kas apmierina nosac̄ıjumu:

∀x ∈ A ∀y ∈ A [x ≡ y ⇔ ∃i (x ∈ Ai ∧ y ∈ Ai)]. (1.2)

(ii) Pierād̄ıt, ka katram kopas A sadal̄ıjumam {Ai} eksistē viens vien̄ıgs
kopā A definēts ekvivalences tipa predikātam ≡, kas apmierina nosac̄ıjumu
(1.2). Šai gad̄ıjumā saka, ka ekvivalences tipa predikāts ≡ atbilst kopas A
sadal̄ıjumam {Ai}

Pieņemsim, ka ≡ ir kopā A definēts ekvivalences tipa predikāts. Mēs
teiksim, ka kopas A sadal̄ıjums {Ai} atbilst ekvivalences tipa predikātam ≡,
ja tas apmierina nosac̄ıjumu (1.2). Šai situācijā kopu

A/ ≡ ↽ A/{Ai}
sauc par kopas A faktorkopu pēc ekvivalences tipa predikāta ≡.

1.6.9. Defin̄ıcija. Pieņemsim, ka {Ai | i ∈ I} ir kopas A sadal̄ıjums.
Kopu {ai | i ∈ I} sauc par sadal̄ıjuma {Ai | i ∈ I} pilnu pārstāvju sistēmu,
ja ∀i ∈ I ai ∈ Ai.

Ja nerodas pārpratumi, tad lieto ı̄sāku izteiksmes formu, proti, tā vietā,
lai teiktu, ka {ai | i ∈ I} ir sadal̄ıjuma {Ai | i ∈ I} pilna pārstāvju sistēma,
saka: {ai | i ∈ I} ir pilna pārstāvju sistēma.

1.6.10. Apgalvojums. Katram sadal̄ıjumam eksistē pilna pārstāvu sis-
tēma.

2 Pieņemsim, ka {Ai | i ∈ I} ir kopas A sadal̄ıjums. Ja reiz mums
jāpierāda, ka eksistē pilna pārstāvju sistēma {ai | i ∈ I}, tad tas noz̄ımē, ka
jāpierāda, ka eksistē attēlojums

f : I → A ar ı̄paš̄ıbu f(i) ∈ Ai.

Mums dots kopas A sadal̄ıjums {Ai | i ∈ I}. Šis pieraksts noz̄ımē, ka
katram i ∈ I mūsu r̄ıc̄ıbā ir kāda konkrēta kopas A apakškopa Ai. Tātad
dots attēlojums

ψ : I → P(A) : i 7→ Ai.
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Saskaņā ar izvēles aksiomu eksistē attēlojums ϕ : P(A) → A ar ı̄paš̄ıbu

∅ 6= K ⊆ A ⇒ ϕ(K) ∈ K.

No šejienes: mūsu meklētais attēlojums f = ϕ ◦ ψ. Tiešām, ψ(i) = Ai;
savukārt ϕ(Ai) ∈ Ai.

1.6.11. Defin̄ıcija. Pieņemsim, ka sadal̄ıjums {Ai | i ∈ I} atbilst kopā
A definētam ekvivalences tipa predikātam ≡. Kopu {ai | i ∈ I} sauc par pilnu
pārstāvju sistēmu, kas atbilst ekvivalences tipa predikātam ≡, ja

∀i ∈ I ai ∈ Ai.

Ja nerodas pārpratumi, tad lieto ı̄sāku izteiksmes formu, proti, tā vietā,
lai teiktu, ka {ai | i ∈ I} ir pilna pārstāvju sistēma, kas atbilst ekvivalences
tipa predikātam ≡, saka: {ai | i ∈ I} ir ekvivalences pilna pārstāvju sistēma.

1.6.12. Vingrinājums. Katram ekvivalences tipa predikātam eksistē pil-
na pārstāvju sistēma.

1.6.13. Defin̄ıcija. Attiec̄ıbu

Kerf ↽ {(x, y)|f(x) = f(y)}
sauc par attēlojuma f : A → B kodolu.

1.6.14. Vingrinājums. Pierād̄ıt, ka attēlojuma f : A → B kodols ir
kopā A definēts ekvivalences tipa predikāts.

1.6.15. Defin̄ıcija. Attēlojumu π : A → A/Kerf : a 7→ [a] sauc par
attēlojuma f : A → B dab̄ıgo attēlojumu.

Mēs teiksim, ka diagramma

A B

C

....................................................................................................................................................................................................................................................................... ............
f

................................................................................................................................................................................................................................. .........
...

g

..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..............
............

h
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ir komutat̄ıva, ja f = gh; te f : A → B, g : A → C, h : C → B ir
attēlojumi.

1.6.16. Teorēma. Katram attēlojumam f : A → B eksistē viens vien̄ıgs
attēlojums f∗ : A/Kerf → B, kam diagramma

A B

A/Kerf

....................................................................................................................................................................................................................................................................... ............
f

............................................................................................................................................................................................................................ .........
...

π

..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
.....................
............

f∗
(D1)

ir komutat̄ıva; turklāt šis attēlojums f∗ ir injekcija.

2 (i) Definējam attēlojumu f∗ : A/Kerf → B : [a] 7→ af . Parād̄ısim, ka
š̄ı defin̄ıcija ir korekta, proti, ja [x] = [a], tad [x]f∗ = [a]f∗.

Pieņemsim, ka [x] = [a], tad (x, y) ∈ Kerf , t.i., xf = af . No šejienes
[x]f∗ = xf = af = [a]f∗. Tātad f∗ defin̄ıcija ir atkar̄ıga tikai no blakusklases
[a] izvēles, nevis no konkrētā elementa x ∈ [a] izvēles.

(ii) Pieņemsim, ka a ∈ A, tad aπf∗ = (aπ)f∗ = [a]f∗ = af . Tas noz̄ımē,
ka πf∗ = f ; tātad diagramma (D1) ir komutat̄ıva.

(iii) Pieņemsim, ka ϕ : A/Kerf → B ir attēlojums, kam diagramma (D1)
ir komutat̄ıva, proti, πϕ = f , tad

∀a ∈ A [a]ϕ = aπϕ = af = [a]f∗.

Tas demonstrē, ka eksistē tikai viens attēlojums f∗ : A/Kerf → B, kam
diagramma (D1) ir komutat̄ıva.

(iv) Pieņemsim, ka [x] 6= [a], tad x 6= a un xf 6= af . No šejienes

[x]f∗ = xf 6= af = [af ].

Tātad f∗ : A/Kerf → B ir injekcija.



2. nodaļa

PUSGRUPAS

Algebriska sistēma. Grupōıds; Kel̄ı tabula. Neitrālais elements, neitrālā ele-
menta vien̄ıgums grupōıdā. Asociat̄ıva operācija, pusgrupa, piemēri; vispār̄ıgais
asociat̄ıvais likums pusgrupā. Komutat̄ıva operācija, komutat̄ıva (Ābela) pusgru-
pa; vispār̄ıgais komutat̄ıvais likums Ābela pusgrupā. Duālais elements, monōıds,
piemēri, duālā elementa vien̄ıgums monōıdā. Grupa, simetriska grupa. Komu-
tat̄ıva (Ābela) grupa. Pusgrupu homomorfisms, endomorfisms, epimorfisms, mono-
morfisms, izomorfisms, automorfisms. Pusgrupu epimorfisms: neitrālā elementa
attēls, duālā elementa attēls. Apakšpusgrupas, to šķēlums; homomorfisma attēls.
Kongruence, faktorpusgrupa, kanoniskais homomorfisms, homomorfisma kodols,
izomorfisma teorēma. Veidotājkopa, veidotājelements, cikliska pusgrupa, cikls ar
asti, ciklisko pusgrupu klasifikācija.

2.1. Algebriskas sistēmas

2.1.1. Defin̄ıcija. Trijnieku 〈K, O,A〉 sauc par n-sugu algebrisku sis-
tēmu, ja

(i) K = {K1, K2, . . . , Kn}, kur Ki, i ∈ 1, n, ir dažādas netukšas kopas,

(ii) O ir algebrisku operāciju ◦i : X1 × X2 × . . . × Xk(i) → Y kopa, kur

∀j ∈ 1, k(i) (Xj ∈ K), kā ar̄ı Y ∈ K,

(iii) A ir dažādu attiec̄ıbu %i ⊆ X1 × X2 × . . . × Xm(i) kopa, kur

∀j ∈ 1,m(i) (Xj ∈ K),

(iv) ∀i ∈ 1, n [ ∃◦ ∈ O ∃j ( Ki = prj◦) ∨ ∃% ∈ A ∃j (Ki = prj%)].
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Ja kopas O un A ir gal̄ıgas, un nerodas pārpratumi, piemēram,

O = {◦1, ◦2, . . . , ◦k}, A = {%1, %2, . . . , %m},

tad 〈K,O, A〉 vietā lieto pierakstu

〈K1, K2, . . . , Kn; ◦1, ◦2, . . . , ◦k; %1, %2, . . . , %m〉.

Ja O = ∅, tad algebrisko sistēmu sauc par modeli, ja turpret̄ı A = ∅, tad —
par algebru. Šai situācijā 〈K, O,A〉 vietā attiec̄ıgi lieto pierakstu 〈K, A〉 vai
〈K, O〉, vai ar̄ı attiec̄ıgi

〈K1, K2, . . . , Kn; %1, %2, . . . , %m〉 vai 〈K1, K2, . . . , Kn; ◦1, ◦2, . . . , ◦k〉.

2.1.2. Piemērs. Tr̄ıs sugu algebru 〈Q,A, B; ◦, ∗〉 sauc par Mı̄lija maš̄ı-

nu, ja Q,A, B — gal̄ıgas netukšas kopas, Q×A
◦→ Q un Q×A

∗³ B. Kopu
Q sauc par maš̄ınas iekšējo stāvokļu kopu, A un B attiec̄ıgi — par ieejas un
izejas alfabētiem. Kopu A un B elementus sauc par burtiem. Operācijas ◦
un ∗ attiec̄ıgi sauc par pārejas un izejas funkcijām.

Ja no kontesta būs noprotams, cik sugu algebra ir dotā algebra A, tad
mēs lietosim ı̄sāku terminu algebra, tai vietā, lai teiktu: n–sugu algebra. Šai
nodaļā mūs interesēs tikai vienas sugas algebras.

2.2. Grupōıdi

2.2.1. Defin̄ıcija. Algebru 〈G,¯〉 sauc par grupōıdu, ja ¯ ir kopā G
definēta divviet̄ıga operācija.

Parasti lieto ı̄sāku izteiksmes formu. Tai vietā, lai teiktu: pieņemsim, ka
〈G,¯〉 ir grupōıds, mēdz teikt: pieņemsim, ka G ir grupōıds. Tā rezultātā
grupōıdu identificē ar kopu G un saka: kopu G sauc par grupōıdu, ja tajā
definēta divviet̄ıga operācija. Ja nerad̄ısies pārpratumi un no konteksta būs
noprotama operācija ¯ ar̄ı mēs pieturēsimies pie šāda izteiksmes veida.

Bieži pāra (a, b) attēlu a ¯ b sauc par reizinājumu, pašu operāciju sauc
par reizināšanu un operācijas z̄ımi nelieto, t.i., ab ↽ a¯b. Atz̄ımēsim, ka šai
situācijā reizinājumam ab var ar̄ı nebūt nekāda sakara ar tik pierasto skaitļu
reizināšanu.
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Dažkārt termina reizinājums vietā lieto terminu summa. Parasti tad ope-
rācijas a¯b vietā lieto pierakstu a+b. Atkal jāatz̄ımē (l̄ıdz̄ıgi kā reizinājuma
gad̄ıjumā), ka summai a + b var ar̄ı nebūt nekāda sakara ar tik pierasto
skaitļu summu. Saprotams, ka mēdz būt situācijas, kurās lieto ar̄ı citus
apz̄ımējumus, piemēram, a ◦ b, a ∗ b, a#b vai ar̄ı [a, b].

2.2.2. Piemēri. Apskatu sāksim ar tradicionāliem piemēriem.

(i) Aritmētiskās operācijas +, × ir divviet̄ıgas operācijas naturālo skaitļu
kopā N. Tā rezultātā mūsu r̄ıc̄ıbā ir divi dažādi grupōıdi: 〈N, +〉 un 〈N,×〉.

Atz̄ımēsim, ka atņemšana − visiem naturālo skaitļu pāriem nav definēta.
L̄ıdz ar to atņemšana − tradicionālā noz̄ımē nav operācija naturālo skaitļu
kopā. Tātad 〈N,−〉 nav grupōıds.

(ii) Aritmētiskās operācijas +, −, × ir divviet̄ıgas operācijas veselo skaitļu
kopā Z. Tā rezultātā mūsu r̄ıc̄ıbā ir tr̄ıs dažādi grupōıdi: 〈Z, +〉, 〈Z,−〉,
〈Z,×〉.

Atz̄ımēsim, ka dal̄ı̌sana : visiem veselo skaitļu pāriem nav definēta. L̄ıdz
ar to dal̄ı̌sana : tradicionālā noz̄ımē nav operācija veselo skaitļu kopā. Tātad
〈Z, :〉 nav grupōıds. Šai ziņā nekas nemainās, ja kopas Z vietā aplūko racionālo
Q, reālo R vai komplekso C skaitļu kopu. Taču, ja mēs aplūkojam kopu

Q◦ ↽ Q \ {0},
tad dal̄ı̌sana šai kopā ir divviet̄ıga operācija. L̄ıdz ar to 〈Q◦, :〉 ir grupōıds.

(iii) Vektoru saskait̄ı̌sana un atņemšana ir divviet̄ıgas operācijas kopā Cn.
Secinājums: 〈Cn, +〉 un 〈Cn,−〉 ir grupōıdi.

(iv) Vektoru (a1, a2, a3), (b1, b2, b3) vektoriālais reizinājums

(a1, a2, a3)× (b1, b2, b3) ↽

( ∣∣∣∣
a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣

a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣
)

ir divviet̄ıga operācija kopā R3. Tātad 〈R3,×〉 ir grupōıds.

(v) Visur definētu attēlojumu A : 1,m×1, n → K sauc par taisnstūrveida
jeb m reiz n matricu (lieto ar̄ı pierakstu: m × n matrica). Attēlojuma A
vērt̄ıbu apgabala Ran(A) elementus sauc par matricas A elementiem. Tā kā
kopa 1,m× 1, n ir gal̄ıga, tad matricu A parasti reprezentē ar tabulu

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . .
am1 am2 . . . amn


 ,
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kur A(i, j) = aij. Šai situācijā izmanto ar̄ı apz̄ımējumu A = ||aij||mn un
saka, ka matricas A izmēri ir m × n. Ja no konteksta ir skaidrs, kādi ir
matricas A izmēri vai ar̄ı šai informācijai nav būtiskas noz̄ımes, tad lieto
vienkāršāku apz̄ımējumu A = ||aij||. Elementa aij pirmo indeksu i sauc par
rindas indeksu, bet otro indeksu j — par ailes jeb kolonnas indeksu. Matricu
(ai1, ai2, . . . , ain) sauc par matricas A i-to rindu, savukārt matricu




a1j

a2j
...

amj




sauc par matricas A j-to aili jeb kolonnu. Vietas taup̄ı̌sanas nolūkos j-to aili
mēdz pierakst̄ıt ar̄ı šādi ′(a1j, a2j, . . . , amj). Matricu

′A =




a11 a21 . . . am1

a12 a22 . . . am2

. . . .
a1n a2n . . . amn




sauc par matricas A transponēto matricu. Tā ir n×m matrica.
Pieņemsim, ka Matm

n (R) ir m× n izmēru matricas, kuru elementi ir reāli
skaitļi, tad + un − ir divviet̄ıgas operācijas matricu kopā Matm

n (R). Tā
rezultātā 〈Matm

n (R), +〉 un 〈Matm
n (R),−〉 ir grupōıdi.

(vi) Pieņemsim, ka Matn(R) ir n–tās kārtas kvadrātiskas matricas pār
reālo skaitļu lauku, t.i., Matn(R) ↽ Matn

n(R), tad matricu reizināšana šai
kopā ir divviet̄ıga operācija. Tas noz̄ımē, ka 〈Matn(R), ·〉 ir grupōıds.

Kopā Matn(R) definēsim jaunu operāciju [A,B] ↽ AB−BA. Tā rezultātā
〈Matn(R), [, ]〉 ir grupōıds.

(vii) Pieņemsim, ka A 6= ∅ un Fun(A) ↽ {f | f : A → A}, t.i., Fun(A) ir
kopā A visur definēto attēlojumu f : A → A kopa. Attēlojumu kompoz̄ıcija
◦ ir divviet̄ıga operācija šai kopā Fun(A). Tātad 〈Fun(A), ◦〉 ir grupōıds.

Ja G ir gal̄ıga kopa, tad grupōıdu 〈G,¯〉 sauc par gal̄ıgu; ja G ir bezgal̄ıga
kopa, tad grupōıdu 〈G,¯〉 sauc par bezgal̄ıgu.

Ja grupōıds 〈G,¯〉 ir gal̄ıgs, teiksim, G = {g1, g2, . . . , gn}, tad grupōıdu
var uzdot ar sarakstu, proti, jāuzdod attēlojuma ¯ grafiks. Tātad, ja

¯ = 〈G2, G, G¯〉,
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tad
G¯ = {(gi, gj, gi ¯ gj) | i ∈ 1, n ∧ j ∈ 1, n}.

Kel̄ı tabula ir piedāvājums, kā pārskatāmi vizualizēt kopas G¯ pierakstu.
Izvēlamies kvadrātisku tabulu ar (n + 1)× (n + 1) rūtiņām un definējam

entij ↽





¯, ja i = j = 0,
gj, ja i = 0, j ∈ 1, n,
gi, ja i ∈ 1, n, j = 0,

gi ¯ gj, pārējos gad̄ıjumos;

te entij ir ieraksts tabulas i–tās rindas un j–tās ailes krustpunktā. Vizuāli
tas izskatās šādi:

¯ g1 g2 . . . gn

g1 g1 ¯ g1 g1 ¯ g2 . . . g1 ¯ gn

g2 g2 ¯ g1 g2 ¯ g2 . . . g2 ¯ gn

. . . . . . . . . .
gn gn ¯ g1 gn ¯ g2 . . . gn ¯ gn

Piemēram,

. e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e

sauc par Kleina 4–grupu.

2.3. Neitrālie elementi

2.3.1. Defin̄ıcija. Grupōıda G elementu e sauc par neitrālo (vien̄ıbas,
nulles) elementu, ja

∀a ∈ G [ e¯ a = a = a¯ e ] .

Ja operācija ¯ ir summa +, tad neitrālo elementu parasti sauc par nulli
un tam lieto apz̄ımējumu 0.
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Grup̄ıda 〈N, +〉 (skat̄ıt Piemērus 2.2.2) nulles elements ir skaitlis 0; gru-
pōıda 〈N,×〉 vien̄ıbas elements ir skaitlis 1. L̄ıdz̄ıgi grupōıda 〈Z, +〉 nulles
elements ir skaitlis 0; grupōıda 〈Z,×〉 vien̄ıbas elements ir skaitlis 1.

Savukārt grupōıdā 〈Z,−〉 vien̄ıbas elements neeksistē. Tiešām, pieņemsim,
ka e ir 〈Z,−〉 neitrālais elements, tad

e− 0 = 0 un e− 1 = 1.

No pirmās vienād̄ıbas seko, ka e = 0, no otrās izriet, ka e = 2. Tātad
0 = e = 2. Pretruna.

2.3.2. Vingrinājumi. (i) Atrast grupōıdu 〈Cn, +〉, 〈Matm
n (R), +〉,

〈Matn(R), ·〉, 〈Fun(A), ◦〉 netrālos elementus.

(ii) Pierād̄ıt, ka grupōıdos 〈Q◦, :〉, 〈Cn,−〉, 〈R3,×〉, 〈Matm
n (R),−〉,

〈Matn(R), [, ]〉 neitrālie elementi neeksistē.

2.3.3. Apgalvojums. Grupōıdā eksistē ne vairāk kā viens neitrālais
elements.

2 Pieņemsim, ka e un e′ ir divi neitrālie elementi, tad

e = e¯ e′ = e′ .

2.4. Asociat̄ıva operācija

2.4.1. Defin̄ıcija. Kopā G definētu operāciju ¯ sauc par asociat̄ıvu, ja

∀a ∈ G ∀b ∈ G ∀c ∈ G [ (a¯ b)¯ c = a¯ (b¯ c) ] .

Grupōıdu G, kurā operācija ¯ ir asociat̄ıva, sauc par pusgrupu.

Grup̄ıdi 〈N, +〉, 〈N,×〉 (skat̄ıt Piemērus 2.2.2) ir pusgrupas. L̄ıdz̄ıgi
grupōıdi 〈Z, +〉 un 〈Z,×〉 ir pusgrupas.

Savukārt grupōıds 〈Z,−〉 nav pusgrupa, jo

(6− 2)− 3 = 1 6= 7 = 6− (2− 3).

2.4.2. Vingrinājumi. (i) Pierād̄ıt, ka grupōıdi 〈Cn, +〉, 〈Matm
n (R), +〉,

〈Matn(R), ·〉, 〈Fun(A), ◦〉 ir pusgrupas.
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(ii) Pierād̄ıt, ka grupōıdi 〈Q◦, :〉, 〈Cn,−〉, 〈R3,×〉, 〈Matm
n (R),−〉,

〈Matn(R), [, ]〉 nav pusgrupas.

2.4.3. Piemērs. Pieņemsim, ka A — gal̄ıga kopa un

A+
↽

∞⋃
n+1

An.

Kopā A+ definēsim divviet̄ıgu operāciju #, ko sauc par konkatenāciju,

(a1, a2, . . . , ak)#(b1, b2, . . . , bm) ↽ (a1, a2, . . . , ak, b1, b2, . . . , bm).

Šo pusgrupu sauc par veidotājkopas A br̄ıvo pusgrupu. Vārdu kombinatorikā
un teorētiskajā datorzinātnē šai situācijā kopu A mēdz saukt par alfabētu,
kopas A elementus — par vārdiem, un to apz̄ımēšanai mēdz lietot pierakstu

a1a2 . . . ak ↽ (a1a2 . . . ak).

2.4.4. Apgalvojums. Pusgrupas elementu a1, a2, . . . , an reizinājums
nav atkar̄ıgs no iekavu izvietojuma.

2 Ja n = 1 vai n = 2, tad a1, a1a2 nesatur iekavas, un šai situācijā
apgalvojums ir spēkā. Ja n = 3, tad a1(a2a3) = (a1a2)a3, jo pusgrupā
operācija ir asociat̄ıva.

Turpmākais pierād̄ıjums ir indukt̄ıvs. Tas kopē Apgalvojuma 1.2.4 pie-
rād̄ıjumu, tāpēc to atstājam kā vingrinājumu las̄ıtājam.

2.5. Komutat̄ıva operācija

2.5.1. Defin̄ıcija. Kopā G definētu operāciju ¯ sauc par komutat̄ıvu,
ja

∀a ∈ G ∀b ∈ G [ a¯ b = b¯ a ] .

Pusgrupu G, kurā operācija ¯ ir komutat̄ıva sauc par komutat̄ıvu jeb
Ābela pusgrupu.

Pusgrupas 〈N, +〉, 〈N,×〉 (skat̄ıt Piemērus 2.2.2) ir komutat̄ıvas. L̄ıdz̄ıgi
pusgrupas 〈Z, +〉 un 〈Z,×〉 ir komutat̄ıvas.

Pusgrupa 〈Matn(R), ·〉 nav komutat̄ıva, ja vien n > 1. Tā, piemēram,
(

1 2
0 1

)(
2 1
0 1

)
=

(
2 3
0 1

)
6=

(
2 5
0 1

)
=

(
2 1
0 1

)(
1 2
0 1

)
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2.5.2. Vingrinājumi. (i) Pierād̄ıt, ka pusgrupas 〈Cn, +〉, 〈Matm
n (R), +〉,

ir komutat̄ıvas.

(ii) Pierād̄ıt, ka pusgrupas 〈Fun(A), ◦〉, 〈A+, #〉 nav komutat̄ıvas, ja vien
|A| > 1.

2.5.3. Apgalvojums. Ja pusgrupas P elementiem a1, a2, . . . , an ir spēkā
nosac̄ıjums

∀i ∀j aiaj = ajai, (2.1)

tad jebkurai substitūcijai

σ =

(
1 2 . . . n

σ(1) σ(2) . . . σ(n)

)
,

a1a2 . . . an = aσ(1)aσ(2) . . . aσ(n).

2 Pierād̄ıjums indukt̄ıvs. Ja n = 2, tad vienād̄ıba

a1a2 = aσ(1)aσ(2)

tieši seko no (2.1).
Pieņemsim, ka apgalvojums ir spēkā n− 1 reizinātājam.
(i) Ja σ(n) = n, tad, ņemot vērā Apgalvojumu 2.4.4 un indukt̄ıvo pie-

ņēmumu, iegūstam

aσ(1)aσ(2) . . . aσ(n) = (aσ(1)aσ(2) . . . aσ(n−1))an

= a1 . . . an−1an.

(ii) Ja n = σ(k), kur 1 < k < n, tad

aσ(1)aσ(2) . . . aσ(n) = aσ(1) . . . aσ(k−1)aσ(k)aσ(k+1) . . . aσ(n)

= (aσ(1) . . . aσ(k−1))(an(aσ(k+1) . . . aσ(n)))

= (aσ(1) . . . aσ(k−1))((aσ(k+1) . . . aσ(n))an)

= (aσ(1) . . . aσ(k−1)aσ(k+1) . . . aσ(n))an

= a1 . . . an−1an.
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(iii) Ja n = σ(1), tad

aσ(1)aσ(2) . . . aσ(n) = (anaσ(2))aσ(3) . . . aσ(n)

= (aσ(2)an)aσ(3) . . . aσ(n)

= aσ(2)(anaσ(3) . . . aσ(n))

= aσ(2)(aσ(3) . . . aσ(n)an)

= (aσ(2)aσ(3) . . . aσ(n))an

= a1 . . . an−1an.

2.5.4. Sekas. Komutat̄ıvā pusgrupā jebkuriem elementiem a1, a2, . . . , an

un jebkurai substitūcijai

σ =

(
1 2 . . . n

σ(1) σ(2) . . . σ(n)

)
,

izpildās vienād̄ıba
a1a2 . . . an = aσ(1)aσ(2) . . . aσ(n).

Vienošanās. Pieņemsim, ka P ir pusgrupa un a ∈ P , tad

a1
↽ a;

an+1
↽ a(an).

2.5.5. Vingrinājumi. (i) Ja a ir pusgrupas P elements, tad

∀m ∈ Z+ ∀n ∈ Z+ aman = am+n.

(ii) Ja pusgrupas P elementi a un b komutē, t.i., ab = ba, tad

∀n ∈ Z+ (ab)n = anbn.

2.6. Duālie elementi

2.6.1. Defin̄ıcija. Pusgrupu 〈P,¯〉, kurā eksistē neitrālais elements
e ∈ P , sauc par monōıdu.
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Monōıda P elementu a sauc par apgriežamu, ja

∃b ∈ P [ b¯ a = e = a¯ b ] .

Šo b sauc par elementa a duālo (apgriezto, pretējo) elementu un parasti
apz̄ımē ar a−1 (ja operācija ¯ ir komutat̄ıva, tad mēdz lietot ar̄ı apz̄ımējumu
−a). Monōıdu P , kurā operācija ¯ ir komutat̄ıva, sauc par komutat̄ıvu jeb
Ābela monōıdu.

Pusgrupas 〈N, +〉, 〈N,×〉 (skat̄ıt Piemērus 2.2.2) ir komutat̄ıvi monōıdi.
Monōıda 〈N, +〉 neitrālais elements ir 0, savukārt monōıda 〈N,×〉 neitrālais
elements ir 1. L̄ıdz̄ıgi pusgrupas 〈Z, +〉 un 〈Z,×〉 ir komutat̄ıvi monōıdi.

2.6.2. Vingrinājumi. (i) Pusgrupas 〈Cn, +〉, 〈Matm
n (R), +〉 ir komu-

tat̄ıvi monōıdi. Atrast šo monōıdu neitrālos elementus.

(ii) Pusgrupa 〈Fun(A), ◦〉 nav komutat̄ıva, ja vien |A| > 1, taču tā ir
monōıds. Atrast š̄ı monōıda neitrālo elementu.

Pusgrupa 〈Matn(R), ·〉 nav komutat̄ıva, taču tā ir monōıds. Š̄ı monōıda
neitrālais elements ir vien̄ıbas matrica

E ↽




1 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
. . . . .
0 0 0 . . . 1




Matricu A−1 ∈ Matn(R) sauc par matricas A ∈ Matn(R) inverso matricu,
ja A−1A = E = AA−1.

Matricas

A[ij] =




a11 . . . a1j−1 a1j+1 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . .
ai−11 . . . ai−1j−1 ai−1j+1 . . . ai−1n

ai+11 . . . ai+1j−1 ai+1j+1 . . . ai+1n

. . . . . . . . . . . . . . .
am1 . . . amj−1 amj+1 . . . amn




,

A[i−] =




a11 . . . a1j−1 a1j a1j+1 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . .
ai−11 . . . ai−1j−1 ai−1j ai−1j+1 . . . ai−1n

ai+11 . . . ai+1j−1 ai+1j ai+1j+1 . . . ai+1n

. . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 . . . amj−1 amj amj+1 . . . amn




,
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A[−j] =




a11 . . . a1j−1 a1j+1 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . .
ai−11 . . . ai−1j−1 ai−1j+1 . . . ai−1n

ai1 . . . aij−1 aij+1 . . . ain

ai+11 . . . ai+1j−1 ai+1j+1 . . . ai+1n

. . . . . . . . . . . . . . .
am1 . . . amj−1 amj+1 . . . amn




sauc par matricas A = ||aij||mn apakšmatricām.

T̄ıri mehāniski apakšmatrica A[ij] iegūstama, ja matricā A izsv̄ıtro i-to
rindu un j-to aili; apakšmatrica A[i−] iegūstama, ja matricā A izsv̄ıtro i-to
rindu; apakšmatrica A[−j] iegūstama, ja matricā A izsv̄ıtro j-to aili.

Determinantu |A[ij]| sauc par elementam aij atbilstošo minoru un lieto
apz̄ımējumu Mij, ja A = ||aij|| ∈ Matn(R). Skaitli Aij = (−1)i+jMij sauc
par elementam aij atbilstošo algebrisko papildinājumu jeb adjunktu.

Matricu

A∗ =




A11 A12 . . . A1n

A21 A22 . . . A2n

. . . . . . . . . . .
An1 An2 . . . Ann




sauc par matricas A adjunktu matricu, bet ′A∗ — par piesaist̄ıto matricu.

Ja |A| 6= 0, tad A−1 =
1

|A|
′A∗. Tātad, ja |A| 6= 0, tad šim monōıda

elementam A ∈ Matn(R) monōıdā Matn(R) eksistē duālais elements A−1, ko
sauc par matricas A inverso matricu.

2.6.3. Piemērs. Ja

A =




0 2 −1
0 1 1

−1 −3 0


 , tad |A| = −

∣∣∣∣
2 −1
1 1

∣∣∣∣ = −3,

A11 =

∣∣∣∣
1 1

−3 0

∣∣∣∣ = 3, A12 = −
∣∣∣∣

0 1
−1 0

∣∣∣∣ = −1,

A13 =

∣∣∣∣
0 1

−1 −3

∣∣∣∣ = 1, A21 = −
∣∣∣∣

2 −1
−3 0

∣∣∣∣ = 3,

A22 =

∣∣∣∣
0 −1

−1 0

∣∣∣∣ = −1, A23 = −
∣∣∣∣

0 2
−1 −3

∣∣∣∣ = −2,
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A31 =

∣∣∣∣
2 −1
1 1

∣∣∣∣ = 3, A32 = −
∣∣∣∣

0 −1
0 1

∣∣∣∣ = 0, A33 =

∣∣∣∣
0 2
0 1

∣∣∣∣ = 0.

No šejienes

A∗ =




3 −1 1
3 −1 −2
3 0 0


 , ′A∗ =




3 3 3
−1 −1 0

1 −2 0


 ,

un tāpēc

A−1 =



−1 −1 −1

1
3

1
3

0

−1
3

2
3

0


 .

Las̄ıtājam ieteicam pārliecināties, ka A−1A = E.

2.6.4. Apgalvojums. Katram monōıda elementam eksistē ne vairāk kā
viens duālais elements.

2 Pieņemsim, ka b un c ir elementa a duālie elementi un e ir neitrālais
elements, tad

b = be = b(ac) = (ba)c = ec = c.

2.6.5. Sekas. Ja b ir elementa a duālais elements, tad a ir elementa b
duālais elements, t.i., (a−1)−1 = a.

2 a−1a = e = aa−1. No šejienes a = (a−1)−1.

2.6.6. Defin̄ıcija. Attēlojumu f : X1 → Y sauc par attēlojuma
g : X2 → Y sašaurinājumu kopā X1 , ja X1 ⊆ X2 un ∀x ∈ X1 f(x) = g(x) .
Šajā situācijā mēdz lietot apz̄ımējumu f = g|X1 .

2.6.7. Apgalvojums. Katru pusgrupu 〈P,¯〉, tai pievienojot vienu jau-
nu elementu, var pārvērst par monōıdu 〈M, ·〉 tā, lai ·|P = ¯.

2 Pieņemsim, ka P — pusgrupa un e /∈ P . Kopā M ↽ P ∪{e} definējam
jaunu operāciju · :

∀x ∈ P ∀y ∈ P x · y ↽ x¯ y;

∀y ∈ P e · y ↽ y ⇁ y · e;
e · e ↽ e.

Saskaņā ar operācijas · defin̄ıciju ·|P = ¯.
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2.6.8. Piemērs. Pieņemsim, ka λ /∈ A+ un A∗ ↽ A+ ∪ {λ}, tad kopu
A∗ var sekojoši pārvērst par monōıdu:

λ#λ ↽ λ, λ#u ↽ u ⇁ u#λ .

Šo monōıdu sauc par kopas A veidoto br̄ıvo monōıdu A∗. Kopas A∗ elementu
λ sauc par tukšo vārdu. Ja u = u1 = u2 = . . . = un, tad lieto ar̄ı pierakstu
un ↽ u1u2 . . . un. Savukārt u0 ↽ λ.

Vienošanās. Pieņemsim, ka M — monōıds un a ∈ M , tad a0 ↽ e, kur
e ir monōıda M neitrālais elements.

2.6.9. Vingrinājumi. (i) Ja a ir monōıda M elements, tad

∀m ∈ N ∀n ∈ N aman = am+n.

(ii) Ja monōıda M elementi a un b komutē, t.i., ab = ba, tad

∀n ∈ N (ab)n = anbn.

2.7. Grupas

2.7.1. Defin̄ıcija. Monōıdu 〈G,¯〉, kurā katrs elements ir apgriežams,
sauc par grupu. Grupu G, kurā operācija ¯ ir komutat̄ıva, sauc par komu-
tat̄ıvu jeb Ābela grupu.

2.7.2. Apgalvojums. Attēlojums f , kas katram grupas G elementam a
piekārto tā apgriezto elementu a−1, ir kopas G substitūcija.

2 (i) Ņemot vērā Apgalvojumu 2.6.4, attēlojums f ir definēts korekti. Tā
kā grupā katram elementam eksistē apgrieztais elements, tad Dom(f) = G,
t.i., f ir visur definēts attēlojums.

(ii) Ja f(a) = f(b), tad f(f(a)) = f(f(b)). Saskaņā ar apgrieztā
elementa defin̄ıciju a ir elementa a−1 apgrieztais elements, tāpēc
a = (a−1)−1 = f(f(a)) = f(f(b)) = (b−1)−1 = b. Tātad f ir injekcija.

(iii) Pieņemsim, ka a ∈ G, tad a−1 ∈ G un f(a−1) = (a−1)−1 = a. Tātad
f ir sirjekcija.

(iv) Tagad atliek vairs tikai atsaukties uz bijekcijas defin̄ıciju, lai kon-
statētu, ka f ir bijekcija.



2.7. GRUPAS 40

2.7.3. Sekas. Ja G ir grupa, tad

G−1
↽ {a−1 | a ∈ G} = G.

2.7.4. Apgalvojums. Katram grupas G elementam a attēlojums

Ta : x 7→ ax

ir kopas G substitūcija.

2 (i) Ja ax = ay, tad x = a−1(ax) = a−1(ay) = y. Tas noz̄ımē, ka
Ta : G → G ir injekcija.

(ii) Ja y ∈ G, tad a−1y ∈ G un Ta : a−1y 7→ aa−1y = y. Tas demonstrē,
ka Ta ir sirjekcija.

2.7.5. Vingrinājums. Katram grupas G elementam a attēlojums

T′
a : x 7→ xa

ir kopas G substitūcija.

2.7.6. Teorēma. Kopa S(A) ar tajā definēto operāciju

(τ, σ) 7→ τσ

ir grupa.

2 (i) Saskaņā ar Apgalvojumu 1.3.7 (τ, σ) 7→ τσ ir kopā S(A) definēta
divviet̄ıga operācija, un tāpēc S(A) ir grupōıds.

(ii) Saskaņā ar Apgalvojumu 1.2.3 grupōıds S(A) ir pusgrupa.
(iii) Attēlojums I : A → A, kas definēts ar nosac̄ıjumu I : x 7→ x, ir

kopas A substitūcija. Pieņemsim, ka f ∈ S(A) un a ∈ A, tad

a(If) = (aI)f = af = (af)I = a(fI).

Tas pamato vienād̄ıbu If = f = fI, t.i., I ir pusgrupas S(A) neitrālais
elements. Tātad pusgrupa S(A) ir monōıds.

(iv) Pieņemsim, ka f ∈ S(A), tad saskaņā ar Apgalvojumu 1.4.7

f−1f = IA un ff−1 = IA.

Tagad atsaucoties uz Apgalvojumu 1.4.6 secināms: f−1 ir bijekcija. L̄ıdz ar
to f−1 ∈ S(A) un tas ir elementa f apgrieztais elements.

Atliek vairs tikai pievērsties Defin̄ıcijai 2.7.1, lai konstatētu, ka monōıds
S(A) ir grupa.



2.7. GRUPAS 41

2.7.7. Defin̄ıcija. Kopu S(A) ar tajā definēto operāciju

(τ, σ) 7→ τσ

sauc par kopas A simetrisko grupu; Sn sauc par n-tās pakāpes simetrisko
grupu.

Grupā Sn definēto operāciju (τ, σ) 7→ τσ pieņemts saukt par reizināšanu,
nevis — kompoz̄ıciju.

Lietojumi kristalogrāfijā un fizikā ir viens no nopietnākajiem argumen-
tiem, kāpēc mēs tuvāk iepaz̄ıstamies ar simetriskām grupām. Mūsdienu
las̄ıtāju, protams, tas var ar̄ı neaizkustināt, taču simetriskās grupas noz̄ımı̄-
gas ar̄ı vēsturiski, jo tieši tās (Ābela un Galuā darbos par algebriskiem
vienādojumiem) bija pirmās, kas parād̄ıjās matemātikā.

2.7.8. Vingrinājumi. (i) Ja 〈G, ·〉 ir grupa, tad 〈G,¯〉 ir grupa, kur

∀x ∈ G ∀y ∈ G x¯ y ↽ yx.

(ii) Kopa S(A) ar tajā definēto operāciju

(τ, σ) 7→ τ ◦ σ

ir grupa.

2.7.9. Piemērs. Komutat̄ıvais monōıds 〈Z, +〉 ir Ābela grupa, taču ko-
mutat̄ıvais monōıds 〈Z,×〉 nav grupa. Piemēram, skaitlim 2 monōıdā 〈Z,×〉
neeksistē apgrieztais elements.

2.7.10. Vingrinājums. Pierād̄ıt, ka komutat̄ıvie monōıdi 〈Cn, +〉 un
〈Matm

n (R), +〉 ir grupas.

2.7.11. Piemēri. (i) Grupōıdi 〈Q, +〉, 〈R, +〉, 〈C, +〉 ir komutat̄ıvas
grupas.

(ii) Vienelement̄ıgā kopa {e} ar tajā definēto operāciju (e, e) 7→ e ir ko-
mutat̄ıva grupa. Šo grupu sauc par triviālo grupu.

(iii) Kopa Zm ar tajā definēto operāciju (x, y) 7→ x + y mod m ir komu-
tat̄ıva grupa. Šo grupu sauc par m–tās kārtas ciklisko grupu.

(iv) Vien̄ıbas riņķis S1 ↽ {z | z ∈ C ∧ |z| = 1} ar tajā definēto komplekso
skaitļu reizināšanu ir komutat̄ıva grupa.

2.7.12. Vingrinājums. Pierād̄ıt, ka Kleina 4–grupa ir Ābela grupa. Š̄ıs
grupas Kel̄ı tabulu skat̄ıt 31. lappusē.



2.8. HOMOMORFISMI 42

2.8. Homomorfismi

2.8.1. Defin̄ıcija. Pieņemsim, ka 〈P,¯〉 un 〈S,⊕〉 ir divas pusgrupas.
Attēlojumu f : P → S sauc par pusgrupu homomorfismu, ja

∀x ∈ P ∀y ∈ P f(x¯ y) = f(x)⊕ f(y).

Parasti gan operāciju simbolus ¯ un ⊕ vispār̄ıgā gad̄ıjumā nelieto. Šai
gad̄ıjumā homomorfisma defin̄ıcija izskatās šādi:

f(xy) = f(x)f(y).

Ja P un S ir komutat̄ıvas pusgrupas, tad mēdz lietot adit̄ıvo pierakstu:

f(x + y) = f(x) + f(y).

Saprotams, ka vispār̄ıgā gad̄ıjumā saskait̄ı̌sanas simbols + katrā pusgrupā
apz̄ımē citu operāciju, kaut ar̄ı š̄ım operācijām tiek lietots viens un tas pats
pieraksts.

Bijekt̄ıvu homomorfismu sauc par izomorfismu. Šai situācijā pusgrupas
P un S sauc par izomorfām pusgrupām.

2.8.2. Piemēri. (i) Attēlojums f : x 7→ 2x ir pusgrupu 〈R, +〉, 〈R, ·〉
homomorfisms.

(ii) Kopa {−1, 0, 1} ar tajā definēto skaitļu reizināšanu ir pusgrupa. At-
tēlojums f : x 7→ sgnx ir pusgrupu 〈Z, ·〉, 〈{−1, 0, 1}, ·〉 homomorfisms.

(iii) Attēlojums

f : x 7→
(

x 0
0 0

)

ir pusgrupu 〈R, ·〉, 〈Mat2(R), ·〉 homomorfisms.

2.8.3. Defin̄ıcija. Sirjekt̄ıvu homomorfismu sauc par epimorfismu. In-
jekt̄ıvu homomorfismu sauc par monomorfismu.

2.8.4. Apgalvojums. Ja f : P ³ S ir pusgrupu epimorfisms un e ir
neitrālais elements, tad f(e) ir neitrālais elements.
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2 Pieņemsim, ka x ∈ S. Tā kā f : P ³ S ir sirjekcija, tad eksistē tāds
a ∈ P , ka f(a) = x. Tagad ņemam vērā, ka f ir homomorfisms

f(e)x = f(e)f(a) = f(ea) = f(a)

= x = f(a) = f(ae) = f(a)f(e)

= xf(e).

Br̄ıdinājums. Nosac̄ıjums, ka f : P ³ S ir epimorfisms ir būtisks. Tā,
piemēram, attēlojums

f : x 7→
(

x 0
0 0

)

ir pusgrupu 〈R, ·〉, 〈Mat2(R), ·〉 homomorfisms, taču

f(1) =

(
1 0
0 0

)
,

kas nav monōıda 〈Mat2(R), ·〉 neitrālais elements. Š̄ı iemesla dēļ monōıdu
homomorfismu definē citādi.

2.8.5. Defin̄ıcija. Pieņemsim, ka M un N ir divi monōıdi. Pusgrupu
homomorfismu f : M → N sauc par monōıdu homomorfismu, ja

f(e) = e′,

kur e ir monōıda M neitrālais elements un e′ ir monōıda N neitrālais ele-
ments.

2.8.6. Apgalvojums. Ja f : P ³ S ir pusgrupu epimorfisms un ele-
mentam a ∈ P eksistē duālais elements, tad elementam f(a) eksistē duālais
elements un f(a)−1 = f(a−1).

2 Tā kā elementam a ∈ P eksistē duālais elements, tad pusgrupa P
ir monōıds. Pieņemsim, ka e ir monōıda P neitrālais elements, tad f(e)
(Apgalvojumus 2.8.4) ir pusgrupas S neitrālais elements. Tagad ņemam vērā,
ka f : P ³ S ir pusgrupu homomorfisms. No šejienes

f(a−1)f(a) = f(a−1a) = f(e) = f(aa−1) = f(a)f(a−1).

Tātad (Defin̄ıcija 2.6.1) f(a−1) = f(a)−1.
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2.8.7. Defin̄ıcija. Pieņemsim, ka P ir pusgrupa. Pusgrupu homomor-
fismu f : P → P sauc par endomorfismu. Ja endomorfisms ir bijekcija, tad
to sauc par automorfismu.

2.8.8. Piemērs. Attēlojums f : x 7→ 2x ir monōıda 〈N, +〉 endomor-
fisms. Šis endomorfisms ir monomorfisms, taču tas nav nedz epimorfisms,
nedz automorfisms.

2.9. Apakšpusgrupas

2.9.1. Defin̄ıcija. Pusgrupas 〈P,¯〉 netukšu apakškopu S sauc par apakš-
pusgrupu, ja

∀x ∈ S ∀y ∈ S x¯ y ∈ S.

2.9.2. Vingrinājums. Pusgrupas P apakšpusgrupa S ir pusgrupa.

2.9.3. Piemēri. (i) Kopa Z2 ↽ {x | ∃a ∈ Z x = 2a} ir pusgrupas 〈Z, ·〉
apakšpusgrupa.

(ii) Kopa {−1, 0, 1} ir pusgrupas 〈R, ·〉 apakšpusgrupa.

(iii) Kopa

C̃ ↽

{(
a −b
b a

)∣∣∣∣ (a, b) ∈ R2

}

ir pusgrupas 〈Mat2(R), ·〉 apakšpusgrupa.

2.9.4. Vingrinājums. Pierād̄ıt, ka 〈C̃, ·〉 ir komutat̄ıvs monōıds.

2.9.5. Apgalvojums. Pieņemsim, ka {Pi | i ∈ I} ir pusgrupas P apakš-
pusgrupu saime. Ja S ↽

⋂
i∈I

Pi 6= ∅, tad S ir apakšpusgrupa.

2 Pieņemsim, ka x ∈ S un y ∈ S, tad

∀i ∈ I (x ∈ Pi ∧ y ∈ Pi).

Tā kā Pi ir pusgrupas, tad ∀i ∈ I xy ∈ Pi. L̄ıdz ar to xy ∈ ⋂
i∈I

Pi = S.

Br̄ıdinājums. Nosac̄ıjums, lai S 6= ∅ ir būtisks. Tā, piemēram, 〈Z−, +〉
un 〈Z+, +〉 ir pusgrupas 〈Z, +〉 apakšpusgrupas, bet Z− ∩ Z+ = ∅, kas nav
apakšpusgrupa.
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Vienošanās. Pieņemsim, ka f : P → S ir attēlojums. Abstraktā algebrā
parasti lieto apz̄ımējumu

Im(f) ↽ Ran(f),

ko sauc par attēlojuma f attēlu.

2.9.6. Apgalvojums. Ja f : P → S ir pusgrupu homomorfisms, tad
Im(f) ir pusgrupas S apakšpusgrupa.

2 Pieņemsim, ka y ∈ Im(f) un y′ ∈ Im(f), tad eksistē x ∈ P un x′ ∈ P
tādi, ka f(x) = y un f(x′) = y′. No šejienes

yy′ = f(x)f(x′) = f(xx′) ∈ Im(f).

2.10. Kongruences

2.10.1. Defin̄ıcija. Pusgrupā P definētu ekvivalences tipa predikātu ≡
sauc par kongruenci, ja

∀a ∈ P ∀x ∈ P ∀y ∈ P (x ≡ y ⇒ ax ≡ ay ∧ xa ≡ ya).

2.10.2. Vingrinājums. Ekvivalences tipa predikāts ≡ ir kongruence pus-
grupā P tad un tikai tad, ja

a ≡ b ∧ x ≡ y ⇒ ax ≡ by.

2.10.3. Piemēri. (i) Kopu saime {Z0, Z1}, kur

Z0 ↽ {pārskaitļi}, Z1 ↽ {nepārskaitļi}, ir veselo skaitļu kopas Z sadal̄ıjums.
Šis sadal̄ıjums definē (Apgalvojums 1.6.6) ekvivalences tipa predikātu ≡, kas
paties̄ıbā ir kongruence pusgrupā 〈Z, +〉:

a x ≡ y a + x ≡ a + y ∧ x + a ≡ y + a
Z0 Z0 Z0

Z0 Z1 Z1

Z1 Z0 Z1

Z1 Z1 Z0
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(ii) Kopu saime {Z−, {0},Z+} ir veselo skaitļu kopas Z sadal̄ıjums. Šis
sadal̄ıjums definē (Apgalvojums 1.6.6) ekvivalences tipa predikātu ≡, kas
paties̄ıbā ir kongruence pusgrupā 〈Z, ·〉:

a x ≡ y ax ≡ ay ∧ xa ≡ ya
Z− Z− Z+

Z− {0} {0}
Z− Z+ Z−
{0} Z− {0}
{0} {0} {0}
{0} Z+ {0}
Z+ Z− Z−
Z+ {0} {0}
Z+ Z+ Z+

Taču šis pats ekvivalences tipa predikāts nav kongruence pusgrupā 〈Z, +〉.
Piemēram, −2 ≡ −1, bet −2 + 2 = 0 6≡ 1 = −1 + 2.

2.10.4. Apgalvojums. Ja ≡ ir kongruence pusgrupā P , tad P/≡ ir
pusgrupa, kur

[x][y] ↽ [xy]. (2.2)

2 (i) Vispirms parād̄ısim, ka reizināšana faktorkopā P/≡ definēta korekti.
Pieņemsim, ka [a] = [x] un [b] = [y], tad a ≡ x un b ≡ y. Tā kā ≡ ir
kongruence pusgrupā P , tad ab ≡ xb un xb ≡ xy. No šejienes, ņemot vērā,
ka ≡ ir transit̄ıva, seko:

ab ≡ xy, t.i., [ab] = [xy].

Tātad reizinājums nav atkar̄ıgs no konkrētu blakusklases pārstāvju izvēles,
svar̄ıgi tikai, lai tie piederētu vienai un tai pašai blakusklasei.

(ii) Atliek parād̄ıt, ka reizināšana ir asociat̄ıva.

[a]([b][c]) = [a][bc] = [a(bc)] = [(ab)c] = [ab][c] = ([a][b])[c].

2.10.5. Defin̄ıcija. Pieņemsim, ka ≡ ir kongruence pusgrupā P . Fak-
torkopu P/≡ ar tajā definēto reizināšanu (2.2) sauc par faktorpusgrupu pēc
kongruences ≡.
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2.10.6. Vingrinājums. Ja ≡ ir kongruence pusgrupā P , tad attēlojums

π : P → P/ ≡ : x 7→ [x] (2.3)

ir pusgrupu epimorfisms.

2.10.7. Defin̄ıcija. Pieņemsim, ka ≡ ir kongruence pusgrupā P . Ho-
momorfismu (2.3) sauc par dab̄ıgo jeb kanonisko homomorfismu.

2.10.8. Piemēri. (i) Kopu saime {Z0, Z1} (skat̄ıt Piemēru 2.10.3(i))
definē kongruenci pusgrupā 〈Z, +〉. Dotajā gad̄ıjumā Z/≡ Kel̄ı tabula izska-
tās šādi:

+ [0] [1]
[0] [0] [1]
[1] [1] [0]

Attēlojums

π(x) ↽

{
[0], ja x pāra skaitlis,
[1], ja x nepāra skaitlis

ir dab̄ıgais homomorfisms.
(ii) Kopu saime {Z−, {0},Z+} (skat̄ıt Piemēru 2.10.3(ii)) definē kongru-

enci pusgrupā 〈Z, ·〉. Dotajā gad̄ıjumā Z/≡ Kel̄ı tabula izskatās šādi:

· [−1] [0] [1]
[−1] [1] [0] [−1]

[0] [0] [0] [0]
[1] [−1] [0] [1]

Attēlojums

π(x) ↽





[−1], ja x < 0,
[0], ja x = 0,
[1], ja x > 0

ir dab̄ıgais homomorfisms.

2.10.9. Apgalvojums. Ja f : P → S ir pusgrupu homomorfisms, tad
Kerf ir kongruence.
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2 Saskaņā ar defin̄ıciju: ja (x, y) ∈ Kerf , tad f(x) = f(y). No šejienes

f(a)f(x) = f(a)f(y) ∧ f(x)f(a) = f(y)f(a),
⇔ f(ax) = f(ay) ∧ f(xa) = f(xy),
⇔ (ax, ay) ∈ Kerf ∧ (xa, ya) ∈ Kerf.

2.10.10. Teorēma. Katram pusgrupu homomorfismam f : P → S ek-
sistē viens vien̄ıgs pusgrupu homomorfisms f∗ : P/Kerf → S, kam diagram-
ma

P S

P/Kerf

....................................................................................................................................................................................................................................................................... ............
f

............................................................................................................................................................................................................................ .........
...

π

..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
.....................
............

f∗
(D2)

ir komutat̄ıva; turklāt šis homomorfisms f∗ ir monomorfisms.

2 Teorēma 1.6.16 apgalvo, ka eksistē viens vien̄ıgs attēlojums

f∗ : P/Kerf → S,

kam diagramma (D2) ir komutat̄ıva, turklāt f∗ ir injekcija. Atliek pārlieci-
nāties, ka šis attēlojums ir pusgrupu homomorfisms.

Pieņemsim, ka [x] ∈ P/Kerf un [y] ∈ P/Kerf . Saskaņā ar f∗ defin̄ıciju

f∗([x]) = f(x) un f∗([y]) = f(y).

No šejienes

f∗([x])f∗([y]) = f(x)f(y) = f(xy)

= f∗([xy])
(2.2)
= f∗([x][y]).

2.11. Cikliskas pusgrupas

2.11.1. Defin̄ıcija. Pusgrupu P sauc par monogēnu jeb ciklisku pus-
grupu, ja

∃a ∈ P ∀x ∈ P ∃n ∈ Z+ x = an.
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Šai situācijā elementu a sauc par monogēnās pusgrupas P veidotājele-
mentu.

2.11.2. Piemēri. (i) 〈Z+, +〉 ir monogēna pusgrupa ar veidotājelemen-
tu 1. Šo pusgrupu dažkārt sauc par adit̄ıvo pusgrupu Z+.

(ii) Fiksējam pozit̄ıvus naturālus skaitļus d un m, un definējam kopas Z+

sadal̄ıjumu S(d,m):

[1] ↽ {1}, [2] ↽ {2}, . . . , [d− 1] ↽ {d− 1};
[d] ↽ {x |x = d + km ∧ k ∈ N},

[d + 1] ↽ {x |x = d + 1 + km ∧ k ∈ N},
. . . . . . . . . . . . . .

[d + m− 1] ↽ {x |x = d + m− 1 + km ∧ k ∈ N}.

2.11.3. Lemma. Ja kopas Z+ sadal̄ıjums S(d,m) atbilst ekvivalences
tipa predikātam %(d,m) (skat̄ıt Vingrinājumus 1.6.8), tad %(d, m) ir kon-
gruence pusgrupā 〈Z+, +〉.

2 Tā kā 〈Z+, +〉 ir komutat̄ıva pusgrupa, tad jāpierāda tikai nosac̄ıjums

∀a ∈ Z+ ∀x ∈ Z+ ∀x ∈ Z+ [(x, y) ∈ %(d,m) ⇒ (a + x, a + y) ∈ %(d, m)].

Pieņemsim, ka x ∈ [j] un y ∈ [j]. Tālāko pierād̄ıjumu sadal̄ısim divās
daļās.

(i) Ja 1 ≤ j < d, tad x = j = y. No šejienes a + x = a + y, tāpēc
(a + x, a + y) ∈ %(d,m).

(ii) Ja d ≤ j < d + m, tad eksistē tādi naturāli k un s, ka

x = j + km un y = j + sm.

Pieņemsim, ka a ∈ [i], tad eksistē tāds naturāls skaitlis l, ka a = i + lm. No
šejienes

a + x = i + j + (l + k)m,

a + y = i + j + (l + s)m.

Ja i + j < d + m, tad š̄ıs vienād̄ıbas ļauj secināt, ka

a + x ∈ [i + j] un a + y ∈ [i + j],
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tātad (a + x, a + y) ∈ %(d,m).
Tagad izanalizēsim gad̄ıjumu, ja i + j ≥ d + m. Šai situācijā

i + j − d ≥ m > 0,

un tāpēc eksistē tādi naturāli q un r, ka

i + j − d = qm + r, kur r ∈ 0,m− 1.

Atz̄ımēsim, ka pēdējā vienād̄ıba nav nekas cits, kā dal̄ı̌sana ar atlikumu. No
šejienes

i + j = d + r + qm un d + r < d + m.

Tātad

a + x = i + j + (l + k)m = d + r + qm + (l + k)m

= d + r + (q + l + k)m ∈ [d + r],

a + y = i + j + (l + s)m = d + r + qm + (l + s)m

= d + r + (q + l + s)m ∈ [d + r].

2.11.4. Defin̄ıcija. Pusgrupas 〈Z+, +〉 faktorpusgrupu pēc kongruences
%(d,m) sauc par ciklu ar asti.

Ja d = 1, tad astes nav, un šai situācijā faktorpusgrupu Z+/%(1,m) sauc
par ciklu. Shematiski tas viss izskatās šādi:

1 2 d − 1

d

d + 1

d + m − 1
d + m − 2

d + 2

1

2

m − 1
m

3

2.11.5. Teorēma. Jebkura monogēna pusgrupa ir izomorfa adit̄ıvai pus-
grupai Z+, ciklam, vai ar̄ı kādam ciklam ar asti.
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2 Pieņemsim, ka P — monogēna pusgrupa ar veidotājelementu a. Ap-
skat̄ısim attēlojumu

ϕ : Z+ → P : n 7→ an.

Tā kā P — monogēna, tad ϕ — sirjekcija, turklāt

ϕ(m + n) = am+n V2.5.5(i)
= aman = ϕ(m)ϕ(n),

t.i., ϕ ir epimorfisms.
No Teorēmas 2.10.10 izriet, ka Z+/Kerϕ ∼= Im(ϕ), t.i., pusgrupas Z+/Kerϕ

un Im(ϕ) ir izomorfas. Dotajā gad̄ıjumā Im(ϕ) = P .
(i) Pieņemsim, ka sadal̄ıjums A atbilst kongruencei Ker(ϕ). Ja visas

sadal̄ıjuma A blakusklases ir vienelement̄ıgas, tad Z+
∼= Z+/Kerϕ ∼= P .

(ii) Pretējā gad̄ıjumā eksistē klases Ai ∈ A, kas satur vismaz 2 elementus.
Ar d apz̄ımēsim mazāko elementu, kas pieder š̄ım klasēm, t.i.,

d ↽ min
i
Ai.

Tas noz̄ımē, ka klases [1], [2], . . . , [d− 1] ir vienelement̄ıgas un klase [d] satur
vismaz 2 elementus. Ar r apz̄ımēsim mazāko no skaitļa d atšķir̄ıgo klases [d]
skaitli, t.i.,

r ↽ min([d] \ {d}).
Pieņemsim, ka m ↽ r − d. Saskaņā ar Ker(ϕ) defin̄ıciju no šejienes

ϕ(d) = ϕ(r) = ϕ(d + m). (2.4)

Ņemot vērā skaitļa r defin̄ıciju secināms

[d] 6= [d + i], ja i ∈ 1,m− 1.

Tiešām d + i /∈ [d], bet d + i ∈ [d + i].

• Parād̄ısim, ka ∀i ∈ 0,m− 1 [d + i] ⊇ {x | ∃k ∈ N x = d + i + km}.
Saskaņā ar Ker(ϕ) defin̄ıciju mums jāparāda, ka

ϕ(d + i) = ϕ(d + i + km). (2.5)

Ja k = 0, tad (2.5) ir ac̄ım redzama. Tālākie spriedumi indukt̄ıvi

ϕ(d + i + km) = ϕ(d + i + (k − 1)m + m) = ϕ(d + i + (k − 1)m)ϕ(m)

= ϕ(d + i)ϕ(m) = ϕ(d + i + m)

= ϕ(d + m)ϕ(i)
(2.4)
= ϕ(d)ϕ(i) = ϕ(d + i)
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• Tagad parād̄ısim: ja 0 ≤ i < j < m, tad [d + i] 6= [d + j].
Pieņemsim pretējo, proti, [d + i] = d + j. Ja reiz tā, tad

[d]
(2.4)
= [d + m] = [d + j + m− j]

= [d + j] + [m− j] = [d + i] + [m− j]

= [d + (m− (j − i))] = [d + q],

kur q ↽ m− (j − i). No q defin̄ıcijas izriet, ka 0 < q < m. Tātad

d < d + q < d + m = d + r − d = r un d + q ∈ [d].

Atceramies, ka r bija mazākais no d atšķir̄ıgais blakusklases [d] elements,
bet d + q < r. Pretruna!

Mēs tikko konstatējām:

ja i ∈ 0,m− 1, tad [d + i] = {x | ∃k ∈ N x = d + i + km}.

Tātad A = S(d,m) ( skat̄ıt Piemēru 2.11.2(ii) ), jo vienelement̄ıgās blakus-
klases abiem šiem sadal̄ıjumiem ar̄ı sakr̄ıt. Tā rezultātā

Z+/%(d,m) = Z+/Ker(ϕ) ∼= P,

t.i., P ir izomorfa ciklam, vai ar̄ı ciklam ar asti.

Pieņemsim, ka P — pusgrupa un S — pusgrupas P apakšpusgrupa. Sim-
boliski to pierakst̄ısim šadi: S ≤ P .

Pieņemsim, ka ∅ 6= X ⊆ P , tad

〈X〉 ↽
⋂

X⊆S≤P

S,

t.i., mēs aplūkojam šķēlumu pa visām pusgrupas P apakšpusgrupām, kas
satur kopu X.

2.11.6. Apgalvojums. 〈X〉 ir pusgrupa.

2 (i) Tā kā P ≤ P , tad vismaz viena pusgrupa apmierina nosac̄ıjumu
∅ 6= X ⊆ P .

(ii) Visas pusgrupas S satur kopu X 6= ∅, tāpēc 〈X〉 ⊇ X 6= ∅. Tagad
atsaucoties uz Apgalvojumu 2.9.5 secināms: 〈X〉 ir pusgrupa.
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2.11.7. Defin̄ıcija. Pusgrupu 〈X〉 sauc par kopas X ǧenerēto apakš-
pusgrupu.

Ja 〈X〉 = P , tad kopu X sauc par pusgrupas P veidotājkopu. Lai ne-
sarežǧ̄ıtu apz̄ımējumus, ja X = {x1, x2, . . . , xn}, parasti uzskata, ka

〈x1, x2, . . . , xn〉 ↽ 〈X〉.

Pieņemsim, ka a ir pusgrupas P elements, tad

∀n ∈ Z+ an ∈ P.

Tā rezultātā
P (a) ↽ {x | ∃n ∈ Z+ x = an}

ir pusgrupas P apakšpusgrupa, kas satur elementu a. Saskaņā ar 〈a〉 defin̄ıciju
no šejienes izriet, ka 〈a〉 ⊆ P (a). Taču tā kā 〈a〉 ir pusgrupa un a ∈ 〈a〉, tad
P (a) ir pusgrupas 〈a〉 apakšpusgrupa, t.i., P (a) ⊆ 〈a〉. L̄ıdz ar to P (a) = 〈a〉.

Tātad, ja pusgrupas P veidotājkopa sastāv no viena paša elementa, tad
tā ir monogēna, jo P (a) ir monogēna pusgrupa (skat̄ıt monogēnas pusgrupas
defin̄ıciju).



3. nodaļa

GRUPAS

Grupas, apakšgrupas, kreisās blakusklases, Lagranža teorēma. Elementa kārta,
grupas kārta, apakšgrupas H indekss grupā G. Neitrālā, duālā elementa homo-
morfs attēls. Homomorfisma attēls. Faktorgrupa. Normālā apašgrupa un kongru-
ence grupā. Faktorgrupa pēc normālās apakšgrupas. Kanoniskais homomorfisms,
homomorfisma kodols, izomorfisma teorēma. Veidotājkopa, veidotājelements, cik-
liska grupa, ciklisko grupu klasifikācija. Kel̄ı teorēma. Cikls, transpoz̄ıcija, ne-
atkar̄ıgi cikli, elementa i ǧenerētā substitūcijas τ orb̄ıta. Substitūcija kā neatkar̄ıgu
ciklu kompoz̄ıcija. Inversija, substitūcijas z̄ıme, dekrements. Maiņz̄ımju grupa.
Grupas komutants. Grupas centrs un saist̄ıto elementu klases.

3.1. Pilna lineāra grupa

Atgādināsim (Defin̄ıcija 2.7.1), ka monōıdu 〈G,¯〉, kurā katrs elements ir
apgriežams, sauc par grupu. Grupu G, kurā operācija ¯ ir komutat̄ıva, sauc
par komutat̄ıvu jeb Ābela grupu.

3.1.1. Piemēri. (i) Pieņemsim, ka R∗ ↽ R \ {0}, tad grupōıds 〈R∗, ·〉
ir komutat̄ıva grupa. Te operācija R∗×R∗ ·→ R∗ ir reālo skaitļu reizināšana.

(ii) Kopa
GLn(R) ↽ {A ∈ Matn(R) | |A| 6= 0 }

ar tajā definēto matricu reizināšanas operāciju ir grupa.

Lai konstatētu, ka GLn(R) ir grupōıds mums nāksies pierād̄ıt dažus rezul-
tātus par determinantiem.
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3.1.2. Lemma. Ja

B =




1 b12 b13 . . . b1n

0 1 b23 . . . b2n

. . . . . . . .
0 0 0 . . . 1


 ,

tad |A| = |BA| jebkurai n-tās kārtas kvadrātiskai matricai A.

2 Lielākas uzskatāmı̄bas labad matricas A = ||aij|| pieraksta vietā lie-
tosim ar̄ı pierakstu ∥∥∥∥∥∥∥∥

a1

a2

. . .
an

∥∥∥∥∥∥∥∥
,

kur ai = (ai1, ai2, . . . , ain) ir matricas A i-tā rinda. Šajos apz̄ımējumos

BA =

∥∥∥∥∥∥∥∥

a1 + b12a2 + . . . + b1nan

a2 + . . . + b2nan

. . . . . . .
an

∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Tagad pastāst̄ısim, kā matrica A elementāri pārveidojama par BA. Vis-
pirms iegūst matricas BA pirmo rindu, tad — otro, trešo, utt., l̄ıdz iegūst
priekšpēdējo rindu.

Detalizētāk aprakst̄ısim, kā iegūstama i-tā rinda. Vispirms i + 1 rindu
pareizina ar bii+1 un rezultātu pieskaita i-tajai rindai, tad i + 2 rindu parei-
zina ar bii+2 un rezultātu pieskaita i-tajai rindai. Tā turpina, l̄ıdz iegūst
ai + bii+1ai+1 + . . . + binan.

Tā kā visi aprakst̄ıtie pārveidojumi ir otrā veida elementāri pārveidojumi,
tad |BA| = |A|.

Uzskatāmı̄bas labad matricas

H =




a11 . . . a1m b11 . . . b1n

. . . . . . . . . . . .
am1 . . . amm bm1 . . . bmn

c11 . . . c1m d11 . . . d1n

. . . . . . . . . . . .
cn1 . . . cnm dn1 . . . dnn



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pieraksta vietā lietosim ar̄ı pierakstu

∥∥∥∥
A B
C D

∥∥∥∥ ,

kur A = ||aij||mm, B = ||bij||mn , C = ||cij||nm, D = ||dij||nn .

3.1.3. Lemma. ∣∣∣∣
A O
B C

∣∣∣∣ = |A| |C| ,

kur A = ||aij||mm, O = ||0||mn , B = ||bij||nm, C = ||cij||nn .

2 Pierād̄ıjuma metode — indukcija pēc m. Apz̄ımēsim

H ↽

∥∥∥∥
A O
B C

∥∥∥∥ .

Ja m = 1, tad

H =




a11 0 . . . 0
b11 c11 . . . c1n

. . . . . . .
bn1 cn1 . . . cnn


 .

Izvirzot |H| pēc pirmās rindas,

|H| = a11

∣∣∣∣∣∣

c11 . . . c1n

. . . . .
cn1 . . . cnn

∣∣∣∣∣∣
= |A| |C| .

Vispār̄ıgā gad̄ıjumā, izvirzot H pēc pirmās rindas,

|H| =
m∑

j=1

a1j H1j =
m∑

j=1

(−1)j+1a1j |H[1j]| .

Ņemsim vērā (skat̄ıt apakšmatricu defin̄ıcijas 36. lappusē), ka

H[1j] =

∥∥∥∥∥
A[1j] O[1−]

B[−j] C

∥∥∥∥∥ ,
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un, tā kā matricas A[1j] kārta ir m−1, tad saskaņā ar indukcijas pieņēmumu
|H[1j]| = |A[1j]| |C| . No šejienes

|H| =
m∑

j=1

(−1)j+1a1j |A[1j]| |C| = |C|
m∑

j=1

(−1)j+1a1j |A[1j]| =

= |C|
m∑

j=1

a1j A1j = |C| |A| = |A| |C| .

3.1.4. Teorēma. Ja A, B — kvadrātiskas matricas, tad

|AB| = |A| |B|.

2 Pieņemsim, ka A, B ∈ Matn(R), tad matricas

∥∥∥∥
A O

−E B

∥∥∥∥

kārta ir 2n. Saskaņā ar Lemmu 3.1.3
∣∣∣∣

A O
−E B

∣∣∣∣ = |A| |B| . (3.1)

Savukārt, atsaucoties uz Lemmu 3.1.2
∣∣∣∣

A O
−E B

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∥∥∥∥

E A
O E

∥∥∥∥
∥∥∥∥

A O
−E B

∥∥∥∥
∣∣∣∣ .

Tā kā ∥∥∥∥
E A
O E

∥∥∥∥
∥∥∥∥

A O
−E B

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥
O AB

−E B

∥∥∥∥ ,

tad
∣∣∣∣

A O
−E B

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
O AB

−E B

∣∣∣∣ . (3.2)

Pēdējā determinantā, mainot vietām pirmo aili ar n+1, tad otro — ar n+2,
utt., l̄ıdz n-to aili nomaina ar 2n, iegūst

∣∣∣∣
O AB

−E B

∣∣∣∣ = (−1)n

∣∣∣∣
AB O
B −E

∣∣∣∣ . (3.3)
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Atkal, atsaucoties uz Lemmu 3.1.3, var pamatot, ka
∣∣∣∣

AB O
B −E

∣∣∣∣ = |AB| | − E| = (−1)n |AB| .

Tagad, ņemot vērā formulas (3.1–3.3), izvedams

|A| |B| =
∣∣∣∣

A O
−E B

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
O AB

−E B

∣∣∣∣ = (−1)n

∣∣∣∣
AB O
B −E

∣∣∣∣ =

= (−1)n (−1)n |AB| = |AB| .
3.1.5. Sekas. GLn(R) ir grupōıds.

2 Pieņemsim, ka A,B ∈ GLn(R), tad |A| 6= 0 6= |B|. No šejienes |AB| =
|A| |B| 6= 0, tāpēc AB ∈ GLn(R).

Kā redzams, dažos gad̄ıjumos, lai konstatētu, ka dotā kopa ar tajā definēto
operāciju ir grupa, nākas krietni papūlēties. Tikko aplūkotajā gad̄ıjumā mēs
pamatojām, ka matricu reizināšanas sašaurinājums kopā GLn(R) ar̄ı ir ope-
rācija.

3.1.6. Teorēma. Kopa GLn(R) ar tajā definēto matricu reizināšanas
operāciju ir grupa.

2 (i) Tā kā Matn(R) ir monōıds, tad ar̄ı kopā GLn(R) izpildās asociat̄ıvais
likums. L̄ıdz ar to GLn(R) ir monōıds.

(ii) Ņemsim vērā, ka |A| 6= 0, tādēļ (skat̄ıt 37. lappusi) matricai A eksistē
inversā matrica A−1. Ja reiz tā, tad, balstoties uz Teorēmu 3.1.4, secināms
1 = |E| = |AA−1| = |A| |A−1|. Tātad |A−1| = |A|−1 6= 0. L̄ıdz ar to
A−1 ∈ GLn(R). Tas noz̄ımē (Defin̄ıcija 2.7.1) [ 22.32. defin̄ıcija ], ka GLn(R)
ir grupa.

3.1.7. Defin̄ıcija. Grupu GLn(R) sauc par pilnu lineāru grupu pār lau-
ku R.

Lineāro grupu teorijas pirmsākumi attiecināmi uz XIX gadsimta vidu. Tie
saist̄ıti ar pēt̄ıjumiem par ǧeometriskām transformācijām, pirmām kārtām
projekt̄ıvajā ǧeometrijā. Lineāro grupu teorijas att̄ıst̄ıba cieši saist̄ıta ar L̄ı
grupu teoriju, grupu reprezentācijām un Galuā teoriju. Mūsdienu teorētiskās
fizikas problemātika būtiski paplašinājusi linearitātes lietojuma sfēru un tā
ietekmējusi ar̄ı grupu teorijas att̄ıst̄ıbu.
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3.1.8. Vingrinājums. Parād̄ıt, ka kopa

SLn(R) ↽ {A ∈ GLn(R) | |A| = 1}

ar tajā definēto matricu reizināšanas operāciju ir grupa.

3.1.9. Defin̄ıcija. Grupu SLn(R) sauc par speciālu lineāru grupu pār
lauku R.

3.2. Elementārās ı̄paš̄ıbas

3.2.1. Defin̄ıcija. Pusgrupas P elementu e sauc par kreiso neitrālo ele-
mentu, ja

∀a ∈ P ea = a.

Pusgrupas P elementu a′ sauc par elementa a ∈ P kreiso duālo elementu, ja

a′a = e.

3.2.2. Apgalvojums. Pusgrupa G ir grupa tad un tikai tad, ja tajā ek-
sistē kreisais neitrālais elements un katram a ∈ G eksitē kreisais duālais
elements.

2 Nepieciešamais nosac̄ıjums uzreiz izriet no grupas defin̄ıcijas, jo neit-
rālais elements ir ar̄ı kreisais neitrālais un duālais elements ir ar̄ı kreisais
duālais.

Pietiekamais nosac̄ıjums. Pieņemsim, ka e ir pusgrupas P kreisais neit-
rālais elements un a′ ir elementa a kreisais duālais elements, tad elementam
a′ eksistē kreisais duālais elements a′′. No šejienes

aa′ = e(aa′) = (a′′a′)(aa′) = a′′(a′a)a′ = a′′ea′ = a′′(ea′) = a′′a′ = e.

Tas ļauj secināt, ka

ae = a(a′a) = (aa′)a = ea = a.

Tātad e ir neitrālais elements un a′ ir duālais elements. Tas noz̄ımē (skat̄ıt
grupas defin̄ıciju), ka G ir grupa.
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3.2.3. Defin̄ıcija. Pusgrupas P elementu e sauc par labo neitrālo ele-
mentu, ja

∀a ∈ P ae = a.

Pusgrupas P elementu a′ sauc par elementa a ∈ P labo duālo elementu, ja

aa′ = e.

3.2.4. Vingrinājums. Pusgrupa G ir grupa tad un tikai tad, ja tajā
eksistē labais neitrālais elements un katram a ∈ G eksitē labais duālais ele-
ments.

3.2.5. Apgalvojums. Pusgrupa G ir grupa tad un tikai tad, ja

∀a ∈ G ∀b ∈ G ∃x ∈ G ∃y ∈ G (xa = b ∧ ay = b).

2 ⇒ Izvēlamies x = ba−1 un y = a−1b, tad

xa = ba−1a = b un ay = aa−1b = b.

⇐ (i) Pieņemsim, ka e ir vienādojuma xa = a atrisinājums un y0 ir
vienādojuma ay = b atrisinājums, tad

eb = e(ay0) = (ea)y0 = ay0 = b.

L̄ıdz ar to e ir pusgrupas kreisais neitrālais elements.
(ii) Pieņemsim, ka b′ ir vienādojuma xb = e atrisinājums, tad b′ ir ele-

menta b kreisais apgrieztais elements. Tagad atsaucoties uz Apgalvojumu
3.2.2 secināms: P ir grupa.

Vienošanās. Pieņemsim, ka G ir grupa, a ∈ G un n ∈ N, tad

a−n
↽ (a−1)n.

3.2.6. Apgalvojums. Katram grupas elementam a

∀m ∈ Z ∀n ∈ Z aman = am+n.

2 (i) Ja m ≥ 0 un n ≥ 0, tad tas ir Vingrinājums 2.6.9.
(ii) Ja m ≥ 0 un n ≤ 0, tad pierād̄ıjums indukt̄ıvs pa m.
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Pieņemsim, ka e ir neitrālais elements un m = 0, tad apgalvojums ir
spēkā, jo

aman = a0an = ean = an = a0+n = am+n.

Tālākais pierād̄ıjums attiecas uz indukcijas pāreju.

am+1an = aaman = aam+n.

Ja m + n ≥ 0, tad saskaņā ar Vingrinājumu 2.6.9 aam+n = am+1+n.
Ja m + n < 0, tad k ↽ − (m + n) > 0 un

aam+n = aa−k = a(a−1)k V2.6.9
= aa−1(a−1)k−1 = e(a−1)k−1 = a1−k = am+1+n.

Indukcijas pāreja veikta piln̄ıbā.
(iii) Ja m ≤ 0 un n ≥ 0, tad

aman = (a−1)−m(a−1)−n (ii)
= (a−1)−m−n.

Ja −m− n ≥ 0, tad (a−1)−m−n = a−(−m−n) = am+n.

Ja −m−n < 0, tad (a−1)−m−n = (a−1)−(m+n) = ((a−1)−1)m+n S2.6.5
= am+n.

(iv) Ja m ≤ 0 un n ≤ 0, tad

aman = (a−1)−m(a−1)−n (i)
= (a−1)−m−n = a−(−m−n) = am+n.

3.2.7. Vingrinājums. Katram grupas elementam a

∀m ∈ Z ∀n ∈ Z (am)n = amn.

3.2.8. Apgalvojums. Ja a un b ir grupas elementi, tad

(ab)−1 = b−1a−1.

2 Pieņemsim, ka e ir grupas neitrālais elements, tad

(ab)(b−1a−1) = a(bb−1)a−1 = aea−1 = aa−1 = e.

Tātad (ab)−1 = b−1a−1.

3.2.9. Vingrinājums. Ja a un b ir komutat̄ıvi grupas elementi, t.i.,
ab = ba, tad

∀n ∈ Z (ab)n = anbn.
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3.2.10. Apgalvojums (Sāısināšanas likumi). Pieņemsim, ka a, b, c
ir grupas G elementi.

(i) Ja ab = ac, tad b = c.
(ii) Ja ba = ca, tad b = c.

2 (i) b = (a−1a)b = a−1(ab) = a−1(ac) = (a−1a)c = c.
(ii) Otra sāısināšanas likuma pierād̄ıjumu las̄ıtājm piedāvājam kā vin-

grinājumu.

3.3. Apakšgrupas

3.3.1. Defin̄ıcija. Grupas G apakškopu H sauc par apakšgrupu, ja
(i) H ir pusgrupas G apakšpusgrupa;
(ii) ∀x ∈ H x−1 ∈ H.

Šai situācijā l̄ıdz̄ıgi kā pusgrupu gad̄ıjumā lieto apz̄ımējumu H ≤ G.

3.3.2. Vingrinājumi. (i) Katra grupas G apakšgrupa H satur grupas
G neitrālo elementu.

(ii) Katra grupas G apakšgrupa H ir grupa attiec̄ıbā pret to pašu grupas
G operāciju.

(iii) Jebkurai netriviālai grupai G eksistē vismaz divas apakšgrupas: pati
grupa G un grupa, kas sastāv no viena paša neitrālā elementa e. Šo vienele-
ment̄ıgo grupas G apakšgrupu {e} sauc par grupas G vien̄ıbas apakšgrupu.

3.3.3. Defin̄ıcija. Grupas G vien̄ıbas apakšgrupu, kā ar̄ı pašu grupu G
sauc par grupas G triviālajām apakšgrupām.

Br̄ıdinājums. Jēdzieni triviāla grupa un triviāla apakšgrupa ir divi dažādi
jēdzieni. Tā, piemēram, grupas 〈Z, +〉 triviālās apakšgrupas ir grupas 〈{0}, +〉
un 〈Z, +〉, taču pati grupa 〈Z, +〉 nav triviāla.

3.3.4. Piemēri. (i) Grupas 〈R∗, ·〉 apakšgrupas:

• R∗+ ↽ {x ∈ R | x > 0};
• {−1; 1};
• {x = 2m |m ∈ Z}.
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(ii) Grupas 〈Z, +〉 apakšgrupa ir

Z2 ↽ {x = 2n |n ∈ Z},

toties
Z2 + 1 ↽ {x = 2n + 1 |n ∈ Z}

nav š̄ıs grupas apakšgrupa.

(iii) Grupas GLn(R) apakšgrupas:

• SLn(R);

•

DLn(R) ↽








d1 0 . . . 0
0 d2 . . . 0
· · · ·
0 0 . . . dn




∣∣∣∣∣∣∣∣
∀i di ∈ R∗





.

3.3.5. Apgalvojums. Ja {Hi | i ∈ I} ir grupas G apakšgrupu saime,
tad H ↽

⋂
i∈I

Hi ir grupas G apakšgrupa.

2 (i) Pieņemsim, ka e ir grupas G vien̄ıbas elements, tad e ∈ H (skat̄ıt
Vingrinājumu 3.3.2(i)). L̄ıdz ar to H 6= ∅.

(ii) H ir pusgrupas G apakšpusgrupa (skat̄ıt Apgalvojumu 2.9.5).
(iii) Pieņemsim, ka h ∈ H, tad ∀i ∈ I h ∈ Hi. Tā kā Hi ir grupas G

apakšgrupa, tad h−1 ∈ Hi. No šejienes h−1 ∈ ⋂
i∈I

Hi = H.

(iv) Tagad atsaucoties uz (i)–(iii) un apaksǧrupas defin̄ıciju secināms, ka
H ir grupas G apakšgrupa.

3.3.6. Vingrinājums. Grupas G netukša apakškopa H ir grupas G
apakšgrupa tad un tikai tad, ja tā apmierina šādus divus nosac̄ıjumus:

(i) ja a un b ir kopas H elementi, tad ab ∈ H;
(ii) ja a ∈ H, tad a−1 ∈ H.
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3.4. Blakusklases

3.4.1. Vingrinājumi. (i) Pieņemsim, ka P — pusgrupa un K, H ir
kopas P apakškopas, tad

KH ↽ {xy |x ∈ K ∧ x ∈ H}.
Ja K = ∅ vai H = ∅, tad KH ↽ ∅. Parād̄ıt, ka š̄ı operācija kopā P(P )
definē pusgrupu!

(ii) Pieņemsim, ka P — pusgrupa, x ∈ P un H ⊆ P , tad

xH ↽ {x}H un Hy ↽ H{y}.
Pierād̄ıt, ka attiec̄ıbas

x ≡k
H y

def⇔ xH = yH un x ≡l
H y

def⇔ Hx = Hy

kopā P ir ekvivalences tipa predikāti.

3.4.2. Defin̄ıcija. Pieņemsim, ka G — grupa, H ≤ G un g ∈ G,
tad kopu gH sauc par elementa g definēto grupas G kreiso apkšgrupas H
blakusklasi. Savukārt kopu Hg sauc par elementa g definēto grupas G labo
apkšgrupas H blakusklasi.

Dažkārt ı̄suma labad, ja nerodas pārpratumi, gH sauc par kreiso blakus-
klasi pēc H, bet Hg — par labo blakusklasi pēc H.

3.4.3. Piemēri. (i) Skaitļa −4 definētā grupas 〈R∗, ·〉 kreisā apakš-
grupas R∗+ blakusklase ir R∗− ↽ {x ∈ R∗ |x < 0}.

(ii)
(

1 3
2 3

)
SL2(R) = {A ∈ GL2(R) | |A| = −3}.

Tātad matricas (
1 3
2 3

)

definētā pilnās lineārās grupas GL2(R) kreisā speciālās lineārās grupas SL2(R)
blakusklase ir nesingulāro matricu kopa {A ∈ GL2(R) | |A| = −3}.

Atz̄ımēsim, ka matricu sauc par singulāru jeb deǧenerētu matricu, ja tās
determinants ir 0, ja tās determinants atšķiras no skaitļa 0, tad šādu matricu
sauc par nesingulāru jeb nedeǧenerētu matricu.
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3.4.4. Lemma. Ja H ir grupas G apakšgrupa un xH ∩ yH 6= ∅, tad
xH = yH.

2 (i) pieņemsim, ka u ∈ xH ∩ yH, tad

∃a ∈ H ∃b ∈ H u = xa = yb.

No šejienes
x = yba−1 un y = xab−1.

(ii) Pieņemsim, ka v ∈ xH, tad ∃c ∈ H v = xc. No šejienes

v = xc = yba−1c ∈ yH,

jo H ir grupa un a ∈ H, b ∈ H, c ∈ H. L̄ıdz ar to xH ⊆ yH.
(iii) Pieņemsim, ka w ∈ yH, tad ∃d ∈ H w = yd. No šejienes

w = yd = xab−1d ∈ xH.

Tātad yH ⊆ xH.
(iv) Mēs parād̄ıjām, ka xH ⊆ yH ⊆ xH. L̄ıdz ar to xH = yH.

3.4.5. Vingrinājums. Ja H ir grupas G apakšgrupa un Hx ∩Hy 6= ∅,
tad Hx = Hy.

3.4.6. Lemma. Ja H ir grupas G apakšgrupa, tad

[x]kH ↽ {y |x ≡k
H y} = xH.

2 (i) Pieņemsim, ka e ir grupas G neitrālais elements, tad x = xe. Tas
demonstrē, ka x ∈ xH.

Pieņemsim, ka y ∈ xH, tad saskaņā ar Lemmu 3.4.4 xH = yH, tāpēc
x ≡k

H y. L̄ıdz ar to xH ⊆ [x]kH .
(ii) Pieņemsim, ka y ∈ [x]kH , tad x ≡k

H y, t.i., xH = yH. No šejienes
y ∈ xH, jo y ∈ yH. Tas demonstrē, ka [x]kH ⊆ xH.

(iii) Mēs parād̄ıjām, ka xH ⊆ [x]kH ⊆ xH. L̄ıdz ar to [x]kH = xH.

3.4.7. Vingrinājumi. (i) Atrast tādu Kleina 4–grupas elementu x un
apakškopu H, ka [x]kH 6= xH.

(ii) Ja H ir grupas G apakšgrupa, tad [x]lH ↽ {y |x ≡l
H y} = Hx.
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3.4.8. Lemma. Pieņemsim, ka H ir grupas G apakšgrupa.

aH = bH ⇔ a−1b ∈ H.

2 ⇒ Pieņemsim, ka aH = bH, tad eksistē tāds grupas H elements h, ka
ah = b. No šejienes a−1b = h ∈ H.

⇐ Pieņemsim, ka h = a−1b ∈ H, tad ah = b. No šejienes ah ∈ aH un
saprotams b ∈ bH, jo H satur neitrālo elementu. Tātad ah = b ∈ aH ∩ bH.
Tagad atsaucoties uz Lemmu 3.4.4 secināms: aH = bH.

3.4.9. Vingrinājums. Pieņemsim, ka H ir grupas G apakšgrupa.

Ha = Hb ⇔ ab−1 ∈ H.

3.4.10. Apgalvojums. Ja H ir grupas G apakšgrupa, tad attēlojums

φ : H → aH : h 7→ ah

ir bijekcija.

2 (i) Pieņemsim, ka ah1 = ah2, tad saskaņā ar sāısināšanas likumu (skat̄ıt
Apgalvojumu 3.2.10) secināms: h1 = h2. Tātad φ ir injekcija.

(ii) Pieņemsim, ka x ∈ aH, tad eksistē tāds h ∈ H, ka x = ah. No
šejienes φ(h) = ah = x. Tātad φ ir sirjekcija.

3.4.11. Vingrinājums. Ja H ir grupas G apakšgrupa, tad attēlojums

φ : H → Ha : h 7→ ha

ir bijekcija.

3.4.12. Sekas. Ja H ir grupas G apakšgrupa, tad

∀a ∈ G |aH| = |H| = |Ha|.

Pieņemsim, ka H ir grupas G apakšgrupa un {a | a ∈ Gk} ir ekvivalences
≡k

H pilna pārstāvju sistēma (skat̄ıt Defin̄ıciju 1.6.11), tad kopas G sadal̄ıjumu
K ↽ {aH | a ∈ Gk} sauc par grupas G kreiso sadal̄ıjumu pēc apakšgrupas H.
Atbilstoši, ja {b | b ∈ Gl} ir ekvivalences ≡l

H pilna pārstāvju sistēma, tad
kopas G sadal̄ıjumu L ↽ {Hb | b ∈ Gl} sauc par grupas G labo sadal̄ıjumu
pēc apakšgrupas H.
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3.4.13. Defin̄ıcija. Kopas K apjomu

[G : H] ↽ |K| = |{aH | a ∈ Gk}|
sauc par apakšgrupas H indeksu grupā G.

Ja nerodas domstarp̄ıbas tad lieto ı̄sāku izteiksmes formu, un saka H
indekss ir [G : H].

3.4.14. Vingrinājumi. (i) Pieņemsim, ka G ir grupa un K ⊆ G, tad

K−1
↽ {x−1 |x ∈ K}.

Pierād̄ıt, ka (KH)−1 = H−1K−1 jebkurām kopas G apakškopām K un H.

(ii) Pieņemsim, ka H ir grupas G apakšgrupa. Pierād̄ıt, ka

φ : K → L : aH 7→ Ha−1

ir bijekcija.

3.4.15. Sekas. Pieņemsim, ka H ir grupas G apakšgrupa, tad

[G : H] = |L| = |{Hb | b ∈ Gl}|.
3.4.16. Defin̄ıcija. Pieņemsim, ka 〈G,¯〉 ir grupa. Kopas G apjomu

|G| sauc par grupas G kārtu.

Grupu G sauc par gal̄ıgu grupu, ja tās apjoms |G| ir naturāls skaitlis.
Šai situācijā lieto pierakstu |G| < ℵ0. Pretējā gad̄ıjumā grupu G sauc par
bezgal̄ıgu grupu un mēdz lietot apz̄ımējumu |G| ≥ ℵ0.

3.4.17. Teorēma (Lagranžs). Ja H ir gal̄ıgas grupas G apakšgrupa,
tad

[G : H] =
|G|
|H| .

2 Pieņemsim, ka K = {aH | a ∈ Gk} ir grupas G kreisais sadal̄ıjums pēc
apakšgrupas H, tad [G : H] = |K| un (Sekas 3.4.12) katras apakšklases aH
apjoms |aH| = |H|. Tā rezultātā |G| = [G : H] |H|.

3.4.18. Sekas. Ja H ir gal̄ıgas grupas G apakšgrupa, tad |H|\|G|, t.i.,
apakšgrupas H kārta dala grupas G kārtu.
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3.5. Homomorfismi

3.5.1. Defin̄ıcija. Pieņemsim, ka G un G′ ir grupas. Attēlojumu

f : G → G′

sauc par grupu homomorfismu, ja tas ir pusgrupu G, G′ homomorfisms.

L̄ıdz̄ıgi kā pusgrupu gad̄ıjumā bijekt̄ıvu homomorfismu sauc par izomor-
fismu. Šai situācijā grupas G un G′ sauc par izomorfām grupām. Sirjekt̄ıvu
homomorfismu sauc par epimorfismu. Injekt̄ıvu homomorfismu sauc par
monomorfismu.

Grupu homomorfismu f : G → G sauc par endomorfismu. Ja endomor-
fisms ir bijekcija, tad to sauc par automorfismu.

3.5.2. Apgalvojums. Ja f : G → G′ ir grupu homomorfisms, tad gru-
pas G neitrālā elementa e attēls f(e) ir grupas G neitrālais elements.

2 Pieņemsim, ka e′ ir grupas G′ neitrālais elements, tad

e′f(e) = f(e) = f(ee) = f(e)f(e).

No šejienes saskaņā ar sāısināšana likumu (Apgalvojums 3.2.10) secināms:
e′ = f(e).

3.5.3. Apgalvojums. Ja f : G → G′ ir grupu homomorfisms, tad

∀a ∈ G f(a−1) = f(a)−1.

2 Pieņemsim, ka e ir grupas G neitrālais elements un e′ ir grupas G′

neitrālais elements, tad

e′ = f(e) = f(aa−1) = f(a)f(a−1).

No šejienes

f(a)−1 = f(a)−1e′ = f(a)−1f(a)f(a−1) = e′f(a−1) = f(a−1).

3.5.4. Teorēma. Ja f : G → G′ ir pusgrupu homomorfisms, bet G ir
grupa, tad Imf ir grupa.
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2 (i) Vispirms ievērojam (Apgalvojums 2.9.6), ka Imf ir pusgrupas G′

apakšpusgrupa.
(ii) Pieņemsim, ka e ir grupas G neitrālais elements, tad saskaņā ar Ap-

galvojumu 2.8.4 secināms, ka f(e) ir pusgrupas Imf neitrālais elements.
(iii) Apgalvojums 2.8.6 konstatē, ka

∀a ∈ G f(a)−1 = f(a−1).

Patvaļ̄ıgam x ∈ Imf eksistē tāds a ∈ G, ka f(a) = x. Tā kā a ∈ G, tad
a−1 ∈ G. No šejienes f(a−1) ∈ Imf . L̄ıdz ar to x−1 ∈ Imf .

3.5.5. Sekas. Ja f : G → G′ ir pusgrupu epimorfisms, bet G ir grupa,
tad G′ ir grupa.

3.5.6. Sekas. Grupas G faktorpusgrupa G/≡ pēc kongruences ≡ ir gru-
pa.

2 Atgādinām (Vingrinājums 2.10.6), ka

π : G → G/≡: x 7→ [x]

ir pusgrupu epimorfisms, tāpēc atliek tikai atsaukties uz iepriekš formulētajām
sekām.

3.5.7. Defin̄ıcija. Grupas G faktorpusgrupu G/≡ pēc kongruences ≡
sauc par faktorgrupu.

Kā mēs tikko konstatējām, tad faktorgrupa ir grupa.

3.5.8. Vingrinājums. Ja f : G → G′ ir grupu homomorfisms, tad
Imf ≤ G.

3.6. Normālas apakšgrupas

Apskat̄ısim Vingrinājuma 3.4.1(i) modifikāciju.

3.6.1. Vingrinājums. (i) Pieņemsim, ka M — monōıds un K, H ir
kopas M apakškopas, tad

KH ↽ {xy |x ∈ K ∧ x ∈ H}.
Parād̄ıt, ka š̄ı operācija kopā P+(M) ↽ P(M) \ {∅} definē monōıdu!
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Mājiens. Pieņemsim, ka e ∈ M ir monōıda M neitrālais elements, tad
kopa {e} ir pusgrupas P+(M) neitrālais elements.

(ii) Pieņemsim, ka G nav triviāla grupa. Parād̄ıt, ka P+(G) nav grupa!

3.6.2. Lemma. Pieņemsim, ka K un H ir grupas G apakšgrupas.

KH ≤ G ⇔ KH = HK.

2 ⇒ HK
S2.7.3
= H−1K−1 A3.2.8

= (KH)−1 S2.7.3
= KH

⇐ (KH)(KH) = K(HK)H = K(KH)H = KKHH = KH un

(KH)−1 A3.2.8
= H−1K−1 S2.7.3

= HK = KH

Tagad atliek tikai atsaukties uz Defin̄ıcijām 2.9.1 un 3.3.1, lai secinātu, ka
KH ≤ G.

Br̄ıdinājums. Vienād̄ıba KH = HK raksturo kopas G apakškopu
vienād̄ıbu, to nevajadzētu jaukt ar elementu komutativitāti. Saprotams, ja
grupa G ir Ābela grupa, tad vienād̄ıba KH = HK izpildās automātiski.

3.6.3. Lemma. Pieņemsim, ka H ir grupas G apakšgrupa.

∀a ∈ G ∀b ∈ G (aH)(bH) = abH ⇔ ∀g ∈ G gH = Hg.

2 ⇒ (i) gHg−1 ⊆ gHg−1H = gg−1H = H. No šejienes gH ⊆ Hg.
(ii) L̄ıdz̄ıgi

g−1Hg ⊆ g−1HgH = g−1gH = H.

No šejienes Hg ⊆ gH.
(iii) Mēs parād̄ıjām, ka gH ⊆ Hg ⊆ gH. Tātad gH = Hg.
⇐ (aH)(bH) = a(Hb)H = a(bH)H = ab(HH) = abH

3.6.4. Defin̄ıcija. Grupas G apakšgrupu H sauc par normālu apakš-
grupu, ja

∀g ∈ G gH = Hg.

Šai situācijā lieto apz̄ımējumu H E G, un faktorkopu pēc ekvivalences tipa
predikāta ≡k

H pieraksta kā G/H.

3.6.5. Sekas. Grupas G apakšgrupa H ir normāla tad un tikai tad, ja

∀g ∈ G gH ⊆ Hg.
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2 ⇐ Pieņemsim, ka g ∈ G, tad g−1 ∈ G, un tāpēc g−1H ⊆ Hg−1. No
šejienes

H = gg−1H ⊆ gHg−1

un
Hg ⊆ gHgg−1 = gH.

Esam ieguvuši: gH ⊆ Hg ⊆ gH. Tātad gH = Hg.
⇒Nepieciešamā nosac̄ıjuma pierād̄ıjumu atstājam las̄ıtājam kā atjaut̄ıbas

vingrinājumu.

3.6.6. Vingrinājumi. Grupas G apakšgrupa H ir normāla tad un tikai
tad, ja izpildās kaut viens no sekojosiem nosac̄ıjumiem:

(i) ∀g ∈ G H = gHg−1;

(ii) ∀g ∈ G H = gHg−1;

(iii) ∀g ∈ G H ⊆ gHg−1;

(iv) ∀g ∈ G gHg−1 ⊆ H.

3.6.7. Sekas. Ja H E G, tad G/H ir pusgrupas P+(G) ir apakšpus-
grupa.

2 Skat̄ıt Lemmu 3.6.3.

3.6.8. Apgalvojums. Ja H E G, tad G/H ir grupa.

2 (i) Pieņemsim, ka e ir grupas G neitrālais elements, tad (Lemma 3.6.3)

H(aH) = (eH)(aH) = eaH = aH.

Tas demonstrē, ka blakusklase H ir pusgrupas G/H kreisais neitrālais ele-
ments.

(ii) (a−1H)(aH) = aa−1H = eH = H. Tas demonstrē, ka blakusklase
a−1H ir blakusklases aH kreisais duālais elements.

(iii) Ņemot vērā (i) un (ii) secināms (Apgalvojums 3.2.2): G/H ir
grupa.

3.6.9. Piemēri. (i) Komutat̄ıvas grupas jebkura apakšgrupa ir normāla.
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(ii) Pieņemsim, ka A ∈ SLn(R) un B ∈ GLn(R), tad |A| = 1 un |B| 6= 0.
No šejienes (Teorēma 3.1.4)

|BAB−1| = |B||A||B−1| = |B||B−1| = |BB−1| = |E| = 1.

Tātad ∀B ∈ GLn(R) B SLn(R) B−1 ⊆ SLn(R). Saskaņā ar Vingrināju-
mu 3.6.6 (iv) SLn(R) E GLn(R).

(iii)

(
1 1
0 1

)(
1 0
0 2

)(
1 1
0 1

)−1

=

(
1 2
0 2

)(
1 −1
0 1

)

=

(
1 1
0 2

)
6= DL2(R).

Tātad DL2(R) nav pilnās lineārās grupas GL2(R) normāla apakšgrupa.

3.6.10. Apgalvojums. Ja H E G, tad ≡k
H ir kongruence.

2 (i) Pieņemsim, ka x ∈ G, tad saskaņā ar Lemmu 3.4.6 [x]kH = xH. Tas
noz̄ımē, ka

a ≡k
H b ⇔ aH = bH

visiem grupas G elementiem a un b.
(ii) Pieņemsim, ka a ≡k

H b un g ∈ G, tad gaH = gbH. Tātad ga ≡k
H gb.

Ņemsim vērā, ka H E G, tāpēc Ha = aH = bH = Hb. No šejienes

Hag = Hbg

agH = bgH

ag ≡k
H bg.

3.6.11. Vingrinājums. Ja H E G, tad ≡l
H ir kongruence.

3.6.12. Teorēma. Ja ≡ ir kongruence grupā G un e ∈ G ir neitrālais
elements, tad

[e] E G un G/[e] = G/ ≡ .

2 (i) Vispirms parād̄ısim, ka [e] ≤ G.
Pieņemsim, ka a un b ir blakusklases [e] elementi, tad a ≡ e un b ≡ e. No

šejienes
ab ≡ eb = b ≡ e.
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Tātad ab ∈ [e].
Tā kā a ≡ e, tad

e = a−1a ≡ a−1e = a−1.

Tātad a−1 ∈ [e]. Tagad atliek tikai atsaukties uz Defin̄ıcijām 2.9.1 un 3.3.1,
lai secinātu, ka [e] ≤ G.

(ii) Pieņemsim, ka x ∈ [e], tad x ≡ e; tāpēc

gx ≡ ge = g,

xg ≡ eg = g.

No šejienes xg = gx; tādēļ x = xgg−1 ≡ gxg−1. Tas demonstrē, ka

gxg−1 ∈ [e], tātad (skat̄ıt Vingrinājumu 3.6.6 (iv)) [e] E G.

(iii) Saskaņā ar Apgalvojumu 3.6.10 ≡k
[e] ir kongruence. Tagad pie-

vēršamies Defin̄ıcijai 3.6.4 un Apgalvojumam 3.6.8, lai secinātu, ka

G/ ≡k
[e] = G/[e].

Atliek parād̄ıt, ka kongruence ≡ ir tā pati kongruence ≡k
[e].

a) Pieņemsim, ka x ≡ y, tad e = x−1x ≡ x−1y. Tātad x−1y ∈ [e]. Tas
noz̄ımē (Lemma 3.4.8), ka x[e] = y[e], proti, x ≡k

[e] y.

b) Pieņemsim, ka x ≡k
[e] y, tad x[e] = y[e] jeb y−1x ∈ [e]. L̄ıdz ar to

y−1x ≡ e,

yy−1x ≡ ye,

x ≡ y.

Š̄ı teorēma parāda: katrai kongruencei ≡ eksistē tāda grupas G normāla
apakšgrupa H, ka G/≡ = G/H. Mēs jau iepriekš konstatējām: katrai grupas
normālai apakšgrupai H eksistē tāda kongruence ≡, ka G/≡ = G/H. Tāpēc
parasti lieto nevis pierakstu G/≡, bet gan pierakstu G/H. Šo faktorgrupu
pēc kongruences mēdz saukt par faktorgrupu G/H pēc normālās apakšgrupas
H.
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3.7. Kanoniskais homomorfisms

Ja f : G → G′ ir grupu homomorfisms, tad f ir ar̄ı pusgrupu homomor-
fisms. Saskaņā ar Apgalvojumu 2.10.9 Kerf ir kongruence. Š̄ı kongruence
nosaka (skat̄ıt Teorēmu 3.6.12) grupas G normālo apakšgrupu

[e] = {x | (x, e) ∈ Kerf} = {x | f(e) = f(x)} = {x | f(x) = e′};
te e ∈ G ir grupas G neitrālais elements un e′ ∈ G′ ir grupas G′ neitrālais
elements. Grupu teorijā šo apakšgrupu sauc par homomorfisma f kodolu un
lieto apz̄ımējumu Kerf . L̄ıdz ar to Kerf ↽ [e].

Atšķir̄ıbā no pusgrupu teorijas, kur par homomorfisma kodolu sauc kon-
gruenci Kerf , grupu teorijā par homomorfisma kodolu sauc normālo apakš-
grupu Kerf .

L̄ıdz̄ıgi kā pusgrupu gad̄ıjumā, ja ≡ ir kongruence grupā G, homomor-
fismu

π : G → G/≡: a 7→ [a]

sauc par dab̄ıgo jeb kanonisko homomorfismu. Mēs jau atz̄ımējām (skat̄ıt 73.
lappusi), ka šai gad̄ıjumā eksistē tāda normāla grupas G apakšgrupa H, ka
G/≡ = G/H. Tā kā katrai grupas G normālai apakšgrupai H attiec̄ıba ≡k

H

ir kongruence (Apgalvojums 3.6.10), tad attēlojums

π : G → G/Kerf : a 7→ [a]kKerf

ir dab̄ıgais homomorfisms.

3.7.1. Teorēma. Katram grupu homomorfismam f : G → G′ eksistē
viens vien̄ıgs grupu homomorfisms f∗ : G/Kerf → G′, kam diagramma

G G′

G/Kerf

....................................................................................................................................................................................................................................................................... ............
f

............................................................................................................................................................................................................................ .........
...

π

..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
.....................
............

f∗

ir komutat̄ıva; turklāt šis homomorfisms f∗ ir monomorfisms.

2 Šis rezultāts pierād̄ıts (Teorēma 2.10.10) pusgrupām. Turklāt (Ap-
galvojums 3.6.8) G/Kerf ir grupa.
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3.7.2. Sekas (Izomorfisma teorēma). G/Kerf ∼= Imf

3.7.3. Apgalvojums. Grupu homomorfisms f : G → G′ ir monomor-
fisms tad un tikai tad, ja Kerf = {e}, kur e ∈ G ir grupas G neitrālais
elements.

2 ⇒ Pieņemsim, ka f : G → G′ ir monomorfisms, tad f ir gan homo-
morfisms, gan injekcija.

(i) Tā kā f ir homomorfisms, tad f(e) = e′, kur e′ ir grupas G′ neitrālais
elements.

(ii) Tā kā f ir injekcija, tad ∀a ∈ G (a 6= e ⇒ f(a) 6= f(e)). L̄ıdz ar to
Kerf = {e}.

⇐ (i) Pieņemsim, ka f(a) = f(b), tad

aKerf
T3.6.12

= [a] = [b]
T3.6.12

= bKerf.

No šejienes ab−1 ∈ Kerf .
(ii) Pieņemsim, ka Kerf = {e}, tad ab−1 = e, tāpēc a = b. Esam

pierād̄ıjuši, ka f ir injekcija.

3.8. Cikliskas grupas

Pieņemsim, ka X ⊆ G, tad

〈X〉 ↽
⋂

X⊆H≤G

H,

t.i., mēs aplūkojam šķēlumu pa visām grupas G apakšgrupām, kas satur kopu
X.

Br̄ıdinājums. Šai situācijā l̄ıdz̄ıgi kā pusgrupu gad̄ıjumā lieto apz̄ı-
mējumu 〈X〉.

3.8.1. Apgalvojums. 〈X〉 ir grupa.

2 Tā kā G ≤ G, tad vismaz viena grupa apmierina nosac̄ıjumu X ⊆ G.
Tālāk skat̄ıt Apgalvojumu 3.3.5 un Vingrinājumu 3.3.2(ii).

3.8.2. Defin̄ıcija. Grupu 〈X〉 sauc par kopas X ǧenerēto apakšgrupu.
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Ja 〈X〉 = G, tad kopu X sauc par grupas G veidotājkopu. Kopas X
elementus sauc par veidotājelementiem. Lai nesarežǧ̄ıtu apz̄ımējumus, ja
X = {x1, x2, . . . , xn}, parasti uzskata, ka

〈x1, x2, . . . , xn〉 ↽ 〈X〉.

3.8.3. Apgalvojums. Ja X ir netukša grupas G apaškopa, tad

〈X〉 = {a | ∃n ∈ Z+ (a = a1a2 . . . an ∧ ∀i ∈ 1, n (ai ∈ X ∨ a−1
i ∈ X))}.

2 Pieņemsim, ka X−1 ↽ {a−1 | a ∈ X} un

H ↽ {a | ∃n ∈ Z+ (a = a1a2 . . . an ∧ ∀i ∈ 1, n ai ∈ X ∪X−1)}
= { kopas X ∪X−1 elementu gal̄ıgi reizinājumi }.

(i) Pieņemsim, ka a ∈ X, tad a−1 ∈ X−1. No šejienes e = aa−1 ∈ H, t.i.,
grupas G neitrālais elements ar̄ı pieder kopai H.

(ii) Pieņemsim, ka a = a1a2 . . . an, tad a−1 = a−1
n . . . a−1

2 a−1
1 . No šejienes,

ja a ∈ H, tad a−1 ∈ H.
(iii) Pieņesim, ka b = b1b2 . . . ak, tad ab = a1a2 . . . anb1b2 . . . bk. No

šejienes, ja a ∈ H un b ∈ H, tad ab ∈ H.
Tas ļauj secināt, ka H ir grupas G apakšgrupa, kas satur kopu X. Tātad

〈X〉 ⊆ H.
Taču tā kā 〈X〉 ir grupa un X ∪ X−1 ⊆ 〈X〉, tad H ⊆ 〈X〉. L̄ıdz ar to

H = 〈X〉.

3.8.4. Defin̄ıcija. Grupu G sauc par ciklisku grupu, ja

∃g ∈ G ∀x ∈ G ∃n ∈ Z x = gn.

Šai situācijā elementu g sauc par cikliskās grupas G veidotājelementu.

3.8.5. Sekas. Ja g ir cikliskās grupas G veidotālelements, tad G = 〈g〉.

2 Skat̄ıt Apgalvojumu 3.8.3.

3.8.6. Vingrinājumi. (i) Katra cikliska grupa ir komutat̄ıva.

(ii) Skaitļi −1 un 1 ir grupas 〈Z, +〉 veidotājelementi.
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3.8.7. Sekas. 〈Z, +〉 ir cikliska grupa.

Adit̄ıvo pierakstu + parasti lieto, ja grupa G ir komutat̄ıva. Šai gad̄ıjumā
elementa a duālo elementu mēdz saukt par pretējo un lieto pierakstu −a. Tā
rezultātā Lemma 3.4.8 iegūst izskatu

a + H = b + H ⇔ a− b ∈ H.

Atgādinam, ka te H ≤ G, un tā automātiski ir normāla apakšgrupa, jo
komutat̄ıvas grupas katra apakšgrupa ir normāla.

Adit̄ıvajā variantā am vietā lieto pierakstu ma.

3.8.8. Lemma. Zm ↽ {x ∈ Z |mr x} ir grupas 〈Z, +〉 apakšgrupa.

2 Pieņemsim, ka x ∈ Zm un y ∈ Zm, tad

∃a ∈ Z x = am ∧ ∃b ∈ Z y = bm.

No šejienes x + y = (a + b)m ∈ Zm un −x = −am ∈ Zm.

3.8.9. Defin̄ıcija. Faktorgrupu Z/Zm sauc par rezidiju grupu pēc modu-
ļa m.

3.8.10. Lemma. Z/Zm = {a + Zm | a ∈ 0,m− 1}.

2 Ja 0 ≤ a < b < m, tad b− a /∈ Zm, tāpēc a +Z 6= b +Z. Ja turpret̄ı a
ir patvaļ̄ıgs vesels skaitlis, tad eksistē tādi veseli skaitļi q un r, ka

a = mq + r un r ∈ 0,m− 1.

No šejienes

a + Zm = r + mq + Zm = (r + Zm) + (mqZm) = r + Zm.

Parasti kreisās blakusklases a + Zm apz̄ımēšamai lieto pierakstu [a] un
Z/Zm apz̄ımēšanai lieto ar̄ı ı̄sāku pierakstu Zm ↽ Z/Zm. Skaitļu teorijā
pierāda, ka 〈Zm, +〉 ir komutat̄ıva grupa. Mēs to izdar̄ıjām nedaudz citādāk.

3.8.11. Vingrinājums. Blakusklase [1] ir grupas 〈Zm, +〉 veidotājele-
ments.
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3.8.12. Sekas. Grupa 〈Zm, +〉 ir cikliska.

3.8.13. Lemma. Ja H ir netriviāla grupas 〈Z, +〉 apakšgrupa, tad

∃m ∈ Z+ H = Zm.

2 (i) Pieņemsim, ka {0} 6= H ≤ Z, tad H satur kādu pozit̄ıvu skaitli.
Pieņemsim, ka m ir mazākais pozit̄ıvais skaitlis, kas pieder H, tad Zm ⊆ H.

(ii) Pieņemsim, ka a ∈ H, tad tad eksistē tādi veseli skaitļi q un r, ka

a = mq + r un r ∈ 0,m− 1.

No šejienes r = a−mq ∈ H.
Ja pieņem, ka r 6= 0, tad tas ir pretrunā ar m izvēli, jo m ir mazākais

pozit̄ıvais kopas H skaitlis. Atliek tikai viena iespēja, proti, r = 0, t.i.,
a−mq ∈ Zm. Tātad H ⊆ Zm.

(iii) Mēs parād̄ıjām, ka Zm ⊆ H ⊆ Zm. Tātad H = Zm.

Turpmākajam mums nepieciešams viens rezultāts no skaitļu teorijas.

3.8.14. Teorēma. Ja ld(a, b) = d, tad ∃x ∈ Z ∃y ∈ Z ax + by = d.

Las̄ıtājs š̄ıs teorēmas pierād̄ıjumu var atrsat gandr̄ız katrā grāmatā, kas
aplūko elementārās skaitļu teorijas jautājumus.

3.8.15. Teorēma. Blakusklase [a] ir grupas 〈Zm, +〉 veidotājelements
tad un tikai tad, ja ld(a,m) = 1.

2 ⇒ Pieņemsim, ka blakusklase [a] ir grupas Zm veidotājelements un
ld(a,m) = d, tad

∃x ∈ Z+ a = xd ∧ ∃y ∈ Z+ m = yd.

No šejienes [ay] = [xdy] = [xm] = [0].
Tagad apskatam klases

[0], [a], [2a], . . . , [(y − 1)a].

Pieņemam, ka c ir patvaļ̄ıgs kopas Z skaitlis, tad eksistē tādi veseli skaitļi q
un r, ka

c = yq + r, kur r ∈ 0, y − 1.
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No šejienes

[ac] = [a(yq + r)] = [ayq + ar] = [ayq] + [ar] = [0q] + [ar] = [ar].

L̄ıdz ar to
Zm = {[0], [a], [2a], . . . , [(y − 1)a]}.

Tas iespējams tikai tad, ja y = m. Tātad d = 1, jo m = yd.
⇐ Pieņemsim, ka ld(a,m) = 1, tad saskaņā ar Teorēmu 3.8.14

∃x ∈ Z ∃y ∈ Z ax + my = 1.

No šejienes [1] = [ax+my] = [ay]+ [my] = [ax]+ [0] = [ax]. Ja [c] ∈ Zm,
tad

[c] = c[1] = c[ax] = cx[a],

t.i., [a] ir grupas Zm veidotājelements.

3.8.16. Teorēma. Katra cikliska grupa ir izomorfa veselo skaitļu adit̄ıvai
grupai 〈Z, +〉, vai ar̄ı kādai rezidiju grupai pēc moduļa m.

2 Pieņemsim, ka G = 〈g〉. Apskat̄ısim attēlojumu

f : Z→ G : n 7→ an.

Ja reiz G ir cikliska, tad f — sirjekcija.

(i) f(m + n) = gm+n A3.2.6
= gmgn = f(m)f(n). Tātad f ir grupu homo-

morfisms.
(ii) Ja Kerf = {0}, tad f ir monomorfisms (Apgalvojums 3.7.3). Tā kā

f ir epimorfisms, tad no šejienes izriet, ka f ir izomorfisms.
(iii) Izomorfisma teorema 6.4.10 ļauj secināt, ka G ∼= Z/Kerf . Ja Kerf 6=

{0}, tad atsaucoties uz Lemmu 3.8.13 iegūstam: Kerf = Zm. Mēs jau zinam,
ka Z/Zm = Zm.

Ja a ir grupas G elements, tad ∀n ∈ Z an ∈ G. L̄ıdz ar to 〈a〉 ≤ G.

3.8.17. Defin̄ıcija. Pieņemsim, ka a ir grupas G elements, tad apkš-
grupas 〈a〉 kārtu sauc par elementa a kārtu.

Parasti šai situācijā lieto apz̄ımējumu o(a), proti, o(a) ↽ |〈a〉|.
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3.8.18. Apgalvojums. Ja grupas G elementa a kārta ir naturāls skait-
lis, tad

〈a〉 = {a, a2, . . . , ao(a)} un ao(a) = e,

kur e ir grupas G neitrālais elements.

2 Ja a = e, tad apgalvojums ir spēkā, tāpēc turpmākajā pierād̄ıjumā
pieņemsim, ka a 6= e.

(i) Ņemam vērā, ka

{a, a2, . . . , ak+1} ⊆ 〈a〉
jebkuram naturālam k. Pieņemsim, ka o(a) = k, tad saskaņā ar Dirihlē
principu eksistē tādi naturāli skaitļi m un n, ka am = an, kur 1 ≤ n < m ≤
k +1. No šejienes am−n = e. Tātad eksistē tāds naturāls skaitlis κ ∈ 1, k, ka
aκ = e.

(ii) Pieņemsim, ka
K ↽ {a, a2, . . . , aκ},

tad |K| ≤ κ ≤ k un K ⊆ 〈a〉.
(iii) Pieņemsim, ka x ∈ 〈a〉, tad saskaņā ar 〈a〉 defin̄ıciju eksistē tāds

vesels skaitlis u, ka x = au. No šejienes: eksistē tādi veseli skaitļi q un r, ka

u = κq + r un 0 ≤ r < κ.

Tā rezultātā

x = au = aκq+r = aκqar = (aκ)qar = eqar = ar ∈ K.

L̄ıdz ar to 〈a〉 ⊆ K.
(iv) Esam pierād̄ıjuši, ka K ⊆ 〈a〉 ⊆ K. Tātad K = 〈a〉. Atliek tikai

ņemt vērā visu iepriekš konstatēto, proti,

k ≥ κ ≥ |K| = |〈a〉| = o(a) = k.

L̄ıdz ar to κ = k = o(a). Esam parād̄ıjuši, ka ao(a) = e.

3.8.19. Sekas. Ja a ∈ G un grupas G kārta ir n, tad an = e, kur e ir
grupas G neitrālais elements.

2 Tā kā 〈a〉 ≤ G, tad (Sekas 3.4.18)

o(a) = |〈a〉|r |G| = n.

L̄ıdz ar to eksistē tāds naturāls skaitlis m, ka mo(a) = n. No šejienes

an = ao(a)m = (ao(a))m = em = e.
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3.9. Kel̄ı teorēma

3.9.1. Teorēma (Kel̄ı). Katra grupa G ir izomorfa kādai grupas S(G)
apakšgrupai.

2 (i) Katram a ∈ G attēlojums T ′
a : x 7→ xa ir kopas G substitūcija

(Vingrinajums 2.7.5). L̄ıdz ar to attēlojums

ϕ : a 7→ T ′
a

ir kopas G attēlojums kopā S(G).
(ii) Pieņemsim, ka x, a un b ir kopas G elementi, tad

x(ϕ(a)ϕ(b)) = (xϕ(a))ϕ(b) = xT ′
aT

′
b = xaT ′

b = xab = xT ′
ab = xϕ(ab).

Tātad ϕ(a)ϕ(b) = ϕ(ab), t.i., ϕ : G → S(G) ir grupu homomorfisms.
(iii) Pieņemsim, ka e ir grupas G neitrālais elements un ϕ(a) = ϕ(b), tad

a = ea = eT ′
a = eϕ(a) = eϕ(b) = eT ′

b = eb = b.

Tātad ϕ : G → S(G) ir injekcija. L̄ıdz ar to G ∼= Imϕ ≤ S(G). Apmulsuma
gad̄ıjumā skat̄ıt Vingrinājumu 3.5.8.

Kel̄ı teorēma principiālā noz̄ımē parāda, ka visu grupu teoriju var reducēt
uz simetrisko grupu teoriju, taču grupas Sn kārta jau pie maziem n ir liela,
un tādēļ tās struktūra kļūst nepārskatāma.

3.9.2. Vingrinājums. |Sn| = n!

3.10. Neatkar̄ıgi cikli

3.10.1. Defin̄ıcija. Substitūciju

σ =

(
1 2 . . . n

σ(1) σ(2) . . . σ(n)

)

sauc par ciklu (i1i2 . . . ik), ja visi is ir dažādi un

σ(i) =





i, ja i 6= {i1, i2, . . . , ik},
is+1 ja i = is un s 6= k,

i1 ja i = ik.
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Vienošanās. Katram ciklam % = (i1i2 . . . ik) mēs piekārtosim kopu
%̄ ↽ {i1, i2, . . . , ik}.

3.10.2. Piemērs. Grupā S6

(153) =

(
1 2 3 4 5 6
5 2 1 4 3 6

)

3.10.3. Defin̄ıcija. Ciklu (i1i2) sauc par transpoz̄ıciju.

3.10.4. Piemērs. Grupā S6

(35) =

(
1 2 3 4 5 6
1 2 5 4 3 6

)

3.10.5. Defin̄ıcija. Grupas Sn ciklus (i1i2 . . . ik), (j1j2 . . . jm) sauc par
neatkar̄ıgiem cikliem, ja

{i1, i2, . . . , ik} ∩ {j1, j2, . . . , jm} = ∅.
3.10.6. Piemērs. Grupā S6 cikli (135), (35) ir atkar̄ıgi, bet cikli (126),

(35) ir neatkar̄ıgi.

3.10.7. Apgalvojums. Ja % un σ ir neatkar̄ıgi cikli, tad %σ = σ%.

2 (i) Pieņemsim, ka

% = (i1i2 . . . ik) un σ = (j1j2 . . . jm),

tad
%̄ = {i1, i2, . . . , ik} un σ̄ = {j1, j2, . . . , jm}.

(ii) Ja i ∈ %̄, tad i% ∈ %̄ ∧ i /∈ σ̄ ∧ i% /∈ σ̄.
L̄ıdz̄ıgi, ja i ∈ σ̄, tad iσ ∈ σ̄ ∧ i /∈ %̄ ∧ iσ /∈ %̄. Tātad

i(%σ) = (i%)σ =





i, ja i /∈ %̄ ∪ σ̄,
i% ja i ∈ %̄,
iσ ja i ∈ σ̄.



 = (iσ)% = i(σ%).

3.10.8. Teorēma. Ja σ1, σ2, . . . , σk ir pa pāriem neatkar̄ıgi grupas Sn

cikli, tad
σ1σ2 . . . σk = σπ(1)σπ(2) . . . σπ(k)

jebkurai substitūcijai π ∈ Sk.
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2 Skat̄ıt Apgalvojumus 3.10.7 un 2.5.3

Pieņemsim, ka τ ∈ Sn un i ∈ 1, n. Apskat̄ısim kopu

{iτ 0, iτ 1, iτ 2, . . . , iτn}
kur iτ 0 ↽ i un iτ k+1 ↽ (iτ k)τ . Tā kā ∀k iτ k ∈ 1, n, tad saskaņā ar Dirihlē
principu eksistē tādi skaitļi m un κ, ka κ > 0 un iτm = iτm+κ. No šejienes
iτκ = i. Pieņemsim, ka κ ir pats mazākais veselais pozit̄ıvais skaitlis, kuram
piemı̄t š̄ı ı̄paš̄ıba, tad elementi

iτ 0, iτ 1, iτ 2, . . . , iτκ−1

ir dažādi. Pretējā gad̄ıjumā eksistē tādi veseli skaitļi m̄ un κ̄, ka iτ m̄ = iτ m̄+κ̄,
0 ≤ m̄ < m̄+ κ̄ ≤ κ un 0 < κ̄ < κ. No šejienes i = iτ κ̄, kas ir pretrunā ar κ
izvēli, proti, κ ir mazākais veselais pozit̄ıvais skaitlis, kuram izpildās ı̄paš̄ıba
iτκ = i.

3.10.9. Defin̄ıcija. Ciklu (i iτ iτ 2 . . . iτκ−1) sauc par elementa i ǧene-
rēto substitūcijas τ orb̄ıtu.

3.10.10. Lemma. Ja σ = (i1 i2 . . . ik−1 ik) ir elementa i1 ǧenerētā sub-
stitūcijas τ orb̄ıta, tad

∀s ∈ Z σ = (τ si1 τ si2 . . . τ sik−1 τ sik)

2 (i) Ja s = 1, tad

(τ si1 τ si2 . . . τ sik−1 τ sik) = (τi1 τi2 . . . τ ik−1 τik)

= (i2 i3 . . . ik i1)

= (i1 i2 . . . ik−1 ik) = σ.

Tālākie spriedumi indukt̄ıvi pieņemot, ka

σ = (τ si1 τ si2 . . . τ sik−1 τ sik).

No šejienes

(τ s+1i1 . . . τ s+1ik−1 τ s+1ik) = (τ sτi1 . . . τ sτik−1 τ sτik)

= (τ si2 . . . τ sik τ si1)

= (τ si1 τ si2 . . . τ sik) = σ.
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(ii) Ja s = −1, tad

(τ si1 τ si2 . . . τ sik−1 τ sik) = (τ−1i1 τ−1i2 . . . τ−1ik−1 τ−1ik)

= (ik i1 . . . ik−2 ik−1)

= (i1 i2 . . . ik−1 ik) = σ.

Tālākie spriedumi indukt̄ıvi pieņemot, ka

σ = (τ−si1 τ−si2 . . . τ−sik−1 τ−sik).

No šejienes

(τ−s−1i1 τ−s−1i2 . . . τ−s−1ik) = (τ−sτ−1i1 τ−sτ−1i2 . . . τ−sτ−1ik)

= (τ−sik τ−si1 . . . τ−sik−1)

= (τ−si1 τ−si2 . . . τ−sik) = σ.

3.10.11. Vingrinājums. Ja σ = (i iτ iτ 2 . . . iτκ−1) ir elementa i ǧene-
rētā substitūcijas τ orb̄ıta, tad

∀k ∈ Z ∃r ∈ 0,κ − 1 iτ k = iτ r ∈ σ̄.

Mēs teiksim, ka σ ir substitūcijas τ ∈ Sn orb̄ıta, ja eksistē tāds i ∈ 1, n,
ka σ ir elementa i ǧenerētā substitūcijas τ orb̄ıta.

3.10.12. Lemma. Substitūcijas τ ∈ Sn divas orb̄ıtas % un σ sakr̄ıt, vai
ar̄ı tās ir neatkar̄ıgas.

2 Pieņemsim, ka σ = (i iτ . . . iτ k), % = (j jτ . . . jτm) un d ∈ σ̄ ∩ %̄, tad
eksistē tādi α un β, ka d = iτα = jτβ. No šejienes

i = jτβτ−α = jτβ−α V3.10.11∈ %̄.

Tā rezultātā

∀s ∈ 1, k iτ s = jτβ−ατ s = jτβ−α+s V3.10.11∈ %̄.

Tātad σ̄ ⊆ %̄.
L̄ıdz̄ıgi

j = iτατ−β = iτα−β V3.10.11∈ σ̄
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un

∀s ∈ 1,m jτ s = iτα−βτ s = iτα−β+s V3.10.11∈ σ̄.

Tātad %̄ ⊆ σ̄.
Visu savelkot kopā secināms: σ̄ ⊆ %̄ ⊆ σ̄, t.i., σ̄ = %̄. Tas iespējams tikai

tad, ja k = m. Tā rezultātā

% = (j jτ . . . jτm) = (j jτ . . . jτ k)

= (iτα−β iτα−β+1 . . . iτα−β+k)
L3.10.10

= σ.

3.10.13. Lemma. Ja σ ir elementa i ǧenerēta substitūcijas τ ∈ Sn

orb̄ıta, tad
∀j ∈ σ̄ jτ = jσ.

2 Pieņemsim, ka σ = (i iτ . . . iτ k), tad j = iτ r, kur 0 ≤ r ≤ k. No
šejienes

jσ = (iτ r)σ = iτ r+1 = (iτ r)τ = jτ.

3.10.14. Teorēma. Katru substitūciju τ ∈ Sn var uzrakst̄ıt kā neat-
kar̄ıgu ciklu reizinājumu.

2 Pieņemsim, ka σ1, σ2, . . . , σm ir visas iespējamās substitūcijas τ orb̄ıtas,
kas satur vismaz 2 elementus, proti, ∀k ∈ 1,m |σ̄k| > 1. Ja

i /∈
m⋃

k=1

σ̄k,

tad ∀k iσk = i. No šejienes

iσ1σ2 . . . σm = i = iτ.

Pretējā gad̄ıjumā saskaņā ar Lemmu 3.10.12 ∃!s i ∈ σ̄s. Tātad

i /∈
s−1⋃

k=1

σ̄k,

un tāpēc iσ1 = iσ2 = . . . = iσs−1 = i.
No Lemmas 3.10.13 secināms, ka iτ = iσs ∈ σ̄s. L̄ıdz ar to

iτ /∈
m⋃

k=s+1

σ̄k,
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un tāpēc (iτ)σs+1 = (iτ)σs+2 = . . . = (iτ)σm = iτ .
Visu savelkot kopā secināms:

iσ1 . . . σm = iσsσs+1 . . . σm = (iσs)σs+1 . . . σm = (iτ)σs+1 . . . σm = iτ.

L̄ıdz ar to parād̄ıts, ka

∀i iτ = i(σ1σ2 . . . σm),

t.i., τ = σ1σ2 . . . σm.
Visbeidzot atsaucoties uz Lemmu 3.10.12 secināms: σ1, σ2, . . . , σm ir ne-

atkar̄ıgi cikli.

3.10.15. Piemērs.

S3 = {e, (12), (13), (23), (123), (132)}

3.10.16. Lemma. Ja τ = τ1τ2 . . . τm ir neatkar̄ıgu ciklu reizinājums, tad
visi cikli τi ir substitūcijas τ orb̄ıtas.

2 Pieņemsim, ka τ = τ1τ2 . . . τm ir neatkar̄ıgu ciklu reizinājums un τi =
(i1 i2 . . . ik), tad

∀s ∈ 1, k − 1 isτ = isτi = is+1

un ikτ = ikτi = i1. Tā rezultātā τi = (i1 i1τ . . . i1τ
k−1).

3.10.17. Teorēma. Katru substitūciju ar precizitāti l̄ıdz reizinātāju se-
c̄ıbai var uzrakst̄ıt vienā vien̄ıgā veidā kā neatkar̄ıgu ciklu reizinājumu, kur
visi cikli satur vismaz 2 elementus.

2 Saskaņā ar Teorēmu 3.10.14 katru substitūciju τ ∈ Sn var uzrakst̄ıt kā
neatkar̄ıgu ciklu reizinājumu τ = τ1τ2 . . . τm. Pieņemsim, ka šai reizinājumā
visi cikli satur vismaz 2 elementus. Tos ciklus, kas satur tikai 1 elementu šai
sarakstā var neiekļaut (no tā reizinājums nemainās).

Pieņemsim, ka τ = σ1σ2 . . . σk ir kāds cits neatkar̄ıgu ciklu reizinājums,
piedevām visi cikli satur vismaz 2 elementus. Konkrēt̄ıbas labad pieņemsim,
ka k ≤ m.

Saskaņā ar Lemmu 3.10.16 visi cikli ir orb̄ıtas. Pieņemsim, ka

σ1 = (j jτ . . . jτω).
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Tā kā elementa j ǧenerētā substitūcijas τ orb̄ıta nav vienelement̄ıga, tad
eksistē tada orb̄ıta τs, ka j ∈ τ̄s. Neatkar̄ıgi cikli komutē (Teorēma 3.10.8),
tāpēc var pieņemt, ka tieši τ̄1 satur elementu j. L̄ıdz ar to τ1 = σ1 un
τ1τ2 . . . τm = σ1σ2 . . . σk. Tagad atsaucoties uz sāısināšanas likumu (Apgalvo-
jums 3.2.10) secināms:

τ2 . . . τm = σ2 . . . σk.

Šos spriedumus atkārtojot k rezes iegūstam τm−k . . . τm−1τm = e, kur e ir
grupas Sn neitrālais elememts, t.i., identiskais attēlojums I.

Visbeidzot atliek konstatēt, ka k = m. Pieņemsim pretējo, proti, k < m,
tad τm kā cikls satur vismaz 2 elementus, t.i., ja i ∈ τm, tad iτm 6= i. No
šejienes, ņemot vērā, ka visi cikli ir neatkar̄ıgi, iegūstam

iI = iτm−k . . . τm−1τm = iτm 6= i.

Pretruna!

3.10.18. Defin̄ıcija. Skaitli k sauc par substitūcijas τ neatkar̄ıgo ciklu
skaitu, ja τ uzrakstāma kā k neatkar̄ıgu ciklu reizinājums.

3.11. Maiņz̄ımju grupa

3.11.1. Defin̄ıcija. Saka, ka pāris u < v substitūcijā

σ =

(
1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)

rada inversiju, ja iu > iv.

Konkrētajā gad̄ıjumā mēdz teikt ar̄ı, ka elements (var teikt ar̄ı skaitlis) iu
rada inversiju ar elementu iv. Pretējā gad̄ıjumā saka, ka pāris u < v nerada
inversiju, t.i., ja iu < iv. Šai situācijā mēdz teikt ar̄ı, ka elements iu nerada
inversiju ar elementu iv.

Pieņemsim, ka κ — pāru u < v skaits, kas substitūcijā σ rada inversiju,
tad skaitli κ sauc par inversiju skaitu substitūcijā σ, bet (−1)κ sauc par
substitūcijas σ z̄ımi un lieto apz̄ımējumu sgn(σ).

Tātad sgn(σ) = (−1)κ. Ja sgn(σ) = 1, tad σ sauc par pāra substitūciju,
ja turpret̄ı sgn(σ) = −1, tad σ sauc par nepāra substitūciju.
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3.11.2. Piemērs. Pāris 1 < 2 substitūcijā

σ =

(
1 2 3 4
i1 i2 i3 i4

)
=

(
1 2 3 4
3 1 2 4

)

rada inversiju, jo 3 > 1. Šoreiz u = 1, v = 2, tāpēc (iu, iv) = (i1, i2) =
= (3, 1). Vēl tikai pāris 1 < 3 substitūcijā σ rada inversiju, tādēļ σ ir pāra
substitūcija.

3.11.3. Lemma. Pāris u < v substitūcijā σ rada inversiju tad un tikai
tad, ja pāris σ(v) < σ(u) inversajā substitūcijā σ−1 rada inversiju.

2 ⇒ Pieņemsim, ka pāris u < v substitūcijā σ rada inversiju, tad
σ(u) > σ(v). Tā kā σ−1(σ(v)) = v > u = σ−1(σ(u)), tad pāris σ(v) < σ(u)
substitūcijā σ−1 rada inversiju.

⇐ Pieņemsim, ka pāris σ(v) < σ(u) inversajā substitūcijā σ−1 rada in-
versiju, tad v = σ−1(σ(v)) > σ−1(σ(u)) = u. Tātad u < v un σ(u) > σ(v),
t.i., pāris u < v substitūcijā σ rada inversiju.

3.11.4. Sekas. sgn(σ) = sgn(σ−1) .

2 Pieņemsim, ka κ ir inversiju skaits substitūcijā σ, tad saskaņā ar
Lemmu 3.11.3 ar̄ı substitūcijā σ−1 ir tikpat daudz inversiju. No šejienes
sgn(σ) = (−1)κ = sgn(σ−1) .

3.11.5. Defin̄ıcija. Saka, ka substitūcija τ iegūta no substitūcijas σ,
mainot vietām k-to ar s-to elementu, ja τ(k) = σ(s), τ(s) = σ(k), toties
visiem pārējiem i substitūciju vērt̄ıbas sakr̄ıt, t.i., τ(i) = σ(i).

Speciālā gad̄ıjumā, ja |k − s| = 1, saka, ka τ iegūta no σ, mainot vietām
blakusesošos elementus.

3.11.6. Piemērs. Substitūcija

τ =

(
1 2 3 4
3 4 2 1

)
iegūta no σ =

(
1 2 3 4
3 2 4 1

)
,

mainot vietām blakusesošos elementus, proti, otro ar trešo. Skaitlis 3 ar
skaitli 2 rada inversiju gan substitūcijā σ, gan substitūcijā τ . Tāpat gan
skaitlis 2, gan 3, gan 4 ar skaitli 1 rada inversiju gan substitūcijā σ, gan
substitūcijā τ , turpret̄ı skaitlis 4 ar skaitli 2 rada inversiju tikai substitūcijā
τ . Tā rezultātā substitūcijā σ inversiju skaits atšķiras no inversiju skaita
substitūcijā τ tieši par skaitli 1, un tāpēc sgn(τ) = −sgn(σ).
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3.11.7. Lemma. Ja substitūcija τ iegūta no σ, mainot vietām blakus-
esošos elementus, tad sgn(τ) = −sgn(σ).

2 Mēs teiksim, ka elements σ(u) substitūcijā σ atrodas pirms elementa
σ(v), ja u < v. Tikai šādā gad̄ıjumā ir satur̄ıgi uzdot jautājumu:

— Vai elements σ(u) rada inversiju ar elementu σ(v)?
Konkrēt̄ıbas labad pieņemsim, ka

σ =

(
1 . . . k − 1 k k + 1 k + 2 . . . n
i1 . . . ik−1 ik ik+1 ik+2 . . . in

)
,

bet

τ =

(
1 . . . k − 1 k k + 1 k + 2 . . . n
i1 . . . ik−1 ik+1 ik ik+2 . . . in

)
.

(i) Pieņemsim, ka nedz u, nedz v nav neviens no skaitļiem k, k + 1, tad
σ(u) = iu = τ(u) un σ(v) = iv = τ(v). Tātad šai situācijā pāris u < v rada
inversiju substitūcijā σ tad un tikai tad, ja tas rada ar̄ı inversiju substitūcijā
τ .

(ii) Pieņemsim, ka elements iu substitūcijā σ atrodas pirms elementa iv
un tikai viens no skaitļiem u vai v ir kopas {k, k + 1} elements, tad iu ar̄ı
substitūcijā τ atrodas pirms iv. Tā rezultātā iu substitūcijā σ rada inversiju
ar iv tad un tikai tad, ja iu rada inversiju ar iv ar̄ı substitūcijā τ .

(iii) Pieņemsim, ka u = k, bet v = k + 1. Ja pāris k < k + 1 substitūcijā
σ rada inversiju, tad ik > ik+1. Tā kā τ(k) = ik+1 un τ(k +1) = ik, tad pāris
k < k + 1 nerada substitūcijā τ inversiju. Ja turpret̄ı pāris k < k + 1 nerada
substitūcijā σ inversiju, tad ik < ik+1, un tāpēc pāris k < k+1 rada inversiju
substitūcijā τ .

Tagad, visu apkopojot, varam apgalvot, ka inversiju skaits substitūcijās
σ un τ iegūstams, saskaitot kopā visas inversijas, kas analizētas punktos (i),
(ii), (iii). Tikai (iii) punktā aplūkoto inversiju skaits substitūcijā σ atšķiras
no inversiju skaita substitūcijā τ par skaitli 1. Tātad, ja κ ir inversiju skaits
substitūcijā σ, tad κ − 1 vai κ + 1 ir inversiju skaits substitūcijā τ . L̄ıdz ar
to

sgn(τ) = (−1)κ±1 = −(−1)κ = −sgn(σ) .

Atgādināsim, ka ciklu (ks) sauc par transpoz̄ıciju.

3.11.8. Sekas. Ja substitūcija τ iegūta no substitūcijas σ, mainot vietām
k-to elementu ar s-to, tad τ = (ks) σ .
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Š̄ı iemesla dēļ, ja τ iegūta no σ, mainot vietām k-to elementu ar s-to,
saka, ka substitūcijas σ un τ aťsķiras par transpoz̄ıciju.

3.11.9. Apgalvojums. Ja substitūcijas σ un τ aťsķiras par transpo-
z̄ıciju, tad sgn(τ) = −sgn(σ).

2 Pieņemsim, ka τ = (uv) σ un

σ =

(
. . . u u1 . . . us v . . .
. . . iu iu1 . . . ius iv . . .

)
,

tad τ iegūstama no σ, mainot vietām tikai blakusesošos elementus, proti,

1 — mainām vietām iu ar iu1 ;
2 — mainām vietām iu ar iu2 ;
. . . . . . . . . . . . .
s — mainām vietām iu ar ius ;
s+1 — mainām vietām iu ar iv;
s — mainām vietām ius ar iv;
. . . . . . . . . . . . .
2 — mainām vietām iu2 ar iv;
1 — mainām vietām iu1 ar iv.

Saskaņā ar Lemmu 3.11.7

sgn(τ) = (−1)2s+1 sgn(σ) = −sgn(σ) .

3.11.10. Sekas. Katram n > 1 grupā Sn pāra un nepāra substitūciju
skaits sakr̄ıt.

2 Pieņemsim, ka N ir nepāra substitūciju veidotā kopa, bet An — pāra
substitūciju veidotā kopa. Attēlojums T(ks) ir kopas Sn substitūcija
(Apgalvojums 2.7.4 un Defin̄ıcija 3.10.3 ) . Saskaņā ar tikko pierād̄ıto ap-
galvojumu T(ks)(N) ⊆ An, un tāpēc |N| ≤ |An|. L̄ıdz̄ıgi, T(ks)(An) ⊆ N,
un tāpēc |P| ≤ |N|. No šejienes, tā kā kopas N un P ir gal̄ıgas, tad
|N| = |An|.

3.11.11. Sekas. |An| = 1
2
n!

2 Tā kā |Sn| = n! (Vingrinājums 3.9.2), tad (Sekas 3.11.10)

|An| = 1

2
n!
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3.11.12. Apgalvojums. Katra substitūcija uzrakstāma kā transpoz̄ıciju
reizinājums.

2 Teorēma 3.10.17 apgalvo, ka katra substit̄ıcija τ ir uzrakstāma kā
neatkar̄ıgu ciklu reizinājums τ1τ2 . . . τn = τ . Pieņemsim, ka τi = (i1 i2 . . . ik).

Ievērojam
(i1 i2 i3) = (i1 i2)(i1 i3).

No šejienes

τi = (i1 i2 . . . ik) = (i1 i2)(i1 i3) . . . (i1 ik).

3.11.13. Sekas. Ja (i1 i2 . . . ik) ir cikls, tad sgn(i1 i2 . . . ik) = (−1)k.

3.11.14. Piemērs. (13)(15) = (135) = (351) = (35)(31).

Tā kā (15) 6= (35), tad dotais piemērs parāda, ka transpoz̄ıcijām Teorēmas
3.10.17 analogs nav spēkā.

3.11.15. Defin̄ıcija. Elementu i sauc par substitūcijas τ nekust̄ıgo pun-
ktu, ja iτ = i.

3.11.16. Defin̄ıcija. Skaitli n − k − s sauc par substitūcijas τ ∈ Sn

dekrementu, ja

• k — substitūcijas τ neatkar̄ıgo ciklu skaits,

• s — substitūcijas τ nekust̄ıgo punktu skaits.

3.11.17. Apgalvojums. sgn(τ) = (−1)d, kur d — substitūcijas τ ∈ Sn

dekrements.

2 (i) Pieņemsim, ka τ = τ1τ2 . . . τk ir neatkar̄ıgu ciklu reizinājums un
|τi| = mi, tad (Sekas 3.11.13)

sgn(τ) = (−1)m1−1(−1)m2−1 . . . (−1)mk−1 = (−1)
Pk

i=1(mi−1).

k∑
i=1

(mi − 1) =
k∑

i=1

mi − k.
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(ii) Ievērojam

|
n⋃

i=1

τ̄i| =
k∑

i=1

mi.

No šejienes, ja s ir substitūcijas τ nekust̄ıgo punktu skaits, tad

n− s =
k∑

i=1

mi.

L̄ıdz ar to
∑k

i=1(mi − 1) = n− k − s, t.i., š̄ı summa ir vienāda ar dekre-
mentu.

3.11.18. Piemērs.

σ ↽

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
8 1 3 7 4 6 9 2 5

)
= (182)(4795)

Tā kā dekrements d = 9− 2− 2 = 5, tad σ ir nepāru substitūcija.

3.11.19. Lemma. Ja H ≤ G un [G : H] = 2, tad H E G.

2 (i) Tā kā [G : H] = 2, tad G/H = {H, xH}, kur x /∈ H.
(ii) Ja ∈ H, tad aH = H = Ha.
(iii) Ja a /∈ H, tad aH 6= H 6= Ha, tāpēc aH = G \H = Ha.
(iv) Tagad, ņemot vērā (ii) un (iii), atliek tikai atsaukties uz Defin̄ıciju

3.6.4.

3.11.20. Teorēma. An E Sn

2 (i) Pieņemsim, ka σ ∈ An, tad (Sekas 3.11.4) σ−1 ∈ An.
(ii) Pieņemsim, ka τ ∈ An, tad to var uzrakst̄ıt kā (Apgalvojums 3.11.12)

transpoz̄ıciju reizinājumu τ = τ1τ2 . . . τm. Tā kā τ ∈ An, tad m ir pārskaitlis.
L̄ıdz̄ıgi, σ var uzrakst̄ıt kā transpoz̄ıciju reizinājumu σ1σ2 . . . σk, kur k ir
pārskaitlis. No šejienes στ = σ1σ2 . . . σkτ1τ2 . . . τm ir transpoz̄ıciju reizinājums.
Šai reizinājumā transpoz̄ıciju skaits ir pārskaitlis, tāpēc στ ∈ An.

(iii) Ņemot vērā (i) un (ii) secināms: An ≤ Sn.
(iv) Tagad atliek atsaukties uz Lemmu 3.11.19, Vingrinājumu 3.9.2 un

Sekām 3.11.11, lai secinātu: An E Sn.

3.11.21. Defin̄ıcija. Grupu An sauc par maiņz̄ımju grupu.
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3.12. Komutanti

3.12.1. Defin̄ıcija. Grupas G elementu

[a, b] ↽ a−1b−1ab

sauc par grupas G elementu a un b komutatoru.

Vienošanās.

• KomG ↽ {x ∈ G | ∃a ∈ G ∃b ∈ G x = [a, b] },
• [G,G] ↽ 〈KomG〉.
[G,G] sauc par grupas G komutantu.

3.12.2. Teorēma. [G,G] E G

2 Pieņemsim, ka x ∈ G un u ∈ [G,G], tad

xux−1 = xux−1u−1uxx−1 = (xux−1u−1)u ∈ [G,G].

L̄ıdz ar to x[G,G]x−1 ⊆ [G,G]. Tātad [G,G] E G.

3.12.3. Vingrinājums. Atrast grupas S3 komutantu!

3.13. Grupas centrs

3.13.1. Defin̄ıcija. Grupas G elementu c sauc par centrālo elementu, ja

∀g ∈ G cg = gc.

Kopu C, kas sastāv no visiem grupas G centrālajiem elementiem, sauc par
grupas G centru.

3.13.2. Apgalvojums. Grupas G centrs C ir tās apakšgrupa.

Ja H ≤ C, tad H E G.
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2 (i) Pieņemsim, ka e ir grupas G neitrālais elements, tad ∀g ∈ G eg =
ge; tātad e ∈ C.

(ii) Pieņemsim, ka a, b ir centra elementi un g ∈ G, tad

(ab)g = a(bg) = a(gb) = (ag)b = (ga)b = g(ab).

L̄ıdz ar to ab ∈ C.
(iii) a−1g = a−1gaa−1 = a−1(ga)a−1 = a−1(ag)a−1 = (a−1a)ga−1 = ga−1;

tātad a−1 ∈ C.
(iv) Ņemot vērā punktos (i)–(iii) pierād̄ıto, secināms: C ≤ G.
(v) Pieņemsim, ka H ≤ C, h ∈ H un g ∈ G, tad ghg−1 = hgg−1 = h ∈ H.

L̄ıdz ar to H E G.

3.14. Saist̄ıtie elementi

3.14.1. Defin̄ıcija. Grupas G elementus a un b sauc par saist̄ıtiem ele-
mentiem, ja

∃g ∈ G b = gag−1.

Kopu
S(a) ↽ {b | ∃g ∈ G b = gag−1}

sauc par elementa a saist̄ıto elementu klasi.

3.14.2. Vingrinājumi. (i) a ∈ S(a)

(ii) Ja a ir grupas G centrālais elements, tad S(a) = {a}.

3.14.3. Apgalvojums. Grupas G saist̄ıto elementu klases veido kopas
G sadal̄ıjumu.

2 Pieņemsim, ka u ∈ S(a) ∩ S(b), tad eksistē tādi grupas G elementi g
un h, ka

u = gag−1 = hbh−1.

(i) Pieņemsim, ka v ∈ S(a), tad eksistē tāds c ∈ G, ka v = cac−1. No
šejienes

v = cac−1 = cg−1ugc−1 = cg−1hbh−1gc−1 = (cg−1h)b(cg−1h)−1 ∈ S(b).
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L̄ıdz ar to S(a) ⊆ S(b).
(ii) Las̄ıtājam kā vingrinājumu piedāvājam pierād̄ıt faktu, ka

S(b) ⊆ S(a).
(iii) No (i) un (ii) izriet, ka S(a) ⊆ S(b) ⊆ S(a). Tātad S(a) = S(b).

3.14.4. Vingrinājums. Atrast grupas S3 saist̄ıto elementu klases!

3.14.5. Defin̄ıcija. Pieņemsim, ka g ir grupas G elements. Kopu

C(g) ↽ {a ∈ G | ag = ga}

sauc par elementa g centralizatoru.

3.14.6. Sekas. ∀g ∈ G C ⊆ C(g)

3.14.7. Apgalvojums. ∀g ∈ G C(g) ≤ G.

2 (i) Pieņemsim, ka a ∈ C(g), tad ag = ga. No šejienes

a−1g = a−1aga−1 = a−1(ag)a−1 = a−1(ga)a−1 = a−1g;

tātad a−1 ∈ C(g).
(ii) Pieņemsim, ka b ∈ C(g), tad bg = gb. Tagad varam secināt, ka

(ab)g = a(bg) = a(gb) = (ag)b = (ga)b = g(ab);

tātad ab ∈ C(g).
(iii) Ņemot vērā punktos (i)–(ii) pierād̄ıto, secināms: C(g) ≤ G.

3.14.8. Teorēma. ∀g ∈ G [G : C(g)] = |S(g)|.

2 (i) Pieņemsim, ka G/C(g) ir faktorkopa pēc ekvivalences tipa predikāta
≡k

C(g) (skat̄ıt Vingrinājumu 3.4.1(ii)), tad attēlojums

ϕ : S(g) → G/C(g) : aga−1 7→ aC(g)

definēts korekti. Pierād̄ısim to!
Pieņemsim, ka aga−1 = bgb−1. Mums jāparāda, ka aC(g) = bC(g).
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Veicam ekvivalentus pārveidojumus:

aga−1 = bgb−1

ag = bgb−1a

b−1ag = gb−1a;

tātad b−1a ∈ C(g). Saskaņā ar Lemmu 3.4.8 tas noz̄ımē, ka aC(g) = bC(g).
(ii) Tagad parād̄ısim, ka attēlojums ϕ : S(g) → G/C(g) ir injekcija.
Pieņemsim, ka u 6= v, taču abi elementi ir kopas S(g) elementi. Tas

noz̄ımē, ka eksistē tādi grupas G elementi a un b, ka u = aga−1 un v = bgb−1.
Ja reiz u 6= v, tad aga−1 6= bgb−1, un ņemot vērā punktā (i) demonstrētos

ekvivalentos pārveidojumus, secināms: b−1ag 6= gb−1a. Tātad b−1a /∈ C(g),
un tāpēc (skat̄ıt Lemmu 3.4.8) aC(g) 6= bC(g). L̄ıdz ar to

ϕ(u) = aC(g) 6= bC(g) = ϕ(v),

t.i., ϕ ir injekcija.
(iii) Parād̄ısim, ka attēlojums ϕ : S(g) → G/C(g) ir sirjekcija.
Pieņemsim, ka aC(g) ∈ G/S(g), tad a ∈ G. No šejienes

aga−1 ∈ S(g) un ϕ(aga−1) = aC(g),

t.i., ϕ ir sirjekcija.
(iv) Tagad atsaucoties uz punktos (ii)–(iii) pierād̄ıto, secināms:

ϕ : S(g) → G/C(g)

ir bijekcija. L̄ıdz ar to |S(g)| = |G/C(g)| D3.4.13
= [G : C(g)].



4. nodaļa

GREDZENI

Gredzeni, piemēri, apakšgredzeni, gredzenu šķēlums; homomorfismi, homomor-
fisma attēls, kongruences, ideāli, faktorgredzeni, dab̄ıgais homomorfisms, izomor-
fisma teorēma. Nulles dal̄ıtājs, integritātes apgabals, ķermenis, lauks, lauka rak-
sturojums. Vienkāršs gredzens. Komplekso skaitļu lauks, kvaternionu ķermenis,
matricu gredzens pār ķermeni. Gredzena centrs; matricu gredzens pār lauku, tā
centrs.

4.1. Apakšgredzeni

4.1.1. Defin̄ıcija. Algebru 〈R, +, ·〉 sauc par gredzenu, ja

(i) 〈R, +〉 — komutat̄ıva grupa;

(ii) 〈R, ·〉 — pusgrupa;

(iii) (a + b)c = ac + bc un a(b + c) = ab + ac.

〈R, +〉 sauc par gredzena R adit̄ıvo grupu. 〈R, ·〉 sauc par gredzena R
multiplikat̄ıvo pusgrupu. Gredzenu R sauc par komutat̄ıvu gredzenu, ja mul-
tiplikat̄ıvā pusgrupa ir komutat̄ıva.

Ja gredzena R multiplikat̄ıvā pusgrupa ir monōıds, tad š̄ı monōıda neitrālo
elementu sauc par gredzena vieninieku. Pašu monōıdu šai situācijā sauc par
gredzena R multiplikat̄ıvo monōıdu.

4.1.2. Piemēri. (i) Veselo skaitļu gredzens 〈Z, +, ·〉 ir komutat̄ıvs gre-
dzens ar vieninieku.
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(ii) Kvadrātisko matricu gredzens 〈Matn(R), +, ·〉 katram n > 1 ir neko-
mutat̄ıvs gredzens ar vieninieku.

(iii) Pāru skaitļu gredzens Z2 nesatur vieninieku.

(iv) Jebkuru komutat̄ıvu grupu H var pārvērst par gredzenu tajā definējot
reizināšanu ar nosac̄ıjumu: ab ↽ 0.

(v) Rezidiju gredzens Zm ir komutat̄ıvs gredzens. Šis gredzens ir gal̄ıgs,
t.i., |Zm| = m.

4.1.3. Defin̄ıcija. Gredzenu R, kuram reizināšana apmierina nosac̄ı-
jumu ab = 0, sauc par gedzenu ar nulles reizināšanu.

4.1.4. Vingrinājumi. (i) Ja gredzens ar nulles reizināšanu sastāv no
vismaz 2 elementiem, tad tas ir gredzens bez vieninieka.

(ii) Katrā gredzenā izpildā sekojošas izdentitātes:

• 0a− a0 = 0,

• a(−b) = (−a)b = −ab,

• (a− b)c = ac− bc un a(b− c) = ab− ac.

4.1.5. Defin̄ıcija. Grsdzena R apakškopu H sauc par apakšgredzenu, ja

(i) H ir adit̄ıvās grupas apakšgrupa,

(ii) H ir multiplikat̄ıvās pusgrupas apakšpusgrupa.

4.1.6. Vingrinājumi. (i) Ja H ir gredzena R apakšgredzens, tad
〈H, +|H, ·|H〉 ir gredzens.

(ii) Pāra skaitļu gredzens Z2 ir veselo skaitļu gredzena Z apakšgredzens.

(iii) Diagonālmatricas

Dn(R) ↽








d1 0 . . . 0
0 d2 . . . 0
· · · ·
0 0 . . . dn




∣∣∣∣∣∣∣∣
∀i di ∈ R





.

veido matricu gredzena Matn(R) apakšgredzenu.

(iv) Gredzena ar nulles reizināšanu adit̄ıvās grupas katra apakšgrupa ir
apakšgredzens.
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4.1.7. Apgalvojums. Ja {Ri | i ∈ I} ir gredzena R apakšgredzenu saime,
tad R0 ↽

⋂
i∈I

Ri ir gredzena R apakšgredzens.

2 (i) R0 ir gredzena R adit̄ıvās grupas apakšgrupa (Apgalvojums 3.3.5).
(ii) Tā kā R0 6= ∅, jo 0 ∈ R0, tad R0 ir multiplikat̄ıvās pusgrupas

apakšpusgrupa (Apgalvojums 2.9.5).

4.2. Homomorfismi

4.2.1. Defin̄ıcija. Pieņemsim, ka R un R′ ir gredzeni. Attēlojumu

f : R → R′

sauc par gredzenu homomorfismu, ja

• f(x + y) = f(x) + f(y),

• f(xy) = f(x)f(y).

L̄ıdz̄ıgi kā pusgrupu gad̄ıjumā bijekt̄ıvu homomorfismu sauc par izomor-
fismu. Šai situācijā gredzenus R un R′ sauc par izomorfiem gredzeniem.
Sirjekt̄ıvu homomorfismu sauc par epimorfismu. Injekt̄ıvu homomorfismu
sauc par monomorfismu.

Gredzenu homomorfismu f : R → R sauc par endomorfismu. Ja endo-
morfisms ir bijekcija, tad to sauc par automorfismu.

4.2.2. Piemēri. (i) Attēlojums

f : D2(R) → R :

(
a 0
0 b

)
7→ a

ir gredzenu homomorfisms.

(ii) Pieņemsim, ka C[a; b] ir segmentā [a; b] nepārtraukto reāla argumenta
funkciju gredzens. Attēlojums

ϕ : C[a; b] → R : f(x) 7→ f(0)

ir gredzenu homomorfisms.
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4.2.3. Apgalvojums. Ja f : R → R′ ir gredzenu homomorfisms, tad
Imf ir gredzena R′ apakšgredzens.

2 (i) Imf ir gredzena R adit̄ıvās grupas apakšgrupa (Vingrinājums 3.5.8).
(ii) Imf ir gredzena R multiplikat̄ıvās pusgrupas apakšpusgrupa (Ap-

galvojums 2.9.6).

4.2.4. Defin̄ıcija. Gredzenā R definētu ekvivalences tipa predikātu ≡
sauc par kongruenci, ja tā ir gan gredzena adit̄ıvās grupas kongruence, gan
gredzena multiplikat̄ıvās pusgrupas kongruence.

4.2.5. Apgalvojums. Ja ≡ ir gredzena R kongruence, tad R/≡ ir gre-
dzens, kur

[x] + [y] ↽ [x + y],

[x][y] ↽ [xy].

2 (i) Š̄ı kongruence definē adit̄ıvo grupu 〈R/≡, +〉 (Sekas 3.5.6).
(ii) Š̄ı kongruence definē multiplikat̄ıvo pusgrupu 〈R/ ≡, ·〉 (Apgalvo-

jums 2.10.4).
(iii) Parād̄ısim kā pierādāms viens distribut̄ıvais likums. Otra likuma

pierād̄ıjumu atstājam las̄ıtājam kā vingrinājumu.

[a]([b] + [c]) = [a][b + c] = [a(b + c)] = [ab + ac]

= [ab] + [ac] = [a][b] + [a][c].

4.2.6. Defin̄ıcija. Gredzenu R/≡ pēc kongruences ≡ sauc par faktor-
gredzenu.

4.2.7. Vingrinājums. Attēlojums π : R → R/≡: a 7→ [a] ir gredzenu
epimorfisms.

L̄ıdz̄ıgi kā pusgrupu gad̄ıjumā, attēlojumu

π : R → R/≡: a 7→ [a]

sauc par dab̄ıgo jeb kanonisko homomorfismu.

4.2.8. Defin̄ıcija. Gredzena R apakšgredzenu I sauc par ideālu, ja

∀a ∈ I ∀x ∈ R (ax ∈ I ∧ xa ∈ I).
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Īsāk to var pierakst̄ıt šādi: RI ⊆ I ⊇ IR.

4.2.9. Teorēma. Katrai gredzena kongruencei ≡ eksistē tāds ideāls I,
ka R/I = R/≡.

2 Teorēma 3.6.12 apgalvo, ka

[0] E R un R/[0] = R/≡ .

Tas viss attiecas uz gredzena R adit̄ıvo grupu.
Tagad kopā R/[0] definējam reizināšanu:

(x + [0])(y + [0]) ↽ xy + [0].

Atliek konstatēt, ka [0] ir ideāls, reizināšana definēta korekti, R/[0] ir gredzens
un tas sakr̄ıt ar gredzenu R/≡.

(i) Pieņemsim, ka a ∈ [0] un x ∈ R, tad a ≡ 0. Ja reiz ≡ ir kongruence,
tad ax ≡ 0x = 0 = x0 ≡ xa. L̄ıdz ar to

ax ∈ [0] un xa ∈ [0].

Tātad [0] ir gredzena R ideāls.
(ii) Parād̄ısim, ka x + [0] = [x].
a) Pieņemsim, ka y ∈ x+[0], tad (Lemmas 3.4.4 un 3.4.8), tad y−x ∈ [0].

Tas noz̄ımē, ka y − x ≡ 0 jeb x ≡ y. Tātad y ∈ [x], t.i., x + [0] ⊆ [x].
b) Pieņemsim, ka y ∈ [x], tad y ≡ x jeb y − x ≡ 0. Tātad y − x ∈ [0].

Tas saskaņā ar Lemmām 3.4.8 un 3.4.4 ļauj secināt, ka y ∈ x + [0]. Tātad
[x] ⊆ [x] + [0].

c) Mēs tikko parād̄ıjām (punkti a) un b)), ka x + [0] ⊆ [x] ⊆ [x] + [0].
Tātad x + [0] = [x].

(iii) Tā rezultātā kopas R/[0], R/≡ sakr̄ıt un

(x + [0])(y + [0]) = xy + [0] = [xy] = [x][y],

t.i., reizināšana kopā R/[0] definēta tāpat kā kopā R/≡. Tātad R/≡ un
R/[0] sakr̄ıt ar̄ı kā gredzeni.

4.2.10. Teorēma. Katram gredzena ideālam I eksistē tāda kongruen-
ce ≡, ka R/I = R/≡.
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2 (i) Saskaņā ar Apgalvojumu 3.6.10 ekvivalences tipa predikāts ≡k
I ir

kongruence gredzena R adit̄ıvajā grupā.
(ii) Pieņemsim, ka x ≡k

I y un a ∈ R, tad saskaņā ar ≡k
I defin̄ıciju (Vin-

grinājums 3.4.1(ii)) x + I = y + I. No šejienes x− y ∈ I. Tā kā I ir ideāls,
tad

ax− ay = a(x− y) ∈ I un xa− ya = (x− y)a ∈ I,

ax + I = ay + I un xa + I = ya + I,

ax ≡k
I ay un xa ≡k

I ya.

Tātad ≡k
I ir gredzena R kongruence.

(iii) [0]kI = {x | x + I = 0 + I} = I. Tagad atsaucoties uz Teorēmas 4.2.9
pierād̄ıjumu, secināms R/I = R/ ≡k

I .

4.2.11. Apgalvojums. Ja f : R → R′ ir gredzenu homomorfisms, tad

Kerf ↽ {x | f(x) = 0}
ir gredzena R ideāls.

2 (i) Saskaņā ar 74. lappusē izklāst̄ıto Kerf ir gredzena R adit̄ıvās grupas
apakšgrupa.

(ii) Pieņemsim, ka x ∈ Kerf un y ∈ Kerf , tad

f(xy) = f(x)f(y) = 0 · 0 = 0.

Tātad xy ∈ Kerf , t.i., Kerf ir gredzena R multiplikat̄ıvās pusgrupas apakš-
pusgrupa.

(iii) Pieņemsim, ka a ∈ Kerf un x ∈ R, tad

f(ax) = f(a)f(x) = 0f(x) = 0 = f(x)0 = f(x)f(a) = f(xa).

Tātad gan ax ∈ Kerf , gan xa ∈ Kerf .
(iv) Tas viss kopumā (punti (i)–(iii)) demonstrē, ka Kerf ir gredzena R

ideāls.

Gredzenu teorijā, l̄ıdz̄ıgi kā grupu teorijā, šo ideālu Kerf sauc par homo-
morfisma f kodolu.

4.2.12. Teorēma. Katram gredzenu homomorfismam f : R → R′ ek-
sistē viens vien̄ıgs gredzenu homomorfisms f∗ : R/Kerf → R′, kam diagram-
ma
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R R′

R/Kerf

....................................................................................................................................................................................................................................................................... ............
f

............................................................................................................................................................................................................................ .........
...

π

..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
.....................
............

f∗

ir komutat̄ıva; turklāt šis homomorfisms f∗ ir monomorfisms.

2 Šis rezultāts pierād̄ıts (Teorēma 3.7.1) grupām. Mums atliek parād̄ıt,
ka f∗ : R/Kerf → R′ ir multiplikat̄ıvo pusgrupu homomorfisms.

Pieņemsim, ka [x] ∈ R/Ker un [y] ∈ R/Ker, tad

f∗([x][y]) = f∗([xy]) = f∗ ◦ π(xy) = f(xy) = f(x)f(y)

= f∗ ◦ π(x) f∗ ◦ π(y) = f∗([x])f∗([y]).

4.2.13. Sekas (Izomorfisma teorēma). G/Kerf ∼= Imf

4.3. Integritātes apgabali

4.3.1. Defin̄ıcija. Gredzena R nenulles elementu a 6= 0 sauc par nulles
dal̄ıtāju, ja

∃b ∈ R (b 6= 0 ∧ (ab = 0 ∨ ba = 0)).

Pieņemsim, ka R — gredzens ar 1. Gredzena R elementu a sauc par
apgriežamu, ja

∃b ∈ R ab = 1 = ba.

4.3.2. Apgalvojums. Gredzena apgriežams elements nav nulles dal̄ıtājs.

2 Pieņemsim pretējo, proti, ka eksistē tāds apgriežams gredzena R ele-
ments a, kas ir nulles dal̄ıtājs. No šejienes uzreiz seko, ka a 6= 0, jo ir nulles
dal̄ıtājs. Ja reiz a ir nulles dal̄ıtājs, tad

∃b ∈ R (b 6= 0 ∧ (ab = 0 ∨ ba = 0)).

Tā kā a ir apgriežams, tad

∃x ∈ R ax = 1 = xa.
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Tas viss pamato sekojošas vienād̄ıbas

b = (xa)b = x(ab) = x0 = 0, vai ar̄ı

b = b(ax) = (ba)x = 0x = 0. Pretruna!

4.3.3. Defin̄ıcija. Gredzenu R sauc par integritātes apgabalu, ja tas ir

(i) komutat̄ıvs gredzens bez nulles dal̄ıtājiem;

(ii) gredzens ar 1 un 1 6= 0.

Integritātes apgabalu R sauc par lauku, ja katrs gredzena R nenulles
elements ir apgriežams gredzenā R.

4.3.4. Sekas. Lauks nesatur nulles dal̄ıtājus.

4.3.5. Sekas. Lauka nenulles elementi veido komutat̄ıvu multiplikat̄ıvo
grupu.

4.3.6. Defin̄ıcija. Pieņemsim, ka

• R — integritātes apgabals,

• Zp ir homomorfisma λ : Z→ R : k 7→ k1 kodols.

Skaitli p sauc par gredzena R raksturojumu jeb harakteristiku un apz̄ımē ar
charR.

4.3.7. Teorēma. Jebkura lauka raksturojums ir pirmskaitlis, vai ar̄ı 0.

2 Pieņemsim, ka n = kl ir lauka L raksturojums, kur 1 < k < n, tad

a ↽ k1 un b ↽ l1

ir no nulles atšķir̄ıgi lauka L elementi. Taču

ab = (k1)(l1) = (kl)1 = n1 = 0,

kas ir pretrunā ar faktu, ka laukā nav nulles dal̄ıtāju.
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4.3.8. Piemēri. (i)

C ↽

{(
a −b
b a

)∣∣∣∣ a ∈ R ∧ b ∈ R
}

ir lauks.

(ii) Ja p ∈ P, t.i., ja p ir pirmsksitlis, tad rezidiju gredzens Zp ir lauks.

4.3.9. Defin̄ıcija. Lauku C sauc par komplekso skaitļu lauku.

4.3.10. Apgalvojums. Attēlojums

f : R→ C : a 7→
(

a 0
0 a

)

ir monomorfisms.

2 (i) Ja a 6= b, tad

(
a 0
0 a

)
6=

(
b 0
0 b

)
.

(ii)

f(a) + f(b) =

(
a 0
0 a

)
+

(
b 0
0 b

)
=

(
a + b 0

0 a + b

)
= f(a + b).

(iii)

f(a)f(b) =

(
a 0
0 a

) (
b 0
0 b

)
=

(
ab 0
0 ab

)
= f(ab).

Šis rezultāts attaisno identifikāciju

a 7→
(

a 0
0 a

)
.

Ja ar i apz̄ımējam matricu (
0 −1
1 0

)
,
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tad

i2 =

(
0 −1
1 0

)2

=

(
1 0
0 1

)
= 1

un (
a −b
b a

)
= a + bi.

L̄ıdz ar to esam ieguvuši tradicionālo komplekso skaitļu pierakstu.

4.3.11. Defin̄ıcija. Par kompleksa skaitļa z = a + bi kompleksi saist̄ıto
skaitli sauc skaitli z̄ ↽ a− bi.

4.3.12. Vingrinājums. Attēlojums f : C → C : z 7→ z̄ ir automor-
fisms.

4.4. Ķermeņi

4.4.1. Defin̄ıcija. Gredzenu sauc par ķermeni, ja tā multiplikat̄ıvā pus-
grupa bez 0 elementa ir grupa.

4.4.2. Sekas. Komutat̄ıvs ķermenis ir lauks.

4.4.3. Piemērs.

K ↽

{(
u v

−v̄ ū

)∣∣∣∣ u ∈ C ∧ v ∈ C
}

ir ķermenis.

Ja u = a + bi un v = c + di, tad uū + vv̄ = a2 + b2 + c2 + d2 ≥ 0. Tātad,

ja

(
u v

−v̄ ū

)
6= 0, tad

∣∣∣∣
u v

−v̄ ū

∣∣∣∣ 6= 0.

No šejienes

(
u v

−v̄ ū

)(
ū −v
v̄ u

)
=

(
uū + vv̄ −uv + vu

−v̄ū + ūv̄ v̄v + ūu

)

=

(
uū + vv̄ 0

0 v̄v + ūu

)
.
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Tas demonstrē, ka katra nenulles matrica A ∈ K ir apgriežama. Tai pašā
laikā K nav komutat̄ıvs gredzens, piemēram,
(

i 0
0 −i

) (
0 i
i 0

)
=

(
0 −1
1 0

)
6=

(
0 1

−1 0

)
=

(
0 i
i 0

)(
i 0
0 −i

)
.

4.4.4. Defin̄ıcija. Ķermeni K sauc par kvaternionu ķermeni. Kopas K
elementus sauc par kvaternioniem.

4.4.5. Vingrinājums. Attēlojums

f : R→ K : a 7→
(

a 0
0 a

)

ir monomorfisms.

L̄ıdz̄ıgi kā komplekso skaitļu gad̄ıjumā šis rezultāts attaisno identifikāciju

a 7→
(

a 0
0 a

)
.

Ja ar i, j un k atbilstoši apz̄ımējam matricas

i ↽

(
i 0
0 −i

)
, j ↽

(
0 1

−1 0

)
, k ↽

(
0 i
i 0

)
,

tad iegūstam šadu reizināšanas tabulu:

. 1 i j k
1 1 i j k
i i −1 k −j
j j −k −1 i
k k j −i −1

No šejienes, ja u = a+bi un v = c+di (te i ir kompleksais skaitlis), iegūstam
(

a + bi c + di

−(c + di) a + bi

)
=

(
a + bi c + di

−c + di a− bi

)

= a

(
1 0
0 1

)
+ b

(
i 0
0 −i

)

+ c

(
0 1

−1 0

)
+ d

(
0 i
i 0

)

= a + bi + cj + dk.
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4.4.6. Defin̄ıcija. Gredzenu R, kas satur no 0 aťsķir̄ıgu 1, sauc par
vienkāršu gredzenu, ja tā vien̄ıgie ideāli ir R un {0}.

4.4.7. Apgalvojums. Ķermenis ir vienkāršs gredzens.

2 Pieņemsim, ka I 6= {0} ir ķermeņa K ideāls, tad (Defin̄ıcija 4.2.8)

∀a ∈ I ∀x ∈ K (ax ∈ I ∧ xa ∈ I).

Tā kā I 6= {0}, tad eksistē ideāla I nenulles elements a. No šejienes
1 = a−1a ∈ I. Ja reiz 1 ∈ I, tad

∀x ∈ K x = x · 1 ∈ I.

Tagad pievērs̄ısimies matricu grdzenam Matn(K) pār ķermeni K, t.i.,
mūs interesēs kvadrātiskas matricas, kuru elementi ir ķemeņa K elementi.
Ar Eij = ||ekl|| ∈ Matn(K) apz̄ımēsim matricu, kurai tikai viens elements ekl

atšķiras no 0, proti, eij = 1.

4.4.8. Lemma.

∀A = ||akl|| ∈ Matn(K) EipAEqj = apqEij.

2 (i) EipA — tā ir matrica, kurai visas rindas, izņemot i–to rindu, sastāv
tikai no 0. Savukārt i–tā rinda vienāda ar matrica A p–to rindu.

(ii) AEqj — tā ir matrica, kurai visas ailes, izņemot j–to aili, sastāv tikai
no 0. Savukārt j–tā aile vienāda ar matricas A q–to aili.

(iii) Tagad ņemot vērā (i) un (ii) secināms: EipAEqj = apqEij.

4.4.9. Teorēma. Matricu gredzens pār ķermeni ir vienkāršs.

2 Pieņemsim, ka I 6= {0} ir matricu gredzena Matn(K) ideāls, tad
(Defin̄ıcija 4.2.8)

∀A ∈ I ∀X ∈ Matn(K) (AX ∈ I ∧ XA ∈ I).

Tā kā I 6= {0}, tad eksistē ideāla I nenulles matrica ||akl||. Pieņemsim,
ka tieši apq 6= 0. Tagad ņemam vērā, ka

∀i ∀j apqEij
L4.4.8
= Eip||akl||Eqj ∈ I.

Tā rezultātā Eij = (a−1
pq E)(apqEij) ∈ I. Ja reiz tā, tad ∀x ∈ K xEij ∈ I. No

šejienes, ja X = ||xij|| ∈ Matn(K), tad

X =
n∑

i=1

n∑
j=1

xijEij ∈ I, t.i., I = Matn(K).
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4.5. Gredzena centrs

4.5.1. Defin̄ıcija. Gredzena R elementu c sauc par centrālo elementu,
ja

∀a ∈ R ac = ca.

Kopu Z, kas sastāv no visiem gredzena R centrālajiem elementiem sauc
par gredzena R centru.

4.5.2. Vingrinājumi. (i) Gredzena centrs ir tā apakšgredzens.

(ii) Pieņemsim, ka a un b ir gredzena R elementi, Eij ∈ Matn(R) un
Ekl ∈ Matn(R), tad

(aEij)(bEkl) =

{
abEil, ja j = k

0, ja j 6= k.

4.5.3. Teorēma. Matricu gredzena Matn(L) pār lauku L centrs

Z = {λE |λ ∈ L}.

2 (i) (λE)A = λA = (λA)E = A(λE).
Š̄ı vienād̄ıba ļauj konstatēt, ka Z ⊇ {λE |λ ∈ L}.

(ii) Pieņemsim, ka A ∈ Z, tad EiiA = AEii. Ja A = ||akl||, tad

EiiA =




0 . . . 0 . . . 0
. . . .

ai1 . . . aii . . . a1n

. . . .
0 . . . 0 . . . 0




, AEii =




0 . . . a1i . . . 0
. . . .

0 . . . aii . . . 0
. . . .

0 . . . ani . . . 0




.

No šejienes redzams, ka vienād̄ıba iespējama tikai tad, ja visi ail = 0 un visi
aki = 0, izņemot vien̄ıgi aii. Mainot indeksu i no 1 l̄ıdz n secināms, ka A ir
diagonālmatrica, proti, A ir izskatā

A =




a11 0 . . . 0
0 a22 . . . 0
. . . .
0 0 . . . ann


 .
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(iii) Mēs pieņēmām, ka A ∈ Z, tāpēc EijA = AEij. No šejienes

EijA = Eij

n∑

k=1

akkEkk =
n∑

k=1

akkEijEkk
V4.5.2(ii)

= ajjEij,

AEij = (
n∑

k=1

akkEkk)Eij =
n∑

k=1

akkEkkEij
V4.5.2(ii)

= aiiEij.

Tā rezultātā ∀i ∀j aii = ajj. Tātad A = λE.



5. nodaļa

MODUĻI

Monōıda iedarb̄ıba uz kopu. Moduļi, piemēri. Apašmoduļi, to šķēlums. Lineāra
kombinācija, vienas sistēmas izsakāmı̄ba ar citu sistēmu. Lineārā čaula. Moduļu
homomorfismi, piemēri, homomorfisma attēls. Kongruence, faktormodulis, da-
b̄ıgais homomorfisms, homomorfisma kodols, izomorfisma teorēma. Homomorfis-
mu veidotā grupa, endomorfismu gredzens. Modulis pār endomorfismu gredzenu.
Apašmoduļu summa, tiešā summa, tiešā ārējā summa, tiešais saskaitāmais. Mi-
nimālais apakšmodulis, gredzena minimālais ideāls, ireducibli moduļi, piemēri.
Maksimālais apašmodulis, gredzena maksimālais ideāls, pusvienkāršs (piln̄ıgi re-
ducējams) modulis. Gal̄ıgi ǧenerēts modulis, tā raksturojums.

5.1. Apakšmoduļi

Šis nodaļas ietvaros, ja nekas speciāli netiks atrunāts, visi gredzeni ir
gredzeni ar vieninieku.

5.1.1. Defin̄ıcija. Divu sugu algebru 〈R,M, ·, ◦〉 sauc par monōıda R
iedarb̄ıbu uz kopu M no kreisās puses, ja

(i) 〈R, ·〉 — monōıds,

(ii) ◦ ir attēlojums R×M
◦→ M ,

(iii)

(ab) ◦ x = a ◦ (b ◦ x),

1 ◦ x = x.
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5.1.2. Defin̄ıcija. Divu sugu algebru 〈R,M, +, ·,⊕, ◦〉 sauc par kreiso
R–moduli M , ja

(i) 〈R, +, ·〉 — gredzens ar vieninieku,

(ii) 〈M,⊕〉 — komutat̄ıva grupa,

(iii) 〈R, M, ·, ◦〉 — gredzena R multiplikat̄ıvā monōıda iedarb̄ıba uz M
no kreisās puses,

(iv)

a ◦ (x⊕ y) = a ◦ x⊕ a ◦ y,

(a + b) ◦ x = a ◦ x⊕ b ◦ x.

Literatūrā šādus moduļus sauc par unitāriem jeb unitāliem moduļiem.
Kopas M elementus sauc par vektoriem. Parasti + un ⊕ vietā lieto tikai
simbolu +, bet simbolus · un ◦ vispār nelieto un uzskata, ka operācijas · un
◦ saista ciešāk par operācijām + un ⊕. Tā rezultātā aksioma

(a + b) ◦ x = (a ◦ x)⊕ (b ◦ x)

iegūst izskatu
(a + b)x = ax + bx.

Paralēli terminam R–modulis M mēs lietosim tai pašā noz̄ımē tādus terminus
kā: M ir R–modulis vai ar̄ı M ir modulis pār gredzenu R. Ja no konteksta
būs noprotams gredzens R, tad lietosim ı̄sāku izteiksmes formu, proti, tā
vietā, lai teiktu:

— M ir kreisais R–modulis, — teiksim:
— M ir modulis.

Analoǧiski definē labo R–moduli M .

5.1.3. Defin̄ıcija. Divu sugu algebru 〈R,M, ·, ◦〉 sauc par monōıda R
iedarb̄ıbu uz kopu M no labās puses, ja

(i) 〈R, ·〉 — monōıds,

(ii) ◦ ir attēlojums M ×R
◦→ M ,
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(iii)

x ◦ (ab) = x ◦ (a ◦ b),

x ◦ 1 = x.

5.1.4. Defin̄ıcija. Divu sugu algebru 〈R, M, +, ·,⊕, ◦〉 sauc par labo
R–moduli M , ja

(i) 〈R, +, ·〉 — gredzens ar vieninieku,

(ii) 〈M,⊕〉 — komutat̄ıva grupa,

(iii) 〈R, M, ·, ◦〉 — gredzena R multiplikat̄ıvā monōıda iedarb̄ıba uz M
no labās puses,

(iv)

(x⊕ y) ◦ a = x ◦ a⊕ y ◦ a,

x ◦ (a + b) = x ◦ a⊕ x ◦ b.

Tā kā kreiso R–moduļu M teorija ir analoga labo R–moduļu teorijai,
tad parasti aplūko tikai vienu no š̄ım teorijām. Mēs turpmāk galvenokārt
analizēsim kreisos R–moduļus M .

5.1.5. Piemēri. (i) Pieņemsim, ka R — gredzens ar vieninieku un M —
š̄ı gredzena adit̄ıvā grupa, tad 〈R, M, +, ·, +, ·〉 ir gan kreisais R–modulis, gan
labais R–modulis. Šai gad̄ıjumā parasti kreisajam modulim lieto apz̄ımējumu

RR, labajam — RR.

(ii) Pieņmesim, ka R – gredzens ar vieninieku, tad Rn ir modulis, kur

(x1, x2, . . . , xn)⊕ (y1, y2, . . . , yn) ↽ (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn),

a ◦ (x1, x2, . . . , xn) ↽ (ax1, ax2, . . . , axn).

(iii) Pieņemsim, ka 〈M,⊕〉 — adit̄ıva grupa un attēlojums Z×M
◦→ M

definēts ar nosac̄ıjumu: n ◦ x ↽ nx (tiem, kas apjukuši, iesakam apskat̄ıties
komentāru 77. lappusē), tad 〈Z, M, +, ·,⊕, ◦〉 ir kreisais Z-modulis M .

5.1.6. Vingrinājumi. Pieņemsim, ka 〈R, M, +, ·,⊕, ◦〉 ir kreisais R–
modulis M , tad
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(i) a ◦ 0 = 0 ◦ x = 0, te izteiksmē a ◦ 0 nulle ir adit̄ıvās grupas M
neitrālais elements, bet izteiksmē 0 ◦ x nulle ir gredzena R adit̄ıvās
grupas neitrālais elements;

(ii) a ◦ (−x) = (−a) ◦ x = −a ◦ x;

(iii) a ◦ (x− y) = a ◦ x− a ◦ y;

(iv) (a − b) ◦ x = a ◦ x − b ◦ x, te a un b ir gredzena R elementi, bet
x, y ir vektori.

5.1.7. Defin̄ıcija. Kreisā R–moduļa M apakškopu N ⊆ M sauc par
apakšmoduli, ja

∀a ∈ R ∀x ∈ N ∀y ∈ N (ax ∈ N ∧ x + y ∈ N).

5.1.8. Vingrinājums. Ja N ir moduļa 〈R,M, +, ·,⊕, ◦〉 apakšmodulis,
tad 〈R, N, +, ·,⊕|N, ◦|R×N〉 ir modulis.

5.1.9. Apgalvojums. Ja {Mi | i ∈ I} ir R–moduļa M apakšmoduļu
saime, tad M0 ↽

⋂
i∈I

Mi ir moduļa M apakšmodulis.

2 (i) M0 ir grupas M apakšgrupa (Apgalvojums 3.3.5).
(ii) Pieņemsim, ka a ∈ R un x ∈ M0, tad ∀i ∈ I x ∈ Mi. Tā kā Mi

ir moduļa M apakšmodulis, tad ax ∈ Mi. L̄ıdz ar to ∀i ∈ I ax ∈ Mi. No
šejienes ax ∈ M0.

(iii) Tagad atsaucoties uz apakšmoduļa defin̄ıciju 5.1.7 un punktos (i),
(ii) konstatēto secināms: M0 ir moduļa M apakšmodulis.

5.2. Lineārā čaula

5.2.1. Defin̄ıcija. Pieņemsim, ka M ir R–modulis, ai ∈ R un xi ∈ M .
Summu

a1x1 + anx2 + . . . + anxn

sauc par vektoru x1, x2, . . . , xn lineāru kombināciju.
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Ja visi ai = 0, tad lineāro kombināciju a1x1 + anx2 + . . . + anxn sauc par
triviālu lineāru kombināciju. Ja vektors x ir vektoru x1, x2, . . . , xn lineāra
kombinācija, t.i., eksistē tādi gredzena R elementi a1, a2, . . . , an, ka

x = a1x1 + anx2 + . . . + anxn,

tad saka, ka vektors x izsakāms ar sistēmu {x1, x2, . . . , xn}. Kopas

{x1, x2, . . . , xn}
pieraksta vietā ļoti bieži mēdz tikai uzskait̄ıt elementus x1, x2, . . . , xn, proti,
ja eksistē tādi gredzena R elementi a1, a2, . . . , an, ka

x = a1x1 + anx2 + . . . + anxn,

tad saka, ka vektors x izsakāms ar sistēmu x1, x2, . . . , xn.
Vispār̄ıgā gad̄ıjumā pieņemsim, ka kopa A = {xi ∈ M | i ∈ I}. Saka, ka

vektors x izsakāms ar sistēmu A, ja eksistē tādi ai ∈ R, ka

x =
∑
i∈I

aixi,

kur gandr̄ız visi ai = 0. Tagad ir nepieciešams paskaidrot, ko noz̄ımē frāze
”gandr̄ız visi ai = 0”.

Mēs sakam, ka kādas kopas K gandr̄ız visiem elementiem piemı̄t ı̄paš̄ıba
P , ja to kopas K elementu skaits, kuriem nepiemı̄t ı̄paš̄ıba P ir kāds naturāls
skaitlis n ∈ N. Skaitļa n lomā dr̄ıkst būt ar̄ı skaitlis 0. Formāli to visu var
definēt šādi. Ja kopā K definēts predikāts P(x) un

• K1 ↽ {x ∈ K | P(x) ∼ p},
• K2 ↽ {x ∈ K | P(x) ∼ a},
• K1 ∪ K2 = K,

• |K2| < ℵ0,

tad saka, ka gandr̄ız visiem x ∈ K piemı̄t ı̄paš̄ıba P . Šai situācijā mēdz lietot

apz̄ımējumu
∞
∀ x P(x).

Kas attiecas uz summu
∑

i∈I aixi, tad tā ir definēta tikai gal̄ıgam sas-

kaitāmo skaitam. Šai gad̄ıjumā frāze ”gandr̄ız visi ai = 0” noz̄ımē to, ka
summāc̄ıja ir veikta tikai pa tiem kopas I elementiem i, kuriem ai 6= 0.
Formāli to visu var paskaidrot šādi. Pieņemsim, ka
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• J ↽ {i ∈ I | ai 6= 0},
• |J | < ℵ0,

tad ∑
i∈I

aixi ↽
∑
i∈J

aixi.

Visbeidzot der atz̄ımēt, ka ∑

i∈∅
aixi ↽ 0.

5.2.2. Defin̄ıcija. Saka, ka sistēma A izsakāma ar sistēmu A′, ja katrs
sistēmas A vektors izsakāms ar sistēmu A′.

5.2.3. Apgalvojums (Lineārās izsakāmı̄bas transitivitāte). Ja sis-
tēma A izsakāma ar sistēmu A′ un sistēma A′ izsakāma ar sistēmu A′′, tad
sistēma A izsakāma ar sistēmu A′′.

2 Saskaņā ar doto, ja x ∈ A, tad eksistē tāda gal̄ıga kopas A′ apakškopa
B′, ka

x =
∑

y∈B′
ayy,

kur visi ay ir gredzena elementi. Savukārt katram y ∈ B′ eksistē tāda gal̄ıga
kopas A′′ apakškopa B′′

y, ka

y =
∑

z∈B′′
y

bzz,

kur visi az ir gredzena elementi. No šejienes

x =
∑

y∈B′
ayy =

∑

y∈B′
ay

∑

z∈B′′
y

bzz =
∑

y∈B′

∑

z∈B′′
y

aybzz.

Šajā summā saskaitāmo skaits ir gal̄ıgs, jo kopas B′ un B′′
y ir gal̄ıgas.

5.2.4. Defin̄ıcija. Pieņemsim, ka M ir R–modulis un A ⊆ M . Kopu

L(A) ↽ {x |x ir izsakāms ar sistēmu A}

sauc par sistēmas A lineāro čaulu.
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Ja kopa A ir gal̄ıga, teiksim, A = {x1, x2, . . . , xn}, tad lineārās čaulas
L(A) apz̄ımēšanai lieto pierakstu L(x1, x2, . . . , xn). Ja kopa A ir vienele-
ment̄ıga kopa {x}, tad lineārās čaulas L(A) apz̄ımēšanai lieto pierakstu Rx.

5.2.5. Vingrinājums. Ja A ir R–moduļa M apakškopa, tad lineārā čau-
la L(A) ir apakšmodulis.

5.2.6. Apgalvojums. Ja A ir R–moduļa M apakškopa, tad lineārā čau-
la

L(A) =
⋂

A⊆N∈N

N,

kur N ir moduļa M visu apakšmoduļu saime.

2 (i) Pieņemsim, ka U ↽
⋂

A⊆N∈N

N . Tā kā L(A) ir viens no moduļiem,

kas satur kopu kopu A, tad U ⊆ L(A).
(ii) Tā kā A ⊆ U un U ir moduļa M apakšmodulis, tad tas satur jebkuru

sistēmas A vektoru lineāru kombināciju. Tātad L(A) ⊆ U .
(iii) Mēs parād̄ıjām, ka U ⊆ L(A) ⊆ U . L̄ıdz ar to L(A) = U .

5.3. Homomorfismi

5.3.1. Defin̄ıcija. Pieņemsim, ka M un M ′ ir R–moduļi. Attēlojumu

f : M → M ′

sauc par moduļu homomorfismu, ja

f(x + y) = f(x) + f(y),

f(ax) = af(x).

L̄ıdz̄ıgi kā pusgrupu gad̄ıjumā bijekt̄ıvu homomorfismu sauc par izomor-
fismu. Šai situācijā moduļus M un M ′ sauc par izomorfiem moduļiem. Sir-
jekt̄ıvu homomorfismu sauc par epimorfismu. Injekt̄ıvu homomorfismu sauc
par monomorfismu.

Moduļu homomorfismu f : M → M sauc par endomorfismu. Ja endo-
morfisms ir bijekcija, tad to sauc par automorfismu.
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5.3.2. Piemēri. (i) Pieņemsim, ka R — gredzens. Attēlojums

f : Matm
n (R) → Rn :




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . .
am1 am2 . . . amn


 7→ (a11, a21, . . . , an1)

ir R–moduļu homomorfisms.

(ii) Pieņemsim, ka A ∈ Matm
n (R). Attēlojums

f : Rn → Rn : (x1, x2, . . . , xn) 7→ (x1, x2, . . . , xn)A

ir endomorfisms.

5.3.3. Apgalvojums. Ja f : M → M ′ ir R–moduļu homomorfisms, tad
Imf ir moduļa M ′ apakšmodulis.

2 (i) Pieņemsim, ka x′ un y′ ir kopas Imf vektori, tad eksistē tādi kopas
M vektori x un y, ka f(x) = x′ un f(y) = y′. No šejienes

x′ + y′ = f(x) + f(y) = f(x + y) ∈ Imf.

(ii) Pieņemsim, ka a ∈ R, tad ax′ = af(x) = f(ax) ∈ Imf .

5.4. Kongruences

5.4.1. Defin̄ıcija. Kopā M definētu ekvivalences tipa predikātu ≡ sauc
par R–moduļa M kongruenci, ja tā ir grupas M kongruence, turklāt katram
gredzena R elementam a un katram kopas M elementu pārim x, y izpildās
nosac̄ıjums:

x ≡ y ⇒ ax ≡ ay.

5.4.2. Apgalvojums. Ja ≡ ir R–moduļa M kongruence, tad M/≡ ir
R–modulis M , kur

[x] + [y] ↽ [x + y] un a[x] ↽ [ax].
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2 (i) Tā kā ≡ ir kongruence komutat̄ıvajā grupā M , tad saskait̄ı̌sana
definēta korekti.

(ii) Ja [x] = [y], tad x ≡ y. Tā kā ≡ ir kongruence, tad ∀a ∈ R ax ≡ ay;
tātad [ax] = [ay]. L̄ıdz ar to konstatēts, ka attēlojums

R×M/≡ → M/≡

definēts korekti.
(iii)

(ab)[x] = [(ab)x] = [a(bx)] = a[bx] = a(b[x])

Tātad
〈R,M/≡, ·, ◦〉, kur a ◦ [x] ↽ [ax],

ir multiplikat̄ıvā monōıda R iedarb̄ıba uz kopu M/≡ no kreisās puses.
(iv)

a([x] + [y]) = a[x + y] = [a(x + y)] = [ax + ay] = [ax] + [ay]

= a[x] + a[y],

(a + b)[x] = [(a + b)x] = [ax + by] = [ax] + [by] = a[x] + b[x].

Tas demonstrē, ka izpildās abi distribut̄ıvie likumi.
(v) Visu savelkot kopā tagad varam secināt, ka M/≡ ir R–modulis.

5.4.3. Defin̄ıcija. Moduli M/ ≡ pēc kongruences ≡ sauc par faktor-
moduli pēc kongruences ≡.

5.4.4. Vingrinājums. Attēlojums π : M → M/ ≡: x 7→ [x] ir R–
moduļu epimorfisms.

L̄ıdz̄ıgi kā pusgrupu gad̄ıjumā, attēlojumu

π : M → M/≡: x 7→ [x]

sauc par dab̄ıgo jeb kanonisko homomorfismu.

5.4.5. Teorēma. Katrai moduļu kongruencei ≡ eksistē tāds moduļa M
apakšmodulis N , ka M/N = M/≡.
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2 Teorēma 3.6.12 apgalvo, ka

[0] E M un M/[0] = M/≡ .

Tas viss attiecas uz adit̄ıvo grupu M .
Tagad kopā R×M/[0] definējam iedarb̄ıbu:

a(x + [0]) ↽ ax + [0].

Atliek konstatēt, ka [0] ir moduļa M apakšmodulis un a(x + [0]) = a[x].
(i) Pieņemsim, ka x ∈ [0] un a ∈ R, tad x ≡ 0. Ja reiz ≡ ir kongruence,

tad ax ≡ a0 = 0. L̄ıdz ar to ax ∈ [0]. Tātad [0] ir moduļa M apakšmodulis.
(ii) Parād̄ısim, ka x + [0] = [x].
a) Pieņemsim, ka y ∈ x+[0], tad (Lemmas 3.4.4 un 3.4.8), tad y−x ∈ [0].

Tas noz̄ımē, ka y − x ≡ 0 jeb x ≡ y. Tātad y ∈ [x], t.i., x + [0] ⊆ [x].
b) Pieņemsim, ka y ∈ [x], tad y ≡ x jeb y − x ≡ 0. Tātad y − x ∈ [0].

Tas saskaņā ar Lemmām 3.4.8 un 3.4.4 ļauj secināt, ka y ∈ x + [0]. Tātad
[x] ⊆ [x] + [0].

c) Mēs tikko parād̄ıjām (punkti a) un b)), ka x + [0] ⊆ [x] ⊆ [x] + [0].
Tātad x + [0] = [x].

(iii) Tā rezultātā kopas M/[0], M/≡ sakr̄ıt un

a(x + [0]) = ax + [0] = [ax] = a[x],

t.i., iedarb̄ıba kopā R×M/[0] definēta tāpat kā kopā R×M/≡. Tātad M/≡
un M/[0] sakr̄ıt ar̄ı kā moduļi.

5.4.6. Teorēma. Katram R–moduļa M apakšmodulim N eksistē tāda
kongruence ≡, ka M/N un M/≡ sakr̄ıt kā R–moduļi.

2 (i) Saskaņā ar Apgalvojumu 3.6.10 ekvivalences tipa predikāts ≡k
N ir

kongruence grupā M .
(ii) Pieņemsim, ka x ≡k

N y un a ∈ R, tad saskaņā ar ≡k
N defin̄ıciju

(Vingrinājums 3.4.1(ii)) x + N = y + N . No šejienes x− y ∈ N . Tā kā N ir
moduļa M apakšmodulis, tad

ax− ay = a(x− y) ∈ N,

ax + N = ay + N,

ax ≡k
N ay.

Tātad ≡k
I ir moduļa M kongruence.

(iii) [0]kN = {x | x + N = 0 + N} = N . Tagad atsaucoties uz Teorēmas
5.4.5 pierād̄ıjumu, secināms M/N = M/ ≡k

I .
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5.4.7. Apgalvojums. Ja f : M → M ′ ir moduļu homomorfisms, tad

Kerf ↽ {x | f(x) = 0}

ir moduļa M apakšmodulis.

2 (i) Saskaņā ar 74. lappusē izklāst̄ıto Kerf ir grupas M apakšgrupa.
(ii) Pieņemsim, ka a ∈ R un x ∈ Kerf , tad

f(ax) = af(x) = a0 = 0.

Tātad ax ∈ Kerf .
(iii) Tas viss kopumā (punti (i)–(ii)) demonstrē, ka Kerf ir moduļa M

apakšmodulis.

Moduļu teorijā, l̄ıdz̄ıgi kā grupu teorijā, šo apakšmoduli Kerf sauc par
homomorfisma f kodolu.

5.4.8. Teorēma. Katram R–moduļu homomorfismam f : M → M ′ ek-
sistē viens vien̄ıgs moduļu homomorfisms f∗ : M/Kerf → M ′, kam diagram-
ma

M M ′

M/Kerf

....................................................................................................................................................................................................................................................................... ............
f

............................................................................................................................................................................................................................ .........
...

π

..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
.....................
............

f∗

ir komutat̄ıva; turklāt šis homomorfisms f∗ ir monomorfisms.

2 Šis rezultāts pierād̄ıts (Teorēma 3.7.1) grupām. Mums atliek parād̄ıt,
ka f∗ : M/Kerf → M ′ ir moduļu homomorfisms.

Pieņemsim, ka a ∈ R un [x] ∈ M/Ker, tad

f∗(a[x]) = f∗([ax]) = f∗ ◦ π(ax) = f(ax) = af(x)

= af ◦ π(x) = af∗([x]).

5.4.9. Sekas (Izomorfisma teorēma). G/Kerf ∼= Imf
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5.5. Homomorfismu grupa

Pieņemsim, ka M un M ′ ir R–moduļi, tad

Hom(M, M ′) ↽ {f : M → M ′ | f ir moduļu homomorfisms}.
Kopā Hom(M, M ′) definēsim operāciju +, ko sauksim par homomorfismu

summu. Ja f un g ir kopas Hom(M, M ′) elementi, t.i., tie ir moduļu M,M ′

homomorfismi, tad

∀x ∈ M x(f + g) ↽ xf + xg.

5.5.1. Teorēma. 〈Hom(M, M ′), +〉 ir komutat̄ıva grupa.

2 (i) Vispirms parād̄ısim, ka 〈Hom(M, M ′), +〉 ir grupōıds.
a) Pieņemsim, ka a ∈ R, x ∈ M un f, g ir moduļu M, M ′ homomorfismi,

tad

(ax)(f + g) = (ax)f + (ax)g = a(xf) + a(xg) = a((xf) + (xg))

= a(x(f + g)).

b) Pieņemsim, ka y ∈ M , tad

(x + y)(f + g) = (x + y)f + (x + y)g = (xf + yf) + (xg + yg)

= (xf + xg) + (yf + yg) = x(f + g) + y(f + g).

c) Ņemot vērā a) un b), secināms: f + g ∈ Hom(M,M ′).
(ii) Ievērojam, attēlojums 0 : M → M ′ : x 7→ 0′ ir moduļu M,M ′

homomorfisms. Te 0 : M → M ′ lietots attēlojuma apz̄ımēšanai, taču 0′ nav
attēlojums, bet apz̄ımē tikai grupas M ′ neitrālo elementu.

Saskaņā ar attēlojuma 0 defin̄ıciju 0 + f = f = f + 0.
(iii) Parād̄ısim, ka attēlojums −f : M → M ′ : x 7→ −xf ir moduļu M,M ′

homomorfisms.

(ax)(−f) = −(axf) = −(a(xf)) = a(−xf) = a(x(−f)),

(x + y)(−f) = −(x + y)f = −(xf + yf) = −xf + (−yf)

= x(−f) + y(−f).

(iv) Atliek parād̄ıt, ka

f + (−f) = 0,

f + (g + h) = (f + g) + h,

f + g = g + f,

ko atstājam las̄ıtājam kā vingrinājumu.
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5.6. Endomorfismi

Pieņemsim, ka M ir R–modulis. Kopā End(M) ↽ Hom(M, M) bez en-
domorfismu summas aplūkosim ar̄ı endomorfismu kompoz̄ıciju.

5.6.1. Teorēma. 〈End(M), +, ·〉 ir gredzens ar vieninieku. Te operāci-
ja · ir attēlojumu kompoz̄ıcija.

2 (i) Teorēma 5.5.1 dod iespēju apgalvot, ka 〈End(M), +〉 ir komutat̄ıva
grupa.

(ii) Parād̄ısim, ka 〈End(M), ·〉 ir monōıds. Ņemot vērā Vingrināju-
mu 2.6.2(ii), mums atliek tikai konstatēt, ka 〈End(M), ·〉 ir grupōıds un
attēlojums IM ir endomorfisms.

a) Pieņemsim, ka a ∈ R, x ∈ M un f, g ir moduļa M endomorfismi, tad

(ax)(fg) = g(f(ax)) = g(af(x)) = ag(f(x)) = a(x(fg)).

b) Pieņemsim, ka y ∈ M , tad

(x + y)(fg) = g(f(x + y)) = g(f(x) + f(y)) = g(f(x)) + g(f(y))

= x(fg) + y(fg).

c) Ņemot vērā a) un b), secināms: 〈End(M), ·〉 ir grupōıds.
d) Mēs atstājam las̄ıtājam kā vingrinājumu pierād̄ıt faktu, ka IM ir en-

domorfisms.
(iii) Parād̄ısim kā pierādāms viens distribut̄ıvais likums. Otra likuma

pierād̄ıjumu atstājam las̄ıtājam kā vingrinājumu. Pieņemsim, ka h ∈ End(M),
tad

x(f + g)h = (x(f + g))h = (xf + xg)h = (xf)h + (xg)h

= x(fh) + x(gh).

Tātad (f + g)h = fh + gh.

5.6.2. Vingrinājums. 〈End(M), +, ◦〉 ir gredzens ar vieninieku. Te
operācija ◦ (skat̄ıt 10. lappusi) ir attēlojumu kompoz̄ıcija.

Izrādās, ja M ir R–modulis, tad šo pašu grupu M var uztvert ar̄ı kā
End(M)–moduli. Mums tikai jānodefinē iedarb̄ıba:

End(M)×M
¯→ M : f ¯ x ↽ f(x).
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5.6.3. Teorēma. Ja M ir R–modulis, tad 〈End(M),M, +, ◦,⊕,¯〉 ir
End(M)–modulis M . Te operācija + ir endomorfismu summa, ◦ ir endo-
morfismu kompoz̄ıcija un ⊕ ir grupas M komutat̄ıvā operācija.

2 (i) Mēs jau zinam (Vingrinājums 5.6.2), ka 〈End(M), +, ◦〉 ir gredzens
ar vieninieku.

(ii) Saskaņā ar doto 〈M,⊕〉 ir komutat̄ıva grupa.
(iii) Pieņemsim, ka f, g ir endomorfismi un x ∈ M , tad

(f ◦ g)¯ x = (f ◦ g)(x) = f(g(x)) = f ¯ (g ¯ x),

I¯ x = I(x) = x,

tātad 〈End(M),M, ◦,¯〉 ir End(M) iedarb̄ıba uz M no kreisās puses.
(iv) Pieņemsim, ka y ∈ M , tad

f ¯ (x⊕ y) = f(x⊕ y) = f(x)⊕ f(y) = (f ¯ x)⊕ (f ¯ y),

(f + g)¯ x = (f + g)(x) = f(x)⊕ g(x) = (f ¯ x)⊕ (g ¯ x).

(v) Tas viss kopumā (punti (i)–(iv)) demonstrē, ka

〈End(M),M, +, ◦,⊕,¯〉

ir kreisais End(M)–modulis M .

Br̄ıdinājums. Parasti + un ⊕ vietā lieto tikai simbolu +, bet simbolus
◦ un ¯ vispār nelieto. Tai vietā, lai rakst̄ıtu (f ◦ g) ¯ x vienkārši raksta
f(g(x)). Ar̄ı mēs pieturēsimies pie šādas norunas.

5.7. Apakšmoduļu summa

5.7.1. Defin̄ıcija. Moduļa S apakšmoduļu saimes {Si | i ∈ I} apvie-
nojuma

⋃
i∈I

Si lineāro čaulu sauc par apakšmoduļu saimes {Si | i ∈ I} summu.

Tātad saskaņā ar Defin̄ıciju 5.2.4 apakšmoduļu saimes {Si | i ∈ I} sum-
ma ir L(

⋃
i∈I

Si). Ja kopu saime
⋃
i∈I

Si nav pārāk liela, piemēram, tā sastāv

no n apakšmoduļiem S1, S2, . . . , Sn, tad L(
n⋃

i=1

Si) sauc par apakšmoduļu
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S1, S2, . . . , Sn summu. Šai gad̄ıjumā summas apz̄ımēšanai parasti lieto pie-
rakstu S1 + S2 + . . . + Sn, t.i,

S1 + S2 + . . . + Sn ↽ L(
n⋃

i=1

Si).

5.7.2. Apgalvojums.

S1 + S2 + . . . + Sn = {s1 + s2 + . . . + sn | ∀i ∈ 1, n si ∈ Si}.

2 Pieņemsim, ka

S ↽ S1 + S2 + . . . + Sn,

S ′ ↽ {s1 + s2 + . . . + sn | ∀i ∈ 1, n si ∈ Si}.

Uzreiz no S un S ′ defin̄ıcijas izriet, ka S ′ ⊆ L(
n⋃

i=1

Si) = S. Mūsu mērķis:

pārād̄ıt, ka S = S ′.

Ja s ∈
n⋃

i=1

Si, tad eksistē tāds k, ka s ∈ Sk. No šejienes

s = 0 + . . . + 0︸ ︷︷ ︸
k−1 reizi

+s + 0 + . . . + 0 ∈ S ′.

Tātad
n⋃

i=1

Si ⊆ S ′. Atliek parād̄ıt, ka S ′ ir modulis, tas saskaņā ar Apgalvo-

jumu 5.2.6 L(
n⋃

i=1

Si) ⊆ S ′.

(i) Ja a ∈ R un s = s1 + s2 + . . . + sn ∈ S ′, tad

as = as1 + as2 + . . . + asn ∈ S ′.

(ii) Ja s′ = s′1 + s′2 + . . . + s′n ∈ S ′, tad

s + s′ = (s1 + s′1) + (s2 + s′2) + . . . + (sn + s′n) ∈ S ′.

5.7.3. Defin̄ıcija. Summu S1 + S2 + . . . + Sn sauc par tiešo summu, ja

∀i(S1 + . . . + Si−1 + Si+1 + . . . + Sn) ∩ Si = 0.
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Ja S1 + S2 + . . . + Sn ir tiešā summa, tad lieto apz̄ımējumu

S1 ⊕ S2 ⊕ . . .⊕ Sn vai ar̄ı
n⊕

i=1

Si.

5.7.4. Vingrinājums.
n⊕

i=1

Si =
n⊕

i=1

Sσ(i) jebkurai substitūcijai σ ∈ Sn.

5.7.5. Teorēma. Pieņemsim, ka S = S1 + S2 + . . . + Sn, tad sekojošie
apgalvojumi ir ekvivalenti.

(i) S = S1 ⊕ S2 ⊕ . . .⊕ Sn;

(ii) ∀i ∈ 2, n (S1 + . . . + Si−1) ∩ Si = 0;

(iii) katram kopas S vektoram s eksistē viena vien̄ıga reprezentācija izskatā
s = s1 + s2 + . . . + sn, kur visi si ∈ Si;

(iv) ja visi si ∈ Si un s1 + s2 + . . . + sn = 0, tad visi si = 0.

2 (i) ⇒ (ii) Defin̄ıcija 5.7.3.
(ii) ⇒ (iii) Pieņemsim, ka

s1 + s2 + . . . + sn = s′1 + s′2 + . . . + s′n un k ↽ max
i

(si 6= s′i).

No šejienes: ja j > k, tad sj = s′j. Tas noz̄ımē, ka

s′k − sk = (s1 − s′1) + (s2 − s′2) + . . . + (sk−1 − s′k−1)

∈ Sk ∩ (S1 + . . . + Sk−1) = 0.

Tātad s′k − sk = 0, proti, sk = s′k, kas ir pretrunā ar indeksa k izvēli.
(iii) ⇒ (iv) Ievērojam 0 = 0+0+ . . .+0, un tā kā saskaņā ar (iii) katram

s eksistē viena vien̄ıga reprezentācija izskatā s = s1 + s2 + . . . + sn, tad visi
si = 0.

(iv) ⇒ (i) Pieņemsim pretējo, proti,

∃s 6= 0 ∃i s ∈ (S1 + . . . + Si−1 + Si+1 + . . . + Sn) ∩ Si.

Tātad eksistē tādi sj ∈ Sj, ka s = s1 + . . .+si−1 +si+1 + . . .+sn. No šejienes

0 = s1 + . . . + si−1 + (−s) + si+1 + . . . + sn un − s ∈ Si.

Saskaņā ar (iv) −s = 0, t.i., s = 0. Pretruna!
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5.7.6. Sekas. Divu apakšmoduļu summa S + T ir tiešā summa tad un
tikai tad, ja S ∩ T = 0.

5.7.7. Vingrinājums. Ja S =
n⊕

i=1

Si un Si =
ki⊕

j=1

Sij, tad kat-

ram indeksam i

S = (S1 ⊕ S2 ⊕ . . .⊕ Si−1)⊕ (Si ⊕ Si+1 ⊕ . . .⊕ Sn)

un S =
n⊕

i=1

ki⊕
j=1

Sij.

5.7.8. Defin̄ıcija. Pieņemsim, ka {〈R,Mi, +, ·, i
+,

i◦〉 | i ∈ 1, k} ir R–
moduļu saime un

M ↽ M1 ×M2 × . . .×Mk.

• Definēsim iedarb̄ıbu ◦ izmantojot iedarb̄ıbas
i◦. Ja a ∈ R un

(x1, x2, . . . , xk) ∈ M , tad

a ◦ (x1, x2, . . . , xk) ↽ (a
1◦ x1, a

2◦ x2, . . . , a
k◦ xk).

• Kopā M definēsim saskait̄ı̌sanas operāciju + izmantojot saskait̄ı̌sanas

operācijas
i
+ kopās Mi. Ja (y1, y2, . . . , yk) ∈ M , tad

(x1, x2, . . . , xk) + (y1, y2, . . . , yk) ↽ (x1

1
+ y1, x2

2
+ y2, . . . , xk

k
+ yk).

Šādi definēto moduli M sauc par moduļu M1,M2, . . . , Mk tiešo ārējo summu.

Br̄ıdinājums. Parasti literatūrā tiešo ārējo summu apz̄ımē ar to pašu
simbolu⊕ kā tiešo summu, taču, lai las̄ıtājam atvieglotu izpratni, mēs moduļu

M1,M2, . . . , Mk tiešās ārējās summas apz̄ımēšanai lietosim pierakstu

k−⊕
i=1

Mi.

5.7.9. Apgalvojums. Ja M =

k−⊕
i=1

Mi,

Si ↽ {(x1, x2, . . . , xk) ∈ M | aj = 0, ja j 6= i},
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tad

(i) katrs Si ir moduļa M apakšmodulis;

(ii) Si
∼= Mi;

(iii) M =
k⊕

i=1

Si.

2 Attēlojums f : Mi → Si : x → (x1, x2, . . . , xk), kur

xj =

{
x, ja j = i;

0Mj
, ja j 6= i

ir moduļu izomorfisms Mi
∼= Si. Savukārt vienād̄ıba

(x1, x2, . . . , xk) = (x1, 0, . . . , 0) + (0, x2, . . . , 0) + . . . + (0, 0, . . . , xk)

parāda, ka M =
k⊕

i=1

Si.

5.7.10. Apgalvojums. Ja M =
k⊕

i=1

Mi, katrs Ni ir moduļa Mi apakš-

modulis un N = N1 + N2 + . . . + Nk, tad faktormodulis

M/N ∼=
k−⊕

i=1

Mi/Ni.

2 Apskat̄ısim attēlojumu

f : M →
k−⊕

i=1

Mi/Ni : x1 + x2 + . . . + xk 7→ ([x1], [x2], . . . , [xk]),

kur xi ∈ Mi un [xi] — faktormoduļa Mi/Ni blakusklase. Saskaņā ar Teorēmu
5.7.5 attēlojums f definēts korekti. No f defin̄ıcijas izriet, ka šis attēlojums
ir sirjekcija.

Ja x = x1 + x2 + . . . + xk, visi xi ∈ Mi un f(x) = 0, tad ∀i xi ∈ Ni. Tas
norāda, ka x ∈ N . Tāpēc Kerf ⊆ N . Ja reiz N = N1 + N2 + . . . + Nk, tad
N ⊆ Kerf . Tātad N = Kerf .

Vairs atliek tikai atsaukties uz izomorfisma teorēmu.
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5.7.11. Sekas. (M1 ⊕M2)/M2
∼= M1.

2 Tikko pierād̄ıtā teorēma ir spēkā, ja k = 2, N1 = 0 un N2 = M2.

5.7.12. Defin̄ıcija. Moduļa M apakšmoduli S sauc par moduļa M tiešo
saskaitāmo, ja eksistē tāds moduļa M apakšmodulis N , ka M = S ⊕N .

5.7.13. Apgalvojums. Katram moduļa M tiešajam saskaitāmajam S
eksistē faktormodulim M/S izomorfs moduļa M tiešs saskaitāmais.

2 Ja S ir moduļa M tiešs saskaitāmais, tad eksistē tāds moduļa M
apakšmodulis N , ka M = S ⊕N . Tagad ņemot vērā Sekas 5.7.11, iegūstam
(S ⊕N)/S ∼= N . Tātad M/S ∼= N .

5.8. Ireducibli moduļi

5.8.1. Defin̄ıcija. Moduļa M apakšmoduli N 6= 0 sauc par minimālu, ja
katram moduļa M apakšmodulim H ir spēkā apgalvojums:

0 ⊆ H ⊂ N ⇒ H = 0.

Moduli M sauc par ireduciblu moduli, ja tas ir moduļa M minimāls apakš-
modulis.

Gredzena R apakšgredzenu I sauc par kreiso ideālu, ja

∀a ∈ I ∀x ∈ R ax ∈ I.

Gredzena R kreiso ideālu I sauc par minimālu, ja tas ir moduļa RR
kreisais ideāls.

5.8.2. Piemēri. (i) Ja komutat̄ıvas grupas G kārta ir pirmskaitlis, tad
G ir minimāls Z–modulis.

Pieņemsim, ka grupas G kārta ir pirmskaitlis p un N ir no 0 atšķir̄ıgs
Z–moduļa G apakšmodulis, tad eksistē tāds x 6= 0, ka x ∈ N . Moduļa Zx
kārta dala G kārtu, proti, pirmskaitli p. Tas iespējams tikai tad, ja paša Zx
kārta ir vienāda ar p, t.i., Zx = G.

(ii) Jebkurš ķermenis K kā modulis KK ir ireducibls.

Pieņemsim, ka N = 0 ir moduļa KK apakšmodulis, tad eksistē tāds x 6= 0,
ka x ∈ N . Ja reiz x 6= 0, tad x−1 ∈ K. No šejienes x−1x = 1 ∈ N .

Tālāk, patvaļ̄ıgam a ∈ K elements a = a1 ∈ N , tāpēc N = K.
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5.8.3. Teorēma. Nenulles kreisais R–modulis M ir ireducibls tad un
tikai tad, ja

∀x ∈ M (x 6= 0 ⇒ M = Rx).

2 ⇒ Ja M ir ireducibls un 0 6= x ∈ M , tad Rx ir moduļa M nenulles
apakšmodulis; tāpēc Rx = M .

⇐ Pieņemsim, ka M nav ireducibls, tad eksistē tāds moduļa M apakš-
modulis N , ka 0 6= N ⊂ M . Izvēlamies 0 6= x ∈ N , tad Rx ⊆ N , tāpēc
m 6= Rx.

5.9. Piln̄ıgi reducējami moduļi

5.9.1. Defin̄ıcija. Moduļa M apakšmoduli N 6= M sauc par maksimālo
apakšmoduli, ja katram moduļa M apakšmodulim H ir spēkā izteikums:

N ⊂ H ⊆ M ⇒ H = M.

Gredzena R kreiso ideālu I sauc par maksimālo ideālu, ja katram gredzena
kreisajam ideālam J ir spēkā izteikums:

I ⊂ J ⊆ R ⇒ J = R.

5.9.2. Teorēma. Kreisā R–moduļa M faktormodulis M/N ir ireducibls
tad un tikai tad, ja N — maksimālais modulis.

2 ⇐ Ja N — maksimālais apakšmodulis un [0] 6= [x] ∈ M/N , tad x /∈ N .
No šejienes N ⊂ N + Rx ⊆ M .

Ja reiz N ir maksimāls, tad N + Rx = M . No šejienes: ja z ∈ M , tad
eksistē tādi a ∈ R un y ∈ N , ka z = y + ax. Tā rezultātā

[z] = [y + ax] = [y] + [ax] = a[x],

t.i., M/N = R[x]. Saskaņā ar Teorēmu 5.8.3 tas noz̄ımē, ka M/N ir ire-
ducibls.

⇒ Pieņemsim, ka M/N ir ireducibls, N ⊂ H ⊆ M , H ir moduļa M
apakšmodulis un x ∈ H \N , tad saskaņā ar Teorēmu 5.8.3 M/N = R[x].

Br̄ıvi izvēlētam y ∈ M blaksusklase [y] ∈ M/N = R[x], t.i., eksistē tāds
a ∈ R, ka [y] = a[x]. No šejienes [y] = [ax] jeb y − ax ∈ N . Tātad, eksistē
tāds z ∈ N , ka y − ax = z. Tas noz̄ımē, ka

y = ax + z ∈ H.

Tātad H = M .
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5.9.3. Defin̄ıcija. Moduli M sauc par piln̄ıgi reducējamu jeb pusvien-
kāršu moduli, ja tas ir reprezentējams kā gal̄ıga skaita ireduciblu moduļu tiešā

summa, t.i., eksistē tādi ireducibli moduļi M1,M2, . . . , Mk, ka M =
k⊕

i=1

Mi.

Vienošanās. Turpmāk š̄ı paragrāfa ietvaros pieņemsim, ka M ir piln̄ıgi

reducējams modulis un M =
k⊕

i=1

Mi ir š̄ı moduļa reprezentācija ar ireducib-

liem apakšmoduļiem.

5.9.4. Lemma. Ja N ir moduļa M apakšmodulis un 0 6= N 6= M , tad
pēc apakšmoduļu pārnumerācijas var panākt, ka

M = N ⊕M1 ⊕M2 ⊕ . . .⊕Mν ;

N ∼= Mν+1 ⊕Mν+2 ⊕ . . .⊕Mk;

M/N ∼= M1 ⊕M2 ⊕ . . .⊕Mν ,

kur ν ∈ 1, k − 1.

2 Pieņemsim, ka M1 6⊆ N (vajadz̄ıbas gad̄ıjumā varam main̄ıt numerāciju).
Tā rezultātā M1 ∩N ⊆ M1. Ja reiz M1 ir ireducibls, tad N ∩M1 = 0.

Ja N + M1 6= M , tad (N + M1) ∩M2 = 0 (vajadz̄ıbas gad̄ıjumā varam
main̄ıt numerāciju). Šo konstrukciju turpinam l̄ıdz

N + M1 + . . . + Mν = M, bet
N + M1 = 0,

(N + M1) ∩M2 = 0,
(N + M1 + M2) ∩M3 = 0,

. . . . . . . .
(N + M1 + . . . + Mν−1) ∩Mν = 0.

Saskaņā ar Teorēmu 5.7.5(ii) tas noz̄ımē, ka

M = N ⊕M1 ⊕M2 ⊕ . . .⊕Mν .

Savukārt Vingrinājums 5.7.7 dod iespēju rakst̄ıt

M = N ⊕ (M1 ⊕M2 ⊕ . . .⊕Mν),
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t.i., N ir tiešs saskaitāmais. Tagad atsaucoties uz Sekām 5.7.11 varam ap-
galvot, ka

M/N = N ⊕ (M1 ⊕M2 ⊕ . . .⊕Mν)/N
V5.7.4
= (M1 ⊕M2 ⊕ . . .⊕Mν)⊕N/N

S5.7.11
= M1 ⊕M2 ⊕ . . .⊕Mν .

Savukārt

M/M1 ⊕M2 ⊕ . . .⊕Mν

= M1 ⊕M2 ⊕ . . .⊕Mν ⊕Mν+1 ⊕ . . .⊕Mk/M1 ⊕M2 ⊕ . . .⊕Mν

= (M1 ⊕M2 ⊕ . . .⊕Mν)⊕ (Mν+1 ⊕ . . .⊕Mk)/M1 ⊕M2 ⊕ . . .⊕Mν

= (Mν+1 ⊕ . . .⊕Mk)⊕ (M1 ⊕M2 ⊕ . . .⊕Mν)/M1 ⊕M2 ⊕ . . .⊕Mν

∼= Mν+1 ⊕ . . .⊕Mk.

Tātad

N ∼= N ⊕ (M1 ⊕M2 ⊕ . . .⊕Mν)/M1 ⊕M2 ⊕ . . .⊕Mν

= M/M1 ⊕M2 ⊕ . . .⊕Mν

∼= Mν+1 ⊕ . . .⊕Mk.

Vienošanās. Pieņemsim, ka N ′ ir moduļa M ′ apakšmodulis un

f : M ′′ → M ′

ir moduļu homomorfisms, tad

f−1(N ′) ↽ {x ∈ M ′′ | f(x) ∈ N ′}.

5.9.5. Vingrinājumi. (i) Ja N ′ ir moduļa M ′ apakšmodulis un
f : M ′′ → M ′ ir moduļu homomorfisms, tad f−1(N ′) ir moduļa M ′′ apakš-
modulis.

(ii) Ja

• ϕ : N → N0 ir moduļu izomorfisms;

• N0 ir piln̄ıgi reducējams modulis;
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• N0 =
s⊕

i=1

ir š̄ı moduļa N0 reprezentācija ar ireducibliem apakšmoduļiem,

tad

• N ir piln̄ıgi reducējams modulis un

• N =
s⊕

i=1

ϕ−1(Ni) ir š̄ı moduļa N reprezentācija ar ireducibliem apakš-

moduļiem.

5.9.6. Lemma. Ja N ir moduļa M ireducibls apakšmodulis, tad

∃i N ∼= Mi.

2 Saskaņā ar Lemmu 5.9.4 eksistē tāds indekss ν (vajadz̄ıbas gad̄ıjumā
mainot apakšmoduļu Mi numerāciju), ka

N ∼= Mν+1 ⊕Mν+2 ⊕ . . .⊕Mk.

Tā kā N ∼= Mν+1 ⊕Mν+2 ⊕ . . .⊕Mk, tad eksistē izomorfisms

ϕ : N → Mν+1 ⊕Mν+2 ⊕ . . .⊕Mk.

Saskaņā ar Vingrinājumu 5.9.5(ii)

N = ϕ−1(Mν+1)⊕ ϕ−1(Mν+2)⊕ . . .⊕ ϕ−1(Mk)

ir š̄ı moduļa N reprezentācija ar ireducibliem apakšmoduļiem. Tā kā N pats
ir ireducibls, tad š̄ı summa satur tieši vienu saskaitāmo.

5.9.7. Teorēma. Ja M ir piln̄ıgi reducējams modulis un M =
k⊕

i=1

Mi ir

š̄ı moduļa reprezentācija ar ireducibliem apakšmoduļiem, tad

• moduļa M jebkurš apakšmodulis N ir piln̄ıgi reducējams;

• moduļa M jebkurš faktormodulis M/N ir piln̄ıgi reducējams;

• moduļa N katra ireduciblā komponente ir izomorfa kādam apakšmo-
dulim Mi;
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• moduļa M/N katra ireduciblā komponente ir izomorfa kādam apakšmo-
dulim Mi;

• moduļa M katrs apakšmodulis ir moduļa M tiešs saskaitāmais;

• moduļa M katrs faktormodulis ir izomorfs kādam moduļa M apakš-
modulim.

2 Saskaņā ar Lemmu 5.9.4, ņemot vērā Vingrinājumu 5.9.5(ii), moduļa
M katrs apakšmodulis N un ar̄ı faktormodulis M/N ir piln̄ıgi reducējams.
Lemma 5.9.4 demonstrē, ka jebkurš moduļa M apakšmodulis N ir moduļa
M tiešs saskaitāmis. Š̄ı apakšmoduļa N ireduciblās komponentes (Lemma
5.9.6) ir izomorfas apakšmoduļiem Mi.

Tā kā eksistē tāds indekss ν (vajadz̄ıbas gad̄ıjumā mainot apakšmoduļu
Mi numerāciju), ka M/N ∼= M1 ⊕M2 ⊕ . . .⊕Mν , tad eksistē izomorfisms

ϕ : M/N → M1 ⊕M2 ⊕ . . .⊕Mν .

No šejienes (skat̄ıt Vingrinājumu 5.9.5(ii))

M/N = ϕ−1(M1)⊕ ϕ−1(M2)⊕ . . .⊕ ϕ−1(Mν)

ir moduļa M/N reprezentācija ar ireducibliem apakšmoduļiem. Tagad at-
saucoties uz Lemmu 5.9.6 secināms: moduļa M/N katrs ireducibls apakšmo-
dulis N ′ ir izomorfs kādam apakšmodulim ϕ−1(Mi) ∼= Mi. Tātad moduļa
M/N katra ireduciblā komponente ir izomorfa kādam no apakšmoduļiem
Mi.

Ja reiz M/N ∼= M1⊕M2⊕ . . .⊕Mν , tad tas ir izomors moduļa M kādam
apakšmodulim.

5.10. Gal̄ıgi ǧenerēti moduļi

5.10.1. Defin̄ıcija. R–moduli M sauc par gal̄ıgi ǧenerētu moduli, ja ek-
sistē tāda moduļa M gal̄ıga vektoru sistēma

x1, x2, . . . , xn,

ka š̄ıs sistēmas lineārā čaula L(x1, x2, . . . , xn) = M.

5.10.2. Piemērs. Eksistē moduļi, kas nav gal̄ıgi ǧenerēti.



5.10. GAL̄ıGI ǦENERĒTI MODUĻI 135

Pieņemsim, ka R ir gredzens ar vieninieku un

Rω
↽ {x |x : N→ R}.

Kopas Rω elementus mēs sauksim par ω–vārdiem. Mēs lietosim šādus
apz̄ımējumus: xi ↽ x(i), x ⇁ (xi) ⇁ (x0, x1, . . . , xn, . . .)

Pieņemsim, ka

x = (x0, x1, . . . , xn, . . .) ∈ Rω,

y = (y0, y1, . . . , yn, . . .) ∈ Rω.

Kopā Rω definēsim divviet̄ıgu operāciju

x + y ↽ (x0 + y0, x1 + y1, . . . , xn + yn, . . .)

Pieņemsim, ka a ∈ R, tad

ax ↽ (ax0, ax1, . . . , axn, . . .)

L̄ıdz ar to Rω ir pārvērsts par R–moduli.

5.10.3. Vingrinājums. V ↽ {(x0, x1, . . . , xn, . . .) ∈ Rω | ∞∀i xi = 0} ir
moduļa Rω apakšmodulis.

Tagad parād̄ısim, ka V nav gal̄ıgi ǧenerēts modulis. Pieņemsim pretējo,
proti, V = L(v1, v2, . . . , vn), kur visi vi ∈ V . No šejienes

∃m ∀k > m ∀i vi
k = 0, kur vi = (vi

0, v
i
1, . . . , v

i
n, . . .).

Tas noz̄ımē, ka nav iespējams iegūt vektoru

(1 + 1 + . . . + 1︸ ︷︷ ︸
n+1 vieninieks

, 0, 0, . . .)

kā vektoru vi lineāru kombināciju.

5.10.4. Teorēma. Katrs gal̄ıgi ǧenerēts R–modulis M ir izomorfs kādam
moduļa Rn faktormodulim.
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2 (i) Saskaņā ar doto eksistē gal̄ıgs skaits tādu vektoru x1, x2, . . . , xn, ka
M = L(x1, x2, . . . , xn).

(ii) Parād̄ısim, ka attēlojums

f : Rn → M : (a1, a2, . . . , an) 7→ a1x1 + a2x2 + . . . + anxn

ir moduļu sirjekt̄ıvs homomorfisms.
a) Ja x ∈ M , tad eksistē tādi gredzena R elementi a1, a2, . . . , an, ka

x = a1x1 + a2x2 + . . . + anxn. No šejienes f(a1, a2, . . . , an) = x. Tātad f ir
sirjekcija.

b) Pieņemsim, ka

a = (a1, a2, . . . , an), un

b = (b1, b2, . . . , bn), tad

f(a) + f(b) = (a1x1 + a2x2 + . . . + anxn) + (b1x1 + b2x2 + . . . + bnxn)

= (a1 + b1)x1 + (a2 + b2)x2 + . . . + (an + bn)xn

= f(a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn) = f(a + b).

c) Pieņemsim, ka c ∈ R, tad

cf(a) = c(a1x1 + a2x2 + . . . + anxn)

= (ca1x1 + ca2x2 + . . . + canxn)

= f(ca1, ca2, . . . , can) = f(ca).

d) Tas viss kopumā (apakšpunkti a)–c)) demonstrē, ka f : Rn → M ir
sirjekt̄ıvs moduļu homomorfisms.

(iii) Saskaņā ar izomorfisma teorēmu Rn/Kerf ∼= M .



6. nodaļa

ASOCIATĪVAS ALGEBRAS

Asociat̄ıvas algebras, piemēri. Asociat̄ıva algebra pār lauku. Apakšalgebras,
to šķēlums. Algebras ideāli. Homomorfismi, algebras homomorfs attēls, kongru-
ences, faktoralgebras, izomorfisma teorēma. Lineārās telpas endomorfismu algebra.
Lineāri neatkar̄ıga vektoru sistēma, moduļa bāze, br̄ıvs modulis. Homomorfismi
un matricas. Grupas algebra, tās centrs.

6.1. Asociat̄ıvas algebras pār lauku

Šis nodaļas ietvaros, ja nekas speciāli netiks atrunāts, visi gredzeni ir
gredzeni ar vieninieku. Simbolu R mēs rezervējam komutat̄ıva gredzena ar
vieninieku apz̄ımēšanai.

6.1.1. Defin̄ıcija. Divu sugu algebru 〈R, A, +, ·,⊕, ◦,¯〉 sauc par aso-
ciat̄ıvu algebru (lieto ar̄ı terminus: R–algebra A vai algebra A pār gredzenu
R, ja

(i) 〈R, +, ·〉 — komutat̄ıvs gredzens ar vieninieku,

(ii) 〈A,⊕,¯〉 — gredzens ar vieninieku,

(iii) 〈R, A, +, ·,⊕, ◦〉 — kreisais R–modulis,

(iv) ∀a ∈ R ∀x ∈ A∀y ∈ A a ◦ (x¯ y) = (a ◦ x)¯ y = x¯ (a ◦ y).

Parasti + un ⊕ vietā lieto tikai simbolu +, bet simbolus ·, ◦ un ¯ vispār
nelieto un uzskata, ka operācijas ·, ◦ un ¯ saista ciešāk par operācijām + un
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⊕. Tā rezultātā aksioma

a ◦ (x¯ y) = (a ◦ x)¯ y = x¯ (a ◦ y)

iegūst izskatu
a(xy) = (ax)y = x(ay).

Š̄ı aksioma nodrošina iespēju (l̄ıdz̄ıgi kā asociat̄ıvas operācijas gad̄ıjumā) ne-
lietot iekavas, jo visas tr̄ıs izteiksmes

a ◦ (x¯ y), (a ◦ x)¯ y, x¯ (a ◦ y)

definē vienu un to pašu kopas A elementu, ko turpmāk apz̄ımēsim ar axy vai
xay.

Vienošanās. Lai nesajauktu gredzena R elementus ar gredzena A ele-
mentiem, turpmāk ar a, b, c apz̄ımēsim gredzena R elementus, bet ar x, y, z
— gredzena A elementus.

6.1.2. Piemēri. (i) Komplekso skaitļu lauks C ir uztverams kā asoci-
at̄ıva algebra pār reālo skaitļu lauku R.

(ii) Matricu gredzens Matn(R) uztverams kā asociat̄ıva algebra pār R.

Ja gredzena R lomā ir lauks L, tad saka, ka dota algebra pār lauku L.

6.1.3. Teorēma. Ja algebra A pār lauku L satur 1 aťsķir̄ıgu no 0, tad
tā satur apakšlauku, kas ir izomorfs laukam L.

Atz̄ımēsim, ka šai teorēmā domāts, ka 1 un 0 ir gredzena A elementi,
nevis gredzena R elementi. Ja nerodas briesmas sajaukt gredzena R nul-
li ar gredzena A nulli, tad abus elementus parasti apz̄ımē ar vienu un to
pašu simbolu 0. Ja tomēr rad̄ısies risks, tad lietosim attiec̄ıgi pierakstu 0R,
lai apz̄ımētu gredzena R nulli, un 0A, lai apz̄ımētu gredzena A nulli. Tas
pats attiecas ar̄ı uz gredzenu R un A vieniniekiem. Ievērot, ka R–algebras
defin̄ıcija neprasa, lai A saturētu vieninieku atšķir̄ıgu no nulles.

2 (i) Definēsim attēlojumu f : L → A : a 7→ a ◦ 1.

f(a + b) = (a + b)1 = a1 + b1 = f(a) + f(b),

f(ab) = (ab)1 = (ab)(11) = a(b11) = a(1(b1)) = (a1)(b1) = f(a)f(b).
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Tātad f ir gredzenu homomorfisms.
(ii) Pieņemsim, ka f(a) = f(b), tad a1 = b1, t.i., 0 = a1− b1 = (a− b)1.

Ja nu izrād̄ıtos, ka a− b 6= 0, tad eksitētu (a− b)−1. No šejienes

1A = 1R ◦ 1A = (a− b)−1(a− b) ◦ 1A = (a− b)−1 ◦ ((a− b) ◦ 1A)

= (a− b)−1 ◦ 0A = 0A. Pretruna!

Tā rezultātā L ∼= Imf .

6.2. Apakšalgebras

6.2.1. Defin̄ıcija. Asociat̄ıvu algebru 〈R, B, +, ·,⊕, ◦,¯〉 sauc par R–
algebras A apakšalgebru, ja

• 〈B,⊕,¯〉 ir gredzena A apakšgredzens un 1B = 1A;

• 〈R, B, +, ·,⊕, ◦〉 ir moduļa A apakšmodulis.

6.2.2. Apgalvojums. Ja {Ai | i ∈ I} ir R–algebras A apakšalgebru sai-
me, tad A0 ↽

⋂
i∈I

Mi ir R–algebras A apakšalgebra.

2 (i) Saskaņā ar Apgalvojumu 4.1.7 A0 ir gredzena A apakšgredzens.
(ii) Saskaņā ar Apgalvojumu 5.1.9 A0 ir moduļa A apakšmodulis.

6.3. Ideāli

6.3.1. Defin̄ıcija. Gredzena A ideālu I sauc par R–algebras A ideālu.

6.3.2. Vingrinājums. Ja I ir R–algebras A ideāls, tad I ir R–modulis.

Mājiens. Ja x ∈ I, tad ax = a(x1A) = x(a1A) ∈ I.

6.3.3. Apgalvojums. R–algebras A faktorgredzens A/I pēc ideāla I ir
R–algebra.
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2 Atliek pārliecināties, ka A/I apmierina visas Defin̄ıcijas 6.1.1 pras̄ıbas.
(i) Saskaņā ar doto R ir komutat̄ıvs gredzens ar vieninieku.
(ii) Saskaņā ar faktorgredzena defin̄ıciju 4.2.6 un Teorēmu 4.2.10 A/I ir

gredzens. Tā kā

∀x ∈ A [1][x] = [1x] = [x] = [x1] = [x][1],

tad A/I ir gredzens ar vieninieku.
(iii) Saskaņā ar Vingrinājumu 6.3.2 ideāls I ir R–moduļa A apakšmodulis,

tāpēc, ņemot vērā faktormoduļa A/I konstrukciju (Apgalvojums 5.4.2, Teo-
rēma 5.4.5 un Teorēma 5.4.6), A/I ir kreisais R–modulis, kur

∀a ∈ R ∀x ∈ A a[x] ↽ [ax].

(iv) Visbeidzot pieņemsim, ka a ∈ R un x, y ir kopas A elementi, tad

a([x][y]) = a[xy] = [a(xy)] = [(ax)y] = [ax][y] = (a[x])[y],

a([x][y]) = [a(xy)] = [x(ay)] = [x][ay] = [x](a[y]).

6.3.4. Defin̄ıcija. R–algebras A faktorgredzenu A/I pēc ideāla I, kas ir
R–algebra, sauc par R–algebras A faktoralgebru pēc ideāla I.

6.4. Homomorfismi

6.4.1. Defin̄ıcija. Attēlojumu f : A → A′ sauc par R–algebru homo-
morfismu, ja

• f ir R–moduļu A,A′ homomorfisms,

• f ir gredzenu A,A′ homomorfisms un

• f(1A) = 1A′.

L̄ıdz̄ıgi kā gredzenu gad̄ıjumā bijekt̄ıvu homomorfismu sauc par izomor-
fismu. Šai situācijā R–algebras A un A′ sauc par izomorfām R–algebrām.
Sirjekt̄ıvu homomorfismu sauc par epimorfismu. Injekt̄ıvu homomorfismu
sauc par monomorfismu.

R–algebru homomorfismu f : A → A sauc par endomorfismu. Ja endo-
morfisms ir bijekcija, tad to sauc par automorfismu.
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6.4.2. Apgalvojums. Ja f : A → A′ ir R–algebru homomorfisms, tad
Imf ir algebras A′ apakšalgebra.

2 (i) Tā kā f : A → A′ ir R–moduļu homomorfisms, tad (Apgalvojums
5.3.3) Imf ir moduļa A′ apakšmodulis.

(ii) Tā kā f : A → A′ ir gredzenu homomorfisms, tad (Apgalvojums 4.2.3)
Imf ir gredzena A′ apakšgredzens.

(iii) Tā kā f(1A) = 1A′ , tad 1A′ ∈ Imf un Imf ir gredzens ar vien̄ıbas
elementu.

6.4.3. Defin̄ıcija. Kopā definētu ekvivalences tipa predikātu ≡ sauc par
R–algebras A kongruenci, ja tā ir gan gredzena A kongruence, gan R–moduļa
A kongruence.

6.4.4. Apgalvojums. Kopā A definēts ekvivalences tipa predikāts ≡ ir
R–algebras A kongruence tad un tikai tad, ja eksistē tāds R–algebras A ideāls
I, ka

[x] = x + I.

2 ⇒ Saskaņā ar Teorēmu 4.2.9 [0A] ir gredzena A ideāls. Ņemam vērā,
ka [x] = {y |x ≡ y} un x + [0A] = {y | ∃z ∈ [0A] y = x + z}.

(i) Pieņemsim, ka

y ∈ x + [0A], tad

y − x ∈ [0A], t.i.,

y − x ≡ 0A.

No šejienes y ≡ x. Tātad x + [0A] ⊆ [x].
(ii) Pieņemsim, ka

y ∈ [x], tad

y ≡ x,

y − x ≡ 0A, t.i.,

y − x ∈ [0A] jeb

y ∈ x + [0A].

(iii) Mēs parād̄ıjām, ka x+[0A] ⊆ [x] ⊆ x+[0A]. L̄ıdz ar to x+[0A] = [x].
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⇐ Pieņemsim, ka eksistē tāds ideāls I, ka ∀x ∈ A [x] = x+I. Pieņemsim,
ka x ≡ y, tad

x + I = [x] = [y] = y + I.

No šejienes x− y ∈ I.
(i) Tā kā I ir ideāls, tad (Vingrinājums 6.3.2) I ir R–modulis, tāpēc

a(x− y) ∈ I,

ax− ay ∈ I,

ax ∈ ay + I,

[ax] = [ay],

ax ≡ ay.

Tā kā I ir ideāls, tad I ir gredzena A adit̄ıvās grupas apakšgrupa. Gredzena
A adit̄ıvā grupa ir komutat̄ıva, tāpēc

(x + z)− (y + z) ∈ I un (z + x)− (z + y) ∈ I,

x + z ∈ (y + z) + I un z + x ∈ (z + y) + I,

(x + z) + I = (y + z) + I un (z + x) + I = (z + y) + I,

[x + z] = [y + z] un [z + x] = [z + y],

x + z ≡ y + z un z + x ≡ z + y.

Esam parād̄ıjuši (skat̄ıt Defin̄ıciju 5.4.1), ka ≡ ir R–moduļa A kongruence.
(ii) Tā kā I ir ideāls, tad

z(x− y) ∈ I un (x− y)z ∈ I,

zx− zy ∈ I un xz − yz ∈ I,

zx ∈ zy + I un xz ∈ yz + I,

zx + I = zy + I un xz + i = yz + I,

[zx] = [zy] un [xz] = [yz],

zx ≡ zy un xz ≡ yz.

Esam parād̄ıjuši (skat̄ıt Defin̄ıciju 4.2.4), ka ≡ ir gredzena A kongruence.
(iii) Saskaņā ar Defin̄ıciju 6.4.3 (skat̄ıt punktus (i) un (ii)) ≡ ir R–algebras

A kongruence.

6.4.5. Defin̄ıcija. Pieņemsim, ka ≡ ir R–algebras A kongruence. Fak-
toralgebru A/[0A] sauc par faktoralgebru pēc kongruences ≡.
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Šai situācijā A/≡ ↽ A/[0A].

Atz̄ımēsim, ka katrs ideāls I gredzenā A definē (Teorēma 4.2.10) ekviva-
lences tipa predikātu ≡k

I ar ı̄paš̄ıbu [x]kI = x + I. L̄ıdz ar to (Apgalvojums
6.4.4) ≡k

I ir R–algebras A kongruence. No šejienes iegūstam šādu rezultātu.

6.4.6. Sekas. Katram R–algebras A ideālam I eksistē tāda kongruence
≡, ka A/≡ = A/I.

6.4.7. Vingrinājums. Ja f : A → A′ ir R–algebru homomorfisms, tad

Kerf ↽ {x | f(x) = 0A′}
ir R–algebras A ideāls.

Asociat̄ıvo algebru teorijā, l̄ıdz̄ıgi kā gredzenu teorijā, ideālu Kerf sauc
par homomorfisma f kodolu.

6.4.8. Vingrinājums. Ja A ir R–algebra, tad attēlojums π : A → A/≡:
x 7→ [x] ir R–algebru epimorfisms.

6.4.9. Teorēma. Katram R–algebru homomorfismam f : A → A′ ek-
sistē viens vien̄ıgs R–algebru homomorfisms f∗ : A/Kerf → A′, kam dia-
gramma

A A′

A/Kerf

....................................................................................................................................................................................................................................................................... ............
f

............................................................................................................................................................................................................................ .........
...

π

..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
.....................
............

f∗

ir komutat̄ıva; turklāt šis homomorfisms f∗ ir monomorfisms.

2 Šis rezultāts pierād̄ıts (Teorēma 6.4.9) gredzeniem. Mums atliek parād̄ıt,
ka f∗([1]) = 1A′ un f∗ : A/Kerf → A′ ir R–moduļu homomorfisms.

f∗([1]) = f∗ ◦ π(1) = f(1) = 1A′ .

Pieņemsim, ka a ∈ R un [x] ∈ A/Ker, tad

f∗(a[x]) = f∗([ax]) = f∗ ◦ π(ax) = f(ax) = af(x)

= af∗ ◦ π(x) = af∗([x]).

6.4.10. Sekas (Izomorfisma teorēma). A/Kerf ∼= Imf
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6.5. Endomorfismi

Šai paragrāfā apskat̄ısim moduļus pār asociat̄ıvām algebrām, proti, pie-
ņemsim, ka A ir R–algebra un M ir modulis pār gredzenu A. Šai gad̄ıjumā,
ja mēs aplūkojam A–moduli M , mums interesē tikai fakts, ka A ir gredzens.
Saprotams tālākajās konstrukcijās mēs varam izmantot ar̄ı faktu, ka A ı̄ste-
n̄ıbā ir ne tikai gredzens, bet gan R–algebra.

Pieņemsim, ka N ir A–modulis, tad

HomA(M, N) ↽ {f : M → N | f ir A moduļu homomorfisms}.

Mēs jau zinam (Teorēma 5.5.1), ka HomA(M, N) ir komutat̄ıva grupa.

6.5.1. Apgalvojums. HomA(M, N) ir R–modulis, ja iedarb̄ıba

R× HomA(M, N) → HomA(M,N)

definēta ar vienād̄ıbu

∀u ∈ M af(u) ↽ (a1A)f(u).

2 (i) (af)(xu) = (a1A)f(xu) = (a1A)(xf(u)) = ((a1A)x)f(u)

= (a(1Ax))f(u) = (a(x1A))f(u) = (x(a1A))f(u)

= x((a1A)f(u)) = x(af(u)) = x(af)(u);

(af)(u + v) = (a1A)f(u + v) = (a1A)(f(u) + f(v))

= (a1A)f(u) + (a1A)f(v) = (af)(u) + (af)(v).

Esam parād̄ıjuši, ka af ∈ HomA(M,N).

(ii) (ab)f(u) = ((ab)1A)f(u) = (a(b1A))f(u) = (a(b1A1A))f(u)

= (a(1A(b1A)))f(u) = ((a1A)(b1A))f(u)

= (a1A)((b1A)f(u)) = a(bf(u));

1Rf(u) = (1R1A)f(u) = 1Af(u) = f(u).

Esam parād̄ıjuši, ka R iedarb̄ıba uz kopu HomA(M, N) no kreisās puses
definēta korekti.
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(iii) a((f + g)(u)) = (a1A)((f + g)(u)) = (a1A)(f(u) + g(u))

= (a1A)f(u) + (a1A)g(u) = af(u) + ag(u);

(a + b)f(u) = ((a + b)1A)f(u) = (a1A + b1A)f(u)

= (a1A)f(u) + (b1A)f(u) = af(u) + bf(u).

Esam pamatojuši vienād̄ıbas

a(f + g) = af + ag;

(a + b)f = af + bf.

(iv) Visu savelkot kopā (punkti (i)–(iii) un Teorēma 5.5.1) secināms (De-
fin̄ıcija 5.1.2), ka HomA(M,N) ir R–modulis.

Pieņemsim, ka EndA(M) ↽ HomA(M, M).

6.5.2. Teorēma. EndA(M) ir R–algebra.

2 (i) Vispirms precizēsim kādā noz̄ımē mēs lietojam terminu EndA(M)
ir R–algebra. Pieņemsim, ka

〈R,A, +, ·,⊕, ◦,¯〉

ir R–algebra A un
〈A,M,⊕,¯, +̃, ◦̃〉

ir A–modulis M , tad R–algebru EndA(M)

〈R, EndA(M), +, ·, a
+,

a◦, a· 〉

definē šādi:

• saskait̄ı̌sanu
a
+ definē ar vienād̄ıbu

∀u ∈ M (f
a
+ g)(u) ↽ f(u)+̃g(u);

• R–iedarb̄ıbu uz EndA(M) definē ar vienād̄ıbu

∀u ∈ M (a
a◦ f)(u) ↽ (a ◦ 1A)◦̃f(u);
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• reizināšanu
a· definē ar vienād̄ıbu

∀u ∈ M (f
a· g)(u) ↽ f(g(u)).

Tātad reizināšana
a· ir attēlojumu kompoz̄ıcija (Defin̄ıcija 1.2.1).

(ii) Mēs tikko pierād̄ıjām (Apgalvojums 6.5.1), ka

〈R, EndA(M), +, ·, a
+,

a◦〉
ir kreisais R–modulis EndA(M).

(iii) Vingrinājums 5.6.2 konstatē, ka

〈EndA(M),
a
+,

a· 〉
ir gredzens ar vien̄ıbas elementu IM .

(iv) Atliek tikai konstatēt, ka

∀a ∈ R ∀f ∈ EndA(M) ∀g ∈ EndA(M)

a
a◦ (f

a· g) = (a
a◦ f)

a· g = f
a· (a

a◦ g).

(a
a◦ (f

a· g))(u) = (a ◦ 1A)◦̃(f a· g)(u) = (a ◦ 1A)◦̃(f(g(u))

= (a
a◦ f)(g(u)) = ((a

a◦ f)
a· g)(u);

(a
a◦ (f

a· g))(u) = (a ◦ 1A)◦̃(f(g(u)) = f((a ◦ 1A)◦̃g(u))

= f((a
a◦ g)(u)) = (f

a· (a
a◦ g))(u).

6.5.3. Defin̄ıcija. EndA(M) sauc par moduļa M endomorfismu algebru.

Tagad aplūkosim mazāk samudžinātu konstrukciju. Pieņemsim, ka M un
M ′ ir R–moduļi.

6.5.4. Apgalvojums. Hom(M, M ′) ir R–modulis.

2 (i) Vispirms precizēsim kādā noz̄ımē mēs lietojam terminu Hom(M,M ′)
ir R–modulis. Pieņemsim, ka

〈R, M, +, ·,⊕, ◦〉 un 〈R, M, +, ·, ⊕́, ◦́〉



6.5. ENDOMORFISMI 147

ir R–moduļi, tad R–moduli Hom(M,M ′)

〈R, Hom(M,M ′), +, ·, a
+,

a◦〉
definē šādi:

• saskait̄ı̌sanu
a
+ definē ar vienād̄ıbu

∀u ∈ M (f
a
+ g)(u) ↽ f(u)⊕́g(u);

• R–iedarb̄ıbu uz Hom(M,M ′) definē ar vienād̄ıbu

∀u ∈ M (a
a◦ f)(u) ↽ a◦́f(u).

(ii) Mēs jau pierād̄ıjām (Teorēma 5.5.1), ka 〈Hom(M, M ′),
a
+〉 ir komu-

tat̄ıva grupa.

(iii) Parād̄ısim, ka 〈R, Hom(M, M ′), ·, a◦〉 ir multiplikat̄ıvā monōıda R
iedarb̄ıba uz kopu Hom(M, M ′) no kreisās puses.

a) Vispirms parād̄ısim, ka a
a◦ f ∈ Hom(M, M ′).

(a
a◦ f)(b ◦ u) = a◦́f(b ◦ u) = a◦́(b◦́f(u)) = (ab)◦́f(u) = (ba)◦́f(u)

= b◦́(a◦́f(u)) = b◦́(a a◦ f)(u);

(a
a◦ f)(u⊕ v) = a◦́f(u⊕ v) = a◦́(f(u)⊕́f(v))

= a◦́f(u) ⊕́ a◦́f(v) = (a
a◦ f)(u) ⊕́ (a

a◦ f)(v).

b) Tagad parād̄ısim, ka (ab)
a◦ f = a

a◦ (b
a◦ f) un 1

a◦ f = f .

((ab)
a◦ f)(u) = (ab)◦́f(u) = a◦́(b◦́f(u))

= a◦́(b a◦ f)(u) = (a
a◦ (b

a◦ f))(u);

(1
a◦ f)(u) = 1◦́f(u) = f(u).

(iv) Atliek tikai konstatēt, ka

∀a ∈ R ∀b ∈ R ∀f ∈ Hom(M,M ′) ∀g ∈ Hom(M, M ′)

a
a◦ (f

a
+ g) = a

a◦ f
a
+ a

a◦ g,

(a + b)
a◦ f = a

a◦ f
a
+ b

a◦ f.
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(a
a◦ (f

a
+ g))(u) = a◦́(f a

+ g)(u) = a◦́(f(u)⊕́g(u))

= a◦́f(u) ⊕́ a◦́g(u) = (a
a◦ f)(u) ⊕́ (a

a◦ g)(u)

= (a
a◦ f

a
+ a

a◦ g)(u);

((a + b)
a◦ f)(u) = (a + b)◦́f(u) = a◦́f(u) ⊕́ b◦́f(u)

= (a
a◦ f)(u) ⊕́ (b

a◦ f)(u)

= (a
a◦ f

a
+ b

a◦ f)(u).

6.5.5. Apgalvojums. Ja M ir R–modulis, tad End(M) ir R–algebra.

2 (i) Vispirms precizēsim kādā noz̄ımē mēs lietojam terminu End(M) ir
R–algebra. Pieņemsim, ka

〈R, M, +, ·,⊕, ◦〉 ir R–modulis,

tad R–algebru End(M)

〈R, End(M), +, ·, a
+,

a◦, a· 〉

definē šādi:

• saskait̄ı̌sanu
a
+ definē ar vienād̄ıbu

∀u ∈ M (f
a
+ g)(u) ↽ f(u)⊕ g(u);

• R–iedarb̄ıbu uz End(M) definē ar vienād̄ıbu

∀u ∈ M (a
a◦ f)(u) ↽ a ◦ f(u);

• reizināšanu
a· definē ar vienād̄ıbu

∀u ∈ M (f
a· g)(u) ↽ f(g(u)).

Tātad reizināšana
a· ir attēlojumu kompoz̄ıcija (Defin̄ıcija 1.2.1).
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(ii) Vingrinājums 5.6.2 konstatē, ka

〈End(M),
a
+,

a· 〉

ir gredzens ar vien̄ıbas elementu IM .
(iii) Apgalvojums 6.5.4 ļauj secināt, ka

〈R, End(M), +, ·, a
+,

a◦〉

ir R–modulis End(M).
(iv) Atliek tikai konstatēt, ka

∀a ∈ R ∀f ∈ End(M) ∀g ∈ End(M)

a
a◦ (f

a· g) = (a
a◦ f)

a· g = f
a· (a

a◦ g).

(a
a◦ (f

a· g))(u) = (a ◦ (f
a· g)(u) = a ◦ (f(g(u))

= (a
a◦ f)(g(u)) = ((a

a◦ f)
a· g)(u);

(a
a◦ (f

a· g))(u) = a ◦ (f(g(u)) = f(a ◦ g(u))

= f((a
a◦ g)(u)) = (f

a· (a
a◦ g))(u).

Nekas principiāli nemainās, ja V ir lineāra telpa pār lauku L.

6.5.6. Sekas. Ja V ir lineāra telpa pār lauku L, tad End(V ) ir L–
algebra.

6.6. Br̄ıvie moduļi

Š̄ı paragrāfa ietvaros M ir R–modulis.

6.6.1. Defin̄ıcija. Kopu S ⊆ M sauc par lineāri atkar̄ıgu, ja eksistē tādi
kopas S dažādi elementi x1, x2, . . . , xn un gredzena R elementi a1, a2, . . . , an,
ka

a1x1 + a2x2 + . . . + anxn = 0M

un vismaz viens no koeficientiem ai 6= 0R.
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Ja kopa S nav lineāri atkar̄ıga, tad to sauc par lineāri neatkar̄ıgu kopu.
Ja kopa S ir gal̄ıga, teiksim, S = {x1, x2, . . . , xk}, tad tā vietā, lai teiktu, ka
S ir lineāri neatkar̄ıga kopa, mēdz teikt, ka vektori

x1, x2, . . . , xk

ir lineāri neatkar̄ıgi.

6.6.2. Vingrinājumi. (i) Kopa S ⊆ M ir lineāri neatkar̄ıga tad un tikai
tad, ja jebkuriem dažādiem kopas S elementiem x1, x2, . . . , xn vienād̄ıba

a1x1 + a2x2 + . . . + anxn = 0M

izpildās tikai tad, ja a1 = a2 = . . . = an = 0R.

(ii) Ja K ⊆ S ⊆ M un K ir lineāri atkar̄ıga, tad ar̄ı S ir lineāri atkar̄ıga.

(iii) Ja K ⊆ S ⊆ M un S ir lineāri neatkar̄ıga, tad ar̄ı K ir lineāri
neatkar̄ıga.

(iv) Ja 0M ∈ S, tad S ir lineāri atkar̄ıga.

(v) Kopa S ⊆ M ir lineāri neatkar̄ıga tad un tikai tad, ja katra gal̄ıga
kopas S apakškopa ir lineāri neatkar̄ıga.

6.6.3. Defin̄ıcija. Kopu S ⊆ M sauc par moduļa M bāzi, ja kopa S ir
lineāri neatkar̄ıga un L(S) = M .

Ja M = {0}, tad ∅ sauc par moduļa M bāzi. Mēs sakam, ka bāze S ir gal̄ıga,
ja |S| < ℵ0.

6.6.4. Apgalvojums. Ja S ir moduļa M bāze, tad katrs moduļa M vek-
tors vienā vien̄ıgā veidā izsakāms ar sistēmu S.

2 Pieņemsim, ka ∑
y∈S

ayy = x =
∑
y∈S

byy,

kur gandr̄ız visi ay = 0 un gandr̄ız visi by = 0, un x ∈ M . No šejienes

∑
y∈S

(ay − by)y = 0M
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un gandr̄ız visi ay = by = 0. Tā rezultātā eksistē tāda gal̄ıga kopas S
apakškopa S ′, ka

∑

y∈S′
(ay − by)y =

∑
y∈S

(ay − by)y = 0M .

Tā kā kopa S ir lineāri neatkar̄ıga, tad (Vingrinājums 6.6.2(iii)) ar̄ı kopa S ′

ir lineāri neatkar̄ıga, tāpēc (Vingrinājums 6.6.2(i)) ∀y ∈ S ′ ay − by = 0. L̄ıdz
ar to ∀y ∈ S ay = by.

6.6.5. Defin̄ıcija. Moduli M sauc par br̄ıvu moduli, ja tam eksistē bāze.

6.6.6. Piemērs. Matm
n (R) ir br̄ıvs modulis ar bāzi

S = {Eij | (i, j) ∈ 1,m× 1, n}.

Ar Eij = ||ekl|| ∈ Matm
n (R) apz̄ımēta matrica, kurai tikai viens elements ekl

atšķiras no 0, proti, eij = 1.

6.6.7. Apgalvojums. Ja N ir R–modulis un M ir br̄ıvs R–modulis ar
bāzi S, tad katram attēlojumam h : S → N eksistē tāds moduļu homomor-
fisms f ∈ Hom(M, N), ka f |S = h.

2 Tā kā S ir moduļa M bāze, tad katrs x ∈ M viennoz̄ımı̄gi reprezentē-
jams izskatā x =

∑
y∈S

ayy, kur gandr̄ız visi ay = 0. Attēlojumu f : M → N

definējam ar vienād̄ıbu

f(x) ↽
∑
y∈S

ayh(y).

Atliek pārliecināties, ka tas ir homomorfisms.
(i) Pieņemsim, ka a ∈ R, tad

af(x) = a
∑
y∈S

ayh(y) =
∑
y∈S

aayh(y) = f(ax).

(ii) Pieņemsim, ka
∑
y∈S

byy = z ∈ M , tad

f(x) + f(z) =
∑
y∈S

ayh(y) +
∑
y∈S

byh(y) =
∑
y∈S

(ay + by)h(y) = f(x + z).
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6.6.8. Lemma. Ja M ir gal̄ıgi ǧenerēts br̄ıvs modulis, tad š̄ı moduļa
bāze ir gal̄ıga.

2 Pieņemsim, ka S ir moduļa M bāze un M = L(x1, x2, . . . , xn). Tā kā
S ir bāze, tad katrs xi viennoz̄ımı̄gi reprezentējams izskatā xi =

∑
y∈S

aiyy, kur

gandr̄ız visi aiy = 0. Tā rezultātā katram i ∈ 1, n eksistē tāda gal̄ıga kopas
S apakškopa Si, ka

xi =
∑
y∈S

aiyy =
∑
y∈Si

aiyy.

No šejienes xi =
∑

y∈S0

aiyy, kur S0 ↽
n⋃

i=1

Si.

Tā kā M = L(x1, x2, . . . , xn), tad visi moduļa M elementi izsakāmi ar
kopas S0 elementiem. Tas attiecas ar̄ı uz kopas S \S0 elementiem, taču kopa
S ir lineāri neatkar̄ıga, tāpēc S \ S0 = ∅.

6.6.9. Teorēma. Ja M un N ir gal̄ıgi ǧenerēti br̄ıvie R–moduļi, tad
Hom(M,N) ir gal̄ıgi ǧenerēts br̄ıvais R–modulis.

2 (i) Mēs jau zinam, ka moduļu M un N bāzes ir gal̄ıgas (Lemma 6.6.8)
un Hom(M, N) ir R–modulis (Apgalvojums 6.5.4).

(ii) Pieņemsim, ka U = {u1, u2, . . . , um} un V = {v1, v2, . . . , vn} ir attiec̄ıgi
moduļu M un N bāzes. Katram indeksu pārim (i, j) ∈ 1,m× 1, n definējam
attēlojumu

hij : U → V : uk 7→
{

vj, ja k = i;
0, ja k 6= i.

Saskaņā ar Apgalvojumu 6.6.7 eksistē tādi homomorfismi fij ∈ Hom(M, N),
ka fij|U = hij. Atliek parād̄ıt, ka S ↽ {fij | (i, j) ∈ 1,m × 1, n} ir moduļa
Hom(M,N) bāze.

Pieņemsim, ka f ∈ Hom(M, N), tad katrs f(ui) ∈ N , un tāpēc izsakāms
ar sistēmu V . Konkrēt̄ıbas labad

f(ui) = ai1v1 + ai2v2 + . . . + ainvn.

Pieņemsim, ka

g ↽

m∑
i=1

n∑
j=1

aijfij,
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tad

g(uk) =
m∑

i=1

n∑
j=1

aijfij(uk) =
m∑

i=1

n∑
j=1

aijhij(uk) =
n∑

j=1

akjhkj(uk)

=
n∑

j=1

akjvj = f(uk).

Pieņemsim, ka x ∈ M , tad x izsakāms ar sistēmu U . Konkrēt̄ıbas labad
x = b1u1 + b2u2 + . . . + bmum. No šejienes

g(x) = g(
m∑

k=1

bkuk) =
m∑

k=1

bkg(uk) =
m∑

k=1

bkf(uk) = f(
m∑

k=1

bkuk) = f(x).

L̄ıdz ar to f = g, t.i., f ir izsakāms ar sistēmu S. Tādējādi L(S) =
Hom(M,N), un tāpēc tas ir gal̄ıgi ǧenerēts modulis.

(iii) Parād̄ısim, ka S ir Hom(M,N) bāze. Pieņemsim, ka

h ↽

m∑
i=1

n∑
j=1

bijfij = 0,

tad ∀x ∈ M h(x) = 0N . No šejienes

∀k ∈ 1,m 0N = h(uk) =
m∑

i=1

n∑
j=1

bijfij(uk) =
m∑

i=1

n∑
j=1

bijhij(uk) =
n∑

j=1

bkjvj.

Tā kā V ir lineāri neatkar̄ıga kopa, tad bk1 = bk2 = . . . = bkn = 0. L̄ıdz ar to
Hom(M,N) ir br̄ıvs modulis.

6.6.10. Teorēma. Ja M un N ir gal̄ıgi ǧenerēti br̄ıvie R–moduļi, tad
Hom(M,N) un Matm

n (R) ir izomorfi R–moduļi, kur m ir moduļa M bāzes
apjoms un n ir moduļa N bāzes apjoms.

2 (i) Pieņemsim, ka U = {u1, u2, . . . , um} un V = {v1, v2, . . . , vn} ir
attiec̄ıgi moduļu M un N bāzes. Pieņemsim, ka f ∈ Hom(M, N) un

∀k ∈ 1,m f(uk) = ak1v1 + ak2v2 + . . . + aknvn,
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tad

||f || ↽




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . .
am1 am2 . . . amn


 .

Definējam attēlojumu Φ : Hom(M, N) → Matm
n (R) : f 7→ ||f ||.

(ii) Pieņemsim, ka a ∈ R, tad

(af)(uk) = af(uk) = a(ak1v1 + ak2v2 + . . . + aknvn)

= aak1v1 + aak2v2 + . . . + aaknvn.

Tas noz̄ımē, ka ||af || = a||f ||. L̄ıdz ar to

Φ(af) = ||af || = a||f || = aΦ(f).

Pieņemsim, ka g ∈ Hom(M, N) un

||g|| ↽




b11 b12 . . . b1n

b21 b22 . . . b2n

. . . .
bm1 bm2 . . . bmn


 ,

tad

(f + g)(uk) = f(uk) + g(uk)

= (ak1v1 + ak2v2 + . . . + aknvn) + (bk1v1 + bk2v2 + . . . + bknvn)

= (ak1 + bk1)v1 + (ak2 + bk2)v2 + . . . + (akn + bkn)vn.

Tas noz̄ımē, ka ||f + g|| = ||f ||+ ||g||. Lidz ar to

Φ(f + g) = ||f + g|| = ||f ||+ ||g|| = Φ(f) + Φ(g).

Esam parād̄ıjuši, ka Φ : Hom(M,N) → Matm
n (R) ir R–moduļu homomor-

fisms.
(iii) Pieņemsim, ka Φ nav injekcija, tad (Apgalvojums 3.7.3) eksistē tāds

f 6= 0, ka ||f || = Φ(f) = ||0R||, t.i., ||f || ir nulles matrica. L̄ıdz ar to

∀k ∀j akj = 0R.
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Ja reiz f 6= 0, tad eksistē tāds x ∈ M , ka f(x) 6= 0N . Tā kā U ir moduļa
M bāze, tad x izsakāms ar sistēmu U . Konkrēt̄ıbas labad

x = a1u1 + a2u2 + . . . + amum.

No šejienes

0N 6= f(x) = f(
m∑

k=1

akuk) =
m∑

k=1

akf(uk) =
m∑

k=1

ak

n∑
j=1

akjvk

=
m∑

k=1

ak

m∑

k=1

0Rvk =
m∑

k=1

ak0N = 0N .

Preteuna! Tātad Φ ir monomorfisms.
(iv) Pieņemsim, ka

C =




c11 c12 . . . c1n

c21 c22 . . . c2n

. . . .
cm1 cm2 . . . cmn


 ∈ Matm

n (R).

Definējam attēlojumu h : U → N ar vienād̄ıbām

∀k ∈ 1,m h(uk) ↽ ck1v1 + ck2v2 + . . . + cknvn.

Saskaņā ar Apgalvojumu 6.6.7 eksistē tāds homomorfisms χ ∈ Hom(M, N),
ka χ|U = h. Savukārt saskaņā ar χ defin̄ıciju C = ||χ|| = Φ(χ). Tas
demonstrē, ka Φ ir epimorfisms.

(v) Visu savelkot kopā (punkti (ii)–(iv)) secināms, ka

Φ : Hom(M, N) → Matm
n (R)

ir R–moduļu izomorfisms. Tātad Hom(M,N) ∼= Matm
n (R).

6.6.11. Vingrinājums. R–moduļi Matm
n (R) un Matn

m(R) ir izomorfi.

6.6.12. Teorēma. Ja M ir gal̄ıgi ǧenerēts br̄ıvs modulis, tad End(M)
un Matm(R) ir izomorfas R–algebras, kur m ir moduļa M bāzes apjoms.
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2 Mēs jau esam paz̄ıstami (Apgalvojums 6.5.5) ar R–algebru End(M),
turklāt mēs jau zinam (Teorēma 6.6.10), ka End(M) un Matm(R) ir izomorfi
R–moduļi.

(i) Pieņemsim, ka U = {u1, u2, . . . , um} ir moduļa M bāze. Pieņemsim,
ka f ∈ End(M) un

∀k ∈ 1,m f(uk) = a1ku1 + a2ku2 + . . . + amkum,

tad

O
|| f || ↽




a11 a12 . . . a1m

a21 a22 . . . a2m

. . . .
am1 am2 . . . amm


 .

Definējam attēlojumu Ψ : End(M) → Matm(R) : f 7→
O
|| f ||. Ņemot

vērā Teorēmas 6.6.10 pierād̄ıjumu un Vingrinājumu 6.6.11, secināms: Ψ ir
R–moduļu izomorfisms.

(ii) Pieņemsim, ka g ∈ End(M) un

O
|| g || =




b11 b12 . . . b1m

b21 b22 . . . b2m

. . . .
bm1 bm2 . . . bmm


 ,

tad

f(g(uj)) = f(b1ju1 + b2ju2 + . . . + bmjum)

= b1jf(u1) + b2jf(u2) + . . . + bmjf(um)

= b1j

m∑
i=1

ai1ui + b2j

m∑
i=1

ai2ui + . . . + bmj

m∑
i=1

aimui

=
m∑

k=1

bkj

m∑
i=1

aikui =
m∑

i=1

m∑

k=1

bkjaikui =
m∑

i=1

( m∑

k=1

bkjaik

)
ui

=
m∑

i=1

( m∑

k=1

aikbkj

)
ui.

No šejienes, ja

O
|| f a· g || =




c11 c12 . . . c1m

c21 c22 . . . c2m

. . . .
cm1 cm2 . . . cmm


 ,
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tad cij =
∑m

k=1 aikbkj, t.i.,
O
|| f a· g || =

O
|| f ||

O
|| g ||.

Tātad Ψ(f
a· g) = Ψ(f)Ψ(g). Tā kā Ψ(f + g) = Ψ(f) + Ψ(g), tad tas

noz̄ımē, ka Ψ : End(M) → Matm(R) ir gredzenu homomorfisms.
(iii) Ņemam vērā, ka gredzena End(M) vien̄ıbas elements ir IM (tiem, kas

to aizmirsuši iesakam pievērsties Vingrinājumam 5.6.2). Tā rezultātā

∀k ∈ 1, m IM(uk) = uk.

No šejienes
O
|| I || = E, t.i., Ψ(I) ir vienāds ar vien̄ıbas matricu.

(iv) Visu savelkot kopā (punkti (i)–(iii)) secināms, ka

Ψ : End(M) → Matm(R)

ir R–algebru izomorfisms. Tātad End(M) ∼= Matm(R).

6.7. Grupu algebras

Pieņemsim, ka G — grupa, tad

R(G) ↽ {f : G → R | ∞∀ x f(x) = 0}.

Pieņemsim, ka f un g ir kopas R(G) elementi, tad

(f + g)(x) ↽ f(x) + g(x),

(fg)(x) ↽
∑
y∈G

f(y)g(y−1x).

Tā kā gandr̄ız visiem y attēlojums f(y) = 0, tad reizināšana fg ir definēta
korekti.

6.7.1. Apgalvojums. R(G) ir gredzens ar vien̄ıbas elementu.

2 (i) Tas, ka R(G) attiec̄ıbā pret saskait̄ı̌sanu ir komutat̄ıva grupa izriet
no fakta, ka R attiec̄ıbā pret saskait̄ı̌sanu ir komutat̄ıva grupa. Te neitrālā ele-
menta lomā ir attēlojums 0(x), kas katru x ∈ G attēlo par 0 ∈ R. Attēlojuma
f ∈ R(G) pretējais attēlojums ir −f , kas katru x ∈ G attēlo par −f(x).
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(ii) Pieņemsim, ka grupas G neitrālais elements ir e, tad kopā R(G)
vien̄ıbas elements ir attēlojums

1(x) ↽

{
1, ja x = e;
0, ja x 6= e.

Šai situācijā

(1f)(x) =
∑
y∈G

1(y)f(y−1x) = f(x),

(f1)(x) =
∑
y∈G

f(y)1(y−1x) = f(x)1(x−1x) = f(x)1(e) = f(x).

(iii) Parād̄ısim, ka reizināšana kopā R(G) ir asociat̄ıva. Pieņemsim, ka
f, g un h ir kopas R(G) elementi, tad

((fg)h)(x) =
∑
y∈G

(fg)(y)h(y−1x)

=
∑
y∈G

(
∑
z∈G

f(z)g(z−1y))h(y−1x)

=
∑
z∈G

f(z)
∑
y∈G

g(z−1y)h(y−1x).

Ņemam vērā, ka attēlojums G → G : y 7→ zy ir grupas bijekcija, tāpēc

∑
y∈G

g(z−1y)h(y−1x) =
∑
y∈G

g(z−1(zy))h((zy)−1x) =
∑
y∈G

g(y)h(y−1z−1x).

L̄ıdz ar to
(fg)h)(x) =

∑
z∈G

f(z)
∑
y∈G

g(y)h(y−1z−1x).

Tagad pievēršamies reizinājumam

(f(gh))(x) =
∑
z∈G

f(z)(gh)(z−1x) =
∑
z∈G

f(z)
∑
y∈G

g(y)h(y−1(z−1x))

=
∑
z∈G

f(z)
∑
y∈G

g(y)h(y−1z−1x).
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(iii) Visbeidzot jāparāda, ka kopā R(G) izpildās distribut̄ıvie likumi.

((f + g)h)(x) =
∑
y∈G

(f + g)(y)h(y−1x) =
∑
y∈G

[f(y) + g(y)]h(y−1x)

=
∑
y∈G

f(y)h(y−1x) +
∑
y∈G

g(y)h(y−1x)

= (fg)(x) + (gh)(x).

Otrs distribut̄ıvais likums pierādāms pēc tās pašas shēmas, tāpēc to at-
stājam kā vingrinājumu las̄ıtājam.

6.7.2. Defin̄ıcija. R(G) sauc par grupas G gredzenu ar koeficientiem no
gredzena G. Reizinšanu gredzenā G sauc par tinumu.

Pieņemsim, ka σ ∈ G, tad

bσc(x) ↽

{
1, ja x = σ;
0, ja x 6= σ.

6.7.3. Piemērs. Pieņemsim, ka grupas G neitrālais elements ir e, tad

bec(x) =

{
1, ja x = e;
0, ja x 6= e.

}
= 1(x).

Pieņemsim, ka a ∈ R, tad

baσc(x) ↽

{
a, ja x = σ;
0, ja x 6= σ.

6.7.4. Piemēri.

b1σc(x) ↽

{
1, ja x = σ;
0, ja x 6= σ.

}
= bσc(x),

b0σc(x) ↽

{
0, ja x = σ;
0, ja x 6= σ.

}
= 0(x).

6.7.5. Vingrinājums. Ja a ∈ R, b ∈ R un σ1 ∈ G, σ2 ∈ G, tad

baσ1c+ bbσ1c = b(a + b)σ1c,
(baσ1c)(bbσ2c) = b(ab)(σ1σ2)c.
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6.7.6. Apgalvojums. Katram attēlojumam f ∈ R(G) eksistē viena vie-
n̄ıga reprezentācija izskatā

f =
∑
σ∈G

baσσc,

kur gandr̄ız visi aσ = 0.

2 Pieņemsim, ka aσ ↽ f(σ). Saskaņā ar f defin̄ıciju
∞
∀ σ f(σ) = 0. Tā

rezultātā summa
∑
σ∈G

baσσc definēta korekti un tāpēc
∑
σ∈G

baσσc ∈ R(G).

(
∑
σ∈G

baσσc)(x) =
∑
σ∈G

baσσc(x) =
∑
σ∈G

{
ax, ja σ = x;
0, ja σ 6= x.

}

= ax = f(x).

Tas pamato eksistenci.
Pieņemsim, ka f =

∑
σ∈G

bbσσc, tad katram x ∈ G

ax = f(x) = (
∑
σ∈G

bbσσc)(x) =
∑
σ∈G

bbσσc(x) = bx.

Tas pamato unitāti.

6.7.7. Vingrinājumi. (i) Attēlojums ϕ : R → R(G) : a 7→ baec ir
gredzenu homomorfisms.

(ii) Attēlojums R×R(G) → R(G) : (a, f) 7→ baecf ir gredzena R multi-
plikat̄ıvā monōıda iedarb̄ıba uz R(G) no kreisās puses.

(iii) R(G) ir R–modulis, kur R iedarb̄ıba uz R(G) no kreisās puses definēta
ar nosac̄ıjumu (a, f) 7→ baecf .

(iv) Ja R — komutat̄ıvs gredzens, tad {baec | a ∈ R} ietilpst gredzena
R(G) centrā.

(v) Ja R — komutat̄ıvs gredzens, tad R(G) ir R–algebra, kur R iedarb̄ıba
uz R(G) no kreisās puses definēta ar nosac̄ıjumu (a, f) 7→ baecf .

(vi) Ja G ir nekomutat̄ıva grupa, tad R(G) ir nekomutat̄ıvs gredzens pat
ja R ir komutat̄ıvs gredzens.
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Pieņemsim, ka a ∈ R un σ ∈ G, tad pieraksta baσc vietā lietosim pierak-
stu aσ. Parasti šāds pieraksts nerada pārpratumus, un tāpēc tas tiek plaši
lietots. Tā rezultātā, ja f =

∑
σ∈G

baσσc, mēs iegūstam pierakstu

f =
∑
σ∈G

aσσ.

6.7.8. Defin̄ıcija. Gredzena R(G) centru sauc par grupu algebras R(G)
centru.

Tiem, kas jau aizmirsuši, kas ir gredzena centrs iesakam skat̄ıt Defin̄ıciju
4.5.1.

6.7.9. Teorēma. Grupu algebras R(G) elements f =
∑
ξ∈G

aξξ atrodas

algebras R(G) centrā Z tad un tikai tad, ja aσ = aτ katram grupas G saist̄ıto
elementu pārim (σ, τ).

2 ⇒ Pieņemsim, ka f ∈ Z un elementu pāris (σ, τ) ir saist̄ıto elementu
pāris. Atgādināsim (Defin̄ıcija 3.14.1), ka grupas G elementus σ un τ sauc
par saist̄ıtiem elementiem, ja eksistē tāds grupas G elements η, ka τ = ηση−1.

Tā kā f ∈ Z, tad bηcf = fbηc. No šejienes

bηcfbη−1c = fbηcbη−1c P6.7.4
= fb1ηcb1η−1c P6.7.5

= fb(11)(ηη−1)c
= fbec P6.7.3

= f1L(G) = f.

Savukārt

bηcfbη−1c = b1ηc
∑

ξ∈G

baξξcb1η−1c =
∑

ξ∈G

b1ηcbaξξcb1η−1c

V6.7.5
=

∑

ξ∈G

b(1aξ1)(ηξη−1)c =
∑

ξ∈G

baξ(ηξη−1)c.

Tātad∑

ξ∈G

baξξc =
∑

ξ∈G

baξ(ηξη−1)c.

No šejienes

baττc = baτ (ηση−1)c = baσ(ηση−1)c = baστc.

Tas iespējams tikai tad, ja aσ = aτ .
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⇐ Pieņemsim, ka jebkuram grupas G elementu pārim (σ, η) aσ =
aηση−1 , tad

bηcfbη−1c =
∑

ξ∈G

baξ(ηξη−1)c =
∑

ξ∈G

baηξη−1(ηξη−1)c.

Tagad ņemot vērā Apgalvojumu 2.7.4 un Vingrinājumu 2.7.5 secināms, ka
attēlojums ξ 7→ ηξη−1 ir kopas G substitūcija, tāpēc

∑

ξ∈G

baηξη−1(ηξη−1)c =
∑

ζ∈G

baζζc = f.

L̄ıdz ar to ∀η ∈ G bηcf = fbηc.
Pieņemsim, ka g =

∑
η∈G

bbηηc ∈ R(G), tad

gf =
( ∑

η∈G

bbηηc
)
f =

( ∑
η∈G

bηbηc
)
f =

∑
η∈G

(bηbηc)f =
∑
η∈G

bη(bηcf)

=
∑
η∈G

bη(fbηc) =
∑
η∈G

f(bηbηc) = f
∑
η∈G

bηbηc = f
∑
η∈G

bbηηc = fg.

Tātad f ∈ Z.



7. nodaļa

POLINOMI

Bilineārs attēlojums, pusgrupu algebras, polinomi. Substitūcijas teorēma. In-
tegritātes apgabals, polinomi pār integritātes apgabalu. Dal̄ı̌sanas algoritms. Bezū
teorēma. Galveno ideālu apgabals, polinomi pār lauku.

7.1. Pusgrupu algebras

Šis nodaļas ietvaros, ja nekas speciāli netiks atrunāts, visi gredzeni ir
gredzeni ar vieninieku. Simbolu R mēs rezervējam komutat̄ıva gredzena ar
vieninieku apz̄ımēšanai.

7.1.1. Defin̄ıcija. Pieņemsim, ka M un M ′ ir R–moduļi. Attēlojumu
β : M2 → M ′ sauc par bilineāru attēlojumu, ja

• katram x ∈ M attēlojums βx(y) ↽ β(x, y) ir moduļu M, M ′ homomor-
fisms,

• katram y ∈ M attēlojums βy(x) ↽ β(x, y) ir moduļu M, M ′ homomor-
fisms.

Ja 〈R, A, +, ·,⊕, ◦,¯〉 ir asociat̄ıva algebra, tad attēlojums A2 ¯→ A ir
bilineārs attēlojums.

Atz̄ımēsim, ka R–modulis A ir asociat̄ıva algebra, ja kopā A2 →̄ A ir
definēts bilineārs attēlojums, kas ir asociat̄ıvs, proti,

∀x ∈ A∀y ∈ A∀z ∈ A (x¯ y)¯ z = x¯ (y ¯ z);
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bez tam kopā A eksistē tāds elements 1A, ka

∀x ∈ A 1A ¯ x = x = x¯ 1A.

Mēs atkārtosim konstrukcijas, kādas veicām definējot grupas algebru.
Pieņemsim, ka P — pusgrupa, tad

R(P ) ↽ {f : P → R | ∞∀ x f(x) = 0}.

Pieņemsim, ka f un g ir kopas R(P ) elementi, tad

(f + g)(x) ↽ f(x) + g(x),

(fg)(x) ↽
∑
yz=x

f(y)g(z).

Tā kā gandr̄ız visiem y attēlojums f(y) = 0, tad reizināšana fg ir definēta
korekti.

Pieņemsim, ka y1, y2, . . . , yn ir tie pusgrupas P elementi, kuriem f(y) 6= 0.
Attiec̄ıgi z1, z2, . . . , zm ir tie pusgrupas P elementi, kuriem g(z) 6= 0. Veidojot
visus iespējamos reizinājumus yizj var iegūt ne vairāk kā nm pusgrupas P
elementu. Tas noz̄ımē, ka fg ∈ R(P ).

7.1.2. Lemma. Kopā R(P ) izpildās distribut̄ıvie likumi.

2

((f + g)h)(x) =
∑
yz=x

(f + g)(y)h(z) =
∑
yz=x

[f(y) + g(y)]h(z)

=
∑
yz=x

f(y)h(z) +
∑
yz=x

g(y)h(z)

= (fg)(x) + (gh)(x).

Otrs distribut̄ıvais likums pierādāms pēc tās pašas shēmas, tāpēc to at-
stājam kā vingrinājumu las̄ıtājam.

Ja pusgrupas P neitrālais elements ir e, tad kopā R(P ) vien̄ıbas elements
ir attēlojums

1(x) ↽

{
1, ja x = e;
0, ja x 6= e.
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Šai situācijā

(1f)(x) =
∑
yz=x

1(y)f(z) = f(x),

(f1)(x) =
∑
yz=x

f(y)1(z) = f(x)1(e) = f(x).

Pieņemsim, ka σ ∈ P , tad

bσc(x) ↽

{
1, ja x = σ;
0, ja x 6= σ.

7.1.3. Piemērs. Pieņemsim, ka pusgrupas P neitrālais elements ir e,
tad

bec(x) =

{
1, ja x = e;
0, ja x 6= e.

}
= 1(x).

Pieņemsim, ka a ∈ R, tad

baσc(x) ↽

{
a, ja x = σ;
0, ja x 6= σ.

7.1.4. Piemēri.

b1σc(x) ↽

{
1, ja x = σ;
0, ja x 6= σ.

}
= bσc(x),

b0σc(x) ↽

{
0, ja x = σ;
0, ja x 6= σ.

}
= 0(x).

7.1.5. Apgalvojums. Katram attēlojumam f ∈ R(P ) eksistē viena vie-
n̄ıga reprezentācija izskatā

f =
∑
σ∈P

baσσc,

kur gandr̄ız visi aσ = 0.

2 Pieņemsim, ka aσ ↽ f(σ). Saskaņā ar f defin̄ıciju
∞
∀ σ f(σ) = 0. Tā

rezultātā summa
∑
σ∈P

baσσc definēta korekti un tāpēc
∑
σ∈P

baσσc ∈ R(P ).

(
∑
σ∈P

baσσc)(x) =
∑
σ∈P

baσσc(x) =
∑
σ∈P

{
ax, ja σ = x;
0, ja σ 6= x.

}

= ax = f(x).
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Tas pamato eksistenci.
Pieņemsim, ka f =

∑
σ∈P

bbσσc, tad katram x ∈ P

ax = f(x) = (
∑
σ∈P

bbσσc)(x) =
∑
σ∈P

bbσσc(x) = bx.

Tas pamato unitāti.

7.1.6. Lemma. Ja a ∈ R, b ∈ R un σ1 ∈ P , σ2 ∈ P , tad

(baσ1c)(bbσ2c) = b(ab)(σ1σ2)c.

2 (baσ1c)(bbσ2c))(x) =
∑
yz=x

baσ1c(y)bbσ1c(z)

=

{
ab, ja y = σ1 un z = σ2, un yz = x;
0, pretējā gad̄ıjumā.

= b(ab)(σ1σ2)c(x).

7.1.7. Sekas. Ja f =
∑
σ∈P

baσσc un g =
∑
τ∈P

bbττc, tad

fg =
∑
σ∈P

∑
τ∈P

b(aσbτ )(στ)c.

7.1.8. Apgalvojums. R(P ) ir gredzens. Ja P ir monōıds, tad R(P ) ir
gredzens ar vien̄ıbas elementu.

2 Ņemot vērā iepriekš izklāst̄ıto mums atliek tikai parād̄ıt, ka reizināšana
ir asociat̄ıva. Pieņemsim, ka f =

∑
σ∈P

baσσc, g =
∑
τ∈P

bbττc un h =
∑
η∈P

bcηηc,
tad (Sekas 7.1.7)



7.1. PUSGRUPU ALGEBRAS 167

(fg)h =
∑
σ∈P

∑
τ∈P

b(aσbτ )(στ)c
∑
η∈P

bcηηc

=
∑
σ∈P

∑
τ∈P

∑
η∈P

b(aσbτ )(στ)cbcηηc

=
∑
σ∈P

∑
τ∈P

∑
η∈P

b((aσbτ )cη)((στ)η)c,

f(gh) =
∑
σ∈P

baσσc
∑
τ∈P

∑
η∈P

b(bτcη)(τη)c

=
∑
σ∈P

∑
τ∈P

∑
η∈P

baσσcb(bτcη)(τη)c

=
∑
σ∈P

∑
τ∈P

∑
η∈P

b(aσ(bτcη))(σ(τη))c.

Tā kā (aσbτ )cη = aσ(bτcη) un (στ)η = σ(τη), tad (fg)h = f(gh).

7.1.9. Teorēma. Ja R — komutat̄ıvs gredzens un P — monōıds, tad
R(P ) ir R–algebra, kur R iedarb̄ıba uz R(P ) no kreisās puses definēta ar
nosac̄ıjumu (a, f) 7→ baecf .

2 (i) Mēs jau konstatējām, ka R(P ) ir gredzens ar vieninieku.
(ii) Pieņemsim, ka f ∈ R(P ), tad f var reprezentēt izskatā f =

∑
σ∈P

baσσc.
Pieņemsim, ka a un b ir gredzena R elementi, un e ir monōıda P neitrālais
elements, tad

(ab)f = b(ab)ec
∑
σ∈P

baσσc =
∑
σ∈P

b((ab)aσ)(eσ)c

=
∑
σ∈P

b(a(baσ))(e(eσ))c = baec
∑
σ∈P

b(baσ)(eσ)c

= baec(bbec
∑
σ∈P

baσσc) = a(bf);

bez tam

1f = b1ec
∑
σ∈P

baσσc =
∑
σ∈P

b(1aσ)(eσ)c

=
∑
σ∈P

baσσc = f.
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L̄ıdz ar to esam parād̄ıjuši, ka (a, f) 7→ baecf ir R–iedarb̄ıba uz R(P ) no
kreisās puses.

(iii) Pieņemsim, ka g ∈ R(P ), tad g var reprezentēt izskatā g =
∑
σ∈P

bbσσc.

a(f + g) = baec
(∑

σ∈P

baσσc+
∑
σ∈P

bbσσc
)

= baec
∑
σ∈P

baσσc+ baec
∑
σ∈P

bbσσc = af + ag;

(a + b)f =
(baec+ bbec)

∑
σ∈P

baσσc

= baec
∑
σ∈P

baσσc+ bbec
∑
σ∈P

baσσc = af + bf.

Tagad esam parād̄ıjuši, ka R(P ) ir R–modulis.
(iv)

a(fg) = baec
(∑

σ∈P

baσσc
∑
τ∈P

bbττc
)

= baec
∑
σ∈P

∑
τ∈P

b(aσbτ )(στ)c

=
∑
σ∈P

∑
τ∈P

baecb(aσbτ )(στ)c =
∑
σ∈P

∑
τ∈P

b(a(aσbτ ))(e(στ))c

=
∑
σ∈P

∑
τ∈P

b((aaσ)bτ )(στ)c =
∑
σ∈P

b(aaσ)σc
∑
τ∈P

bbττc

=
(baec

∑
σ∈P

baσσc
) ∑

τ∈P

bbττc = (af)g;

a(fg) =
∑
σ∈P

∑
τ∈P

b((aaσ)bτ )(στ)c =
∑
σ∈P

∑
τ∈P

b(aσ(abτ ))(στ)c

=
∑
σ∈P

baσσc
∑
τ∈P

b(abτ )τc =
∑
σ∈P

baσσc
(baec

∑
τ∈P

bbττc
)

= f(ag).

Tātad a(fg) = (af)g = f(ag).
(v) Tā kā R ir komutat̄ıvs gredzens, tad, ņemot vērā punktos (i)–(iv)

pierād̄ıto, saskaņā ar Defin̄ıciju 6.1.1 secināms, ka R(P ) ir R–algabra.

7.1.10. Defin̄ıcija. Asociat̄ıvo algebru R(P ) sauc par monōıda P alge-
bru.
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Ja asociat̄ıvās algebras defin̄ıcijā neprasa, lai R(P ) būtu gredzens ar
vien̄ıbas elementu, bet prasa tikai, lai R(P ) būtu gredzens, tad var pierād̄ıt
sekojošu rezultātu.

7.1.11. Vingrinājums. Ja R — komutat̄ıvs gredzens un P — pusgru-
pa, tad R(P ) ir R–algebra, kur R iedarb̄ıba uz R(P ) no kreisās puses definēta
ar nosac̄ıjumu (a, f) 7→ ∑

σ∈P

b(aaσ)σc. Te attēlojums f ir reprezentēts izskatā

f =
∑
σ∈P

baσσc.

Šai gad̄ıjumā asociat̄ıvo algebru R(P ) sauc par pusgrupas P algebru.
Pieņemsim, ka a ∈ R un σ ∈ P , tad pieraksta baσc vietā lietosim pierak-

stu aσ. Parasti šāds pieraksts nerada pārpratumus, un tāpēc tas tiek plaši
lietots. Tā rezultātā, ja f =

∑
σ∈P

baσσc, mēs iegūstam pierakstu

f =
∑
σ∈P

aσσ.

7.1.12. Vingrinājums. Ja P ir komutat̄ıva pusgrupa, tad R(P ) ir ko-
mutat̄ıvs gredzens.

7.2. Polinomu algebra

Ja gad̄ıjumā lauks ir gal̄ıgs, funkcionālā pieeja rada nepatikšanas. Tā,
piemēram, funcijas y1 = x2 + x + 1 un y2 = x3 + x + 1 rezidiju laukā Z2

(Piemērs 4.3.8(ii)) definē vienu un to pašu funkciju. Tiešām,

y1(0) = 02 + 0 + 1 = 1 = 03 + 0 + 1 = y2(0),

y1(1) = 12 + 1 + 1 = 1 = 13 + 1 + 1 = y2(1).

Lai pārvarētu š̄ıs grūt̄ıbas, vispār̄ıgā gad̄ıjumā polinomus definē citādi.

7.2.1. Defin̄ıcija. Monōıda N algebru R(N) sauc par polinomu algebru
pār gredzenu R.

Šai gad̄ıjumā parasti lieto nevis apz̄ımējumu R(N), bet gan apz̄ımējumu
R[X]. Ar̄ı mēs pieturēsimies pie š̄ıs trad̄ıcijas. Kopas R[X] elementus sauc
par polinomiem pār gredzenu R. Ja no konteksta ir noprotams gredzens R
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vai ar̄ı šāda informācija nav būtiska, tad lieto ı̄sāku terminu, proti, kopas
R[X] elementus sauc par polinomiem.

Katram n ∈ N definējam attēlojumu Xn ↽ bnc.

7.2.2. Lemma. (i) X0 = 1R[X],

(ii) ∀m ∈ N∀n ∈ N XmXn = Xm+n.

(iii) Katram attēlojumam f ∈ R[X] eksistē viena vien̄ıga reprezentācija
izskatā

f =
∑

k∈N
akX

k,

kur gandr̄ız visi ak = 0.

2 (i) X0 = b0c P7.1.3
= 1R[X].

(ii) XmXn = bmcbnc L7.1.6
= bm + nc = Xm+n.

(iii) f
A7.1.5
=

∑
k∈N
bakkc T7.1.9

=
∑
k∈N

akbkc =
∑
k∈N

akX
k.

Tātad, ja f ∈ R[X], tad f =
∑
k∈N

akX
k, kur gandr̄ız visi ak = 0. Ja reiz

gandr̄ız visi ak = 0, tad

∃n ∈ N ∀k > n ak = 0.

L̄ıdz ar to

f =
∑

k∈N
akX

k =
n∑

k=0

akX
k.

Ja mēs elementu a ∈ R identificējam ar aX0 ∈ R[X] un X1 identificējam ar
X, tad iegūstam šādu polinoma f pierakstu

f = anXn + an−1X
n−1 + . . . + a1X + a0,

kas ir tradicionāls labi pz̄ıstams polinoma pieraksts. Gredzena R elementus
ak sauc par polinoma f koeficientiem. Ja an = 1R, tad polinomu f sauc par
unitāru polinomu.

Reālo skaitļu gad̄ıjumā š̄ıs abas pieejas dod vienu un to pašu rezultātu.
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7.2.3. Vingrinājums. Ja

Pol(R) ↽ {f : R→ R | ∃n ∈ N f(x) =
n∑

k=0

akx
k},

tad R–algebras R[X] un Pol(R) ir izomorfas.

Mājiens. Vien̄ıgās problēmas š̄ı fakta konstatācijā saistāmas ar pierād̄ıjumu,
ka attēlojums

ϕ : R[X] → Pol(R) :
n∑

k=0

akX
k 7→

n∑

k=0

akx
k

ir injekcija.

Tradicionāli polinomu apz̄ımēšanai lieto pierakstu f(X), kas vizuāli sais-
t̄ıts ar algebras Pol(R) elementu pierakstu, proti, algebras Pol(R) elementi
ir neatkar̄ıgā main̄ıgā x funkcijas. Gad̄ıjumā, ja f(X) ∈ R[X], tad f nav
main̄ıgā X ∈ R funkcija, kaut vai tā vienkāršā iemesla dēļ, ka X /∈ R, bet
gan X ∈ R[X]. Taču funkcionālo koncepciju var ieviest.

Pieņemsim, ka S ir komutat̄ıvs gredzens ar vien̄ıbas elementu 1S un
φ : R → S ir tāds gredzenu homomorfisms, ka φ(1R) = 1S. Katram u ∈ S
definējam attēlojumu

φu : R[X] → S

ar formulu

φu(anX
n + . . . + a1X + a0) ↽ φ(an)un + . . . + φ(a1)u + φ(a0).

7.2.4. Vingrinājumi.

(i)
( m∑

i=0

aiX
i
)( n∑

j=0

bjX
j
)

=
m+n∑

k=0

ckX
k, kur ck =

k∑
i=0

aibk−i.

(ii) φu : R[X] → S ir gredzenu homomorfisms.

(iii) Attēlojums ι : R → R[X] : a 7→ aX0 ir gredzenu monomorfisms.

7.2.5. Defin̄ıcija. Attēlojumu φu : R[X] → S sauc par homomorfisma
φ : R → S un elementa u ∈ S determinēto substitūcijas homomorfismu.
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Ja nerodas pārpratumi, tad lieto ı̄sāku terminu, proti, φu sauc par sub-
stitūcijas homomorfismu.

7.2.6. Teorēma (Polinomu substitūcijas teorēma). Pieņemsim, ka
R, S — komutat̄ıvi gredzeni, φ(1R) = 1S un u ∈ S. Katram gredzenu
homomorfismam φ : R → S eksistē viens vien̄ıgs gredzenu homomorfisms
φu : R[X] → S, ka φu|R = φ.

2 Ņemsim vērā, ka polinomu gad̄ıjumā katru aX0 ∈ R[X] identificē ar
a ∈ R. Ja mēs šo vienošanos ignorējam, tad φu|R = φ vietā jāraksta

∀a ∈ R φu(aX0) = φ(a).

(i) Eksistences pierād̄ıjumu mēs uzticējām las̄ıtājam (skat̄ıt Vingrinājumu
7.2.4(ii)).

(ii) Pieņemsim, ka φ̃u : R[X] → S ir tāds gredzenu homomorfisms, ka
φ̃u(X) = u un φ̃u|R = φ, tad

φ̃u(X
n) = φ̃u(XX . . . X︸ ︷︷ ︸

n

) = φ̃u(X)φ̃u(X) . . . φ̃u(X)︸ ︷︷ ︸
n

= uu . . . u︸ ︷︷ ︸
n

= un = φu(X
n),

φ̃u(aXn) = φ̃u((aX0)Xn) = φ̃u(aX0)φ̃u(X
n)

= φ(a)un = φu(aXn).

No šejienes

φ̃u(anX
n + . . . + a1X + a0) = φ̃u(anX

n) + . . . + φ̃u(a1X) + φ̃u(a0X
0)

= φu(anX
n) + . . . + φu(a1X) + φu(a0X

0)

= φu(anX
n + . . . + a1X + a0).

Vienošanās. Gad̄ıjumā, ja S = R un φ = IR, tad φu(f) vietā lieto
pierakstu f(u).

7.3. Polinomi pār integritātes apgabalu

Polinomu f(X) =
n∑

k=0

akX
k sauc par nenulles polinomu, ja

∃i ∈ 0, n ai 6= 0.
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7.3.1. Defin̄ıcija. Skaitli degf ↽ max{k | ak 6= 0} sauc par nenulles

polinoma f(X) =
n∑

k=0

akX
k pakāpi. Ja f(X) = 0R[X], tad degf ↽ −∞.

Kopā N∪{−∞} definēsim saskait̄ı̌sanu izmantojot saskait̄ı̌sanas operāciju
monōıdā N:

a + b ↽

{
a + b, ja a ∈ N un b ∈ N;
−∞, pretējā gad̄ıjumā.

Elementu a0 sauc par polinoma br̄ıvo locekli, a1X — par lineāro locek-
li, a2X

2 — kvadrātisko locekli, a3X
3 — kubisko locekli, akX

k — par k–tās
pakāpes locekli. Ja degf = n ∈ N, tad an sauc par polinoma f(X) vecāko ko-
eficientu, polinomu anXn šai situācijā sauc par polinoma f(X) vecāko locekli
(lieto ar̄ı terminus: galvenais loceklis, augstākās pakāpes loceklis).

Polinomu aXk sauc par monomu. L̄ıdz ar to polinoms ir monomu summa.

7.3.2. Lemma. Ja f(X) ∈ R[X] un g(X) ∈ R[X], tad

(i) deg(f + g) ≤ max{degf, degg};
(ii) deg(fg) ≤ degf + degg.

2 (i) Pieņemsim, ka

f(X) = anX
n + an−1X

n−1 + . . . + a1X + a0,

g(X) = bmXm + am−1X
m−1 + . . . + b1X + b0.

Pieņemsim, ka d ↽ max{degf, degg}, tad

f(X) = adX
d + ad−1X

d−1 + . . . + a1X + a0,

g(X) = bdX
d + ad−1X

d−1 + . . . + b1X + b0.

Saprotams daži ai vai bj šai pierakstā var būt ar̄ı vienādi ar 0.
No šejienes

f(X) + g(X) = (ad + bd)X
d + (ad−1 + bd−1)X

d−1 + . . . + (a1 + b1)X + a0 + b0,

un tāpēc deg(f + g) ≤ d = max{degf, degg}, jo nav izslēgts, ka ad + bd = 0.

(ii) f(X)g(X)
V7.2.4(i)

= anbmXn+m + . . . + a0b0, tāpēc

deg(fg) ≤ m + n = degf + degg,

jo nav izslēgts, ka an vai bm ir nulles dal̄ıtājs, un tad anbm = 0.
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7.3.3. Sekas. Ja f(X) ∈ R[X], g(X) ∈ R[X] un kaut viens no šo
polinomu vecākajiem koeficientim ir apgriežams gredzenā R, tad deg(fg) =
degf + degg.

2 Pieņemsim, ka

f(X) = anX
n + an−1X

n−1 + . . . + a1X + a0, an 6= 0

g(X) = bmXm + am−1X
m−1 + . . . + b1X + b0, bm 6= 0.

No šejienes f(X)g(X)
V7.2.4(i)

= anbmXn+m + . . . + a0b0.
Pieņemsim, ka deg(fg) < degf + degg, tad anbm = 0.
(i) Pieņemsim, ka an ir apgriežams gredzenā R, tad bm = a−1

n anbm = 0.
Pretruna!

(ii) Pieņemsim, ka bm ir apgriežams gredzenā R, tad an = anbmb−1
m = 0.

Pretruna!
(iii) Esam konstatējuši (punkti (i) un (ii)), ka pieņemums deg(fg) 6=

degf + degg rada pretrunas. Tātad tas ir nepareizs pieņemums. Atliek
secināt, ka deg(fg) = degf + degg.

7.3.4. Sekas. Ja f(X) ∈ R[X], g(X) ∈ R[X] un kaut viens no šo poli-
nomu vecākajiem koeficientim nav 0 dal̄ıtājs, tad deg(fg) = degf + degg.

2 Pieņemsim, ka

f(X) = anX
n + an−1X

n−1 + . . . + a1X + a0,

g(X) = bmXm + am−1X
m−1 + . . . + b1X + b0.

No šejienes f(X)g(X)
V7.2.4(i)

= anbmXn+m + . . . + a0b0. Tā kā viens no koefi-
cientiem an vai bm nav nulles dal̄ıtājs, tad anbm 6= 0, tāpēc

deg(fg) = m + n = degf + degg.

7.3.5. Sekas. Ja R — integritātes apgabals, f(X) ∈ R[X] un
g(X) ∈ R[X], tad deg(fg) = degf + degg.

2 Ja R ir integritātes apgabals, tad polinoma f(X) vecākais koeficients
nav nulles dal̄ıtājs, tāpēc (Sekas 7.3.4) deg(fg) = degf + degg.

7.3.6. Apgalvojums. Ja R — integritātes apgabals, tad R[X] — in-
tegritātes apgabals.

2 Ja f(X) 6= 0R[X] un g(X) 6= 0R[X], tad (Sekas 7.3.5)

deg(fg) = degf + degg ≥ 0 6= −∞.

L̄ıdz ar to fg 6= 0R[X].
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7.4. Dal̄ı̌sanas algoritms

7.4.1. Teorēma. Ja f(X) ∈ R[X], g(X) ∈ R[X] ir nenulles polinomi,
bez tam polinoma g(X) vecākais koeficients ir apgriežams gredzenā R, tad
eksistē viens vien̄ıgs polinomu pāris q(X) ∈ R[X] un r(X) ∈ R[X], kam

f(X) = g(X)q(X) + r(X) un degr < degg.

2 Pieņemsim, ka

f(X) = anXn + an−1X
n−1 + . . . + a1X + a0, n = degf,

g(X) = bmXm + am−1X
m−1 + . . . + b1X + b0, m = degg.

Saskaņā ar doto an 6= 0 6= bm un bm — apgriežams gredzenā R.
Tālākais pierād̄ıjums indukt̄ıvs pēc n.
(i) Ja n = 0 un degg > degf , tad ņemam

q(X) ↽ 0R[X] un r(X) ↽ f(X).

(ii) Ja n = 0 un degg = degf = 0, tad ņemam

q(X) ↽ anb−1
m X0 un r(X) ↽ 0R[X].

(iii) Pieņemsim, ka teorēma pierād̄ıta visiem polinomiem f(X), kuru
pakāpe degf < n.

a) Ja degg > degf , tad ņemam

q(X) ↽ 0R[X] un r(X) ↽ f(X).

b) Ja degg ≤ degf , tad

f(X) = anb−1
m Xn−mg(X) + f1(X), kur degf1 < n.

Saskaņā ar indukcijas pieņēmumu

f(X) = anb
−1
m Xn−mg(X) + q1(X)g(X) + r(X), kur degr < degg.

Ņemam q(X) ↽ anb
−1
m Xn−m + q1(X).

L̄ıdz ar to eksistences pierād̄ıjums veikts piln̄ıbā. Pārejam pie unitātes
pierād̄ıjuma.
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Pieņemsim, ka f(X) = q1(X)g(X) + r1(X) = q2(X)g(X) + r2(X), kur
degr1 < degg un degr2 < degg. No šejienes

(q1(X)− q2(X))g(X) = r2(X)− r1(X).

Polinoma g(X) vecākais koeficients ir apgriežams, tāpēc (Sekas 7.3.3)

deg((q1 − q2)g) = deg(q1 − q2) + degg.

Tātad
deg(q1 − q2) + degg = deg(r2 − r1),

bet deg(r2 − r1) < degg. Ja reiz tā, tad deg(r2 − r1) nav naturāls skaitlis.
Atliek tikai deg(r2 − r1) = −∞, t.i., r2(X) = r1(X).

Esam ieguvuši vienād̄ıbas

(q1(X)− q2(X))g(X) = 0R[X],

deg(q1 − q2) + degg = −∞.

Tā kā degg ∈ N, tad atliek tikai, ka deg(q1 − q2) = −∞, t.i., q1(X) =
q2(X).

7.4.2. Defin̄ıcija. Gad̄ıjumā, ja r(X) = 0R[X], tad saka, ka g(X) dala
f(X) jeb f(X) dalās ar g(X) bez atlikuma. Šai gad̄ıjumā mēs lietojam pie-
rakstu g(X)r f(X).

7.4.3. Teorēma (Bezū). Ja a ∈ R, tad katram polinomam f(X) ∈
R[X] eksistē tāds polinoms q(X) ∈ R[X], ka

f(X) = (X − a)q(X) + f(a).

2 Saskaņā ar dal̄ı̌sanas algoritmu

f(X) = (X − a)q(X) + r(X) un degr < deg(X − 1) = 1.

Tādējādi eksistē r ∈ R, ka r(X) = rX0.
Tagad, pielietojot substitūcijas teorēmu attēlojumam X 7→ a, iegūstam

f(a) = (a− a)q(a) + r(a) = 0 + r = r.

No šejienes, ņemot vērā vienošanos rX0 = r,

f(X) = (X − a)q(X) + f(a).
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7.4.4. Sekas. Pieņemsim, ka a ∈ R un f(X) ∈ R[X].

f(a) = 0 ⇔ (X − a)r f(X).

7.4.5. Defin̄ıcija. Elementu a ∈ R sauc par polinoma f(X) ∈ R[X]
sakni, ja f(a) = 0.

7.4.6. Apgalvojums. Ja R ir integritātes apgabals, tad katram nenulles
polinomam f(X) ∈ R[X] eksistē ne vairāk kā degf saknes.

2 Pieņemsim, ka degf = 0, tad f(X) = a 6= 0. No šejienes

∀b ∈ R f(b) = a 6= 0,

t.i., polinomam f(X) nav sakņu, un tātad teorēma ir pareiza, jo

0 ≤ 0 = degf.

Tālākais pierād̄ıjums indukt̄ıvs pēc n ↽ degf .
(i) Ja polinomam f(X) nav sakņu, tad automātiski teorēma ir spēkā.
(ii) Pieņemsim, ka a ∈ R ir polinoma f(X) sakne, tad (Sekas 7.4.4) eksis-

tē tāds polinoms q(X) ∈ R[X], ka f(X) = (X − a)q(X). No šejienes (Sekas
7.3.5) degq = n − 1. Saskaņā ar indukcijas pieņēmumu polinomam q(X) ir
ne vairāk par n− 1 sakni.

Pieņemsim, ka b ir kāda polinoma f(X) sakne, tad

0 = f(b) = (b− a)q(b).

Tā kā R ir integritātes apgabals, tad b− a = 0 vai q(b) = 0. Tas noz̄ımē, ka
b = a vai ar̄ı b ir polinoma q(X) sakne. Tā rezultātā polinoma f(X) sakņu
skaits gredzenā R nepārsniedz skaitli

1 + (n− 1) = n.

L̄ıdz ar to indukcijas pāreja veikta piln̄ıbā.

Atz̄ımēsim, ka šis rezultāts var būt ar̄ı kļūdains, ja R nav integritātes
apgabals.

7.4.7. Piemērs. Gredzenā Z2×Z2 polinomam X2−X ir četras saknes.
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7.4.8. Sekas. Pieņemsim, ka f(X) un g(X) ir polinomi pār integritātes
apgabalu R, kuru pakāpes nepārsniedz skaitli n. Ja f(a) = g(a) vismaz n + 1
dažadam a ∈ R, tad f(X) = g(X).

2 Polinoma h(X) ↽ f(X) − g(X) pakāpe nepārsniedz skaitli n, tāpēc
(Apgalvojums 7.4.6) tam nevar būt vairāk par n saknēm. Izņemums ir tikai
polinoms 0R[X]. Ja reiz polinomam h(X) ir vismaz n + 1 dažāda sakne, tad
h(X) = 0R[X]. L̄ıdz ar to f(X) = g(X).

7.4.9. Vingrinājums. Ja R ir bezgal̄ıgs integritātes apgabals, proti,
|R| ≥ ℵ0, un

Pol(R) ↽ {f : R → R | ∃n ∈ N f(x) =
n∑

k=0

akx
k},

tad R–algebras R[X] un Pol(R) ir izomorfas.

7.5. Galveno ideālu apgabals

7.5.1. Defin̄ıcija. Gredzena R ideālu I sauc par galveno ideālu, ja ek-
sistē tāds a ∈ R, ka I = Ra.

7.5.2. Apgalvojums. Katrs veselo skaitļu gredzena Z ideāls ir galvenais
ideāls.

2 (i) Ja I = {0}, tad I = Z0, un tāpēc tas ir galvenais ideāls.
(ii) Turpmākajā pierād̄ıjumā pieņemsim, ka gredzena Z ideāls I bez 0

satur vēl kādu citu skaitli n ∈ I. Tā kā I ir gredzena Z ideāls, tad I ir
gredzena Z apakšgredzens. L̄ıdz ar to −n ∈ I. Tas noz̄ımē, ka I satur kādu
pozit̄ıvu skaitli p.

(iii) Pieņemsim, ka
d ↽ min

p∈Z+

I,

t.i., d ir mazākais pozit̄ıvais veselais skaitlis, kas pieder ideālam I.
(iv) Pieņemsim, ka m ∈ I, tad saskaņā ar Eikl̄ıda algoritmu eksistē tādi

veseli skaitļi q un r, ka

m = dq + r un 0 ≤ r < d.
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Tā kā d ∈ I, tad dq ∈ I. L̄ıdz ar to

r = m− dq ∈ I.

Taču d ir mazākais pozit̄ıvais veselais skaitlis, kas pieder ideālam I, tāpēc
r = 0. L̄ıdz ar to m = dq ∈ Zd.

(v) Esam parād̄ıjuši, ka I ⊆ Zd, bet tā kā I ir ideāls un d ∈ I, tad
Zd ⊆ ZI ⊆ I. L̄ıdz ar to I = Zd, proti, tas ir galvenais ideāls.

7.5.3. Defin̄ıcija. Integritātes apgabalu, kura katrs ideāls ir galvenais
sauc par galveno ideālu apgabalu.

7.5.4. Teorēma. Ja L ir lauks, tad L[X] ir galveno ideālu apgabals.

2 (i) Ja I = {0}, tad I = L[X]0, un tāpēc tas ir galvenais ideāls.
(ii) Turpmākajā pierād̄ıjumā pieņemsim, ka gredzena L[X] ideāls I bez 0

satur vēl kādu citu polinomu g(X). Pieņemsim, ka 0 6= f(X) ∈ I izvēlēts tā,
lai

∀h(X) ∈ I (h(X) 6= 0 ⇒ degf ≤ degh).

(iii) Pieņemsim, ka 0 6= h(X) ∈ I, tad (Teorēma 7.4.1) eksistē tāds
polinomu q(X) ∈ L[X] un r(X) ∈ L[X] pāris, ka

h(X) = f(X)q(X) + r(X) un degr < degf.

Tā kā f(X) ∈ I, tad f(X)q(X) ∈ I. L̄ıdz ar to

r(X) = h(X)− f(X)q(X) ∈ I.

Taču ideālam I nepieder neviens nenulles polinoms, kura pakāpe ir mazāka
par degf , tāpēc r(X) = 0. L̄ıdz ar to h(X) ∈ L[X]f(X).

(iv) Esam parād̄ıjuši, ka I ⊆ L[X]f(X), bet tā kā I ir ideāls un f(X) ∈ I,
tad L[X]f(X) ⊆ L[X]I ⊆ I. L̄ıdz ar to I = L[X]f(X), proti, tas ir galvenais
ideāls.



8. nodaļa

GRUPU REPREZENTĀCIJAS

Grupas reprezentācija, triviāla reprezentācija, reprezentācijas kārta. Repre-
zentācijas modulis, ekvivalentas reprezentācijas. Piemēri, cikliskas grupas viendi-
mensionāla reprezentācija, regulāra reprezentācija.

8.1. Automorfismu grupa

Š̄ı paragrāfa ietvaros

• R — komutat̄ıvs gredzens ar vien̄ıbas elementu;

• M — br̄ıvs R–modulis, kura bāzes apjoms ir m.

Atgādināsim

End(M) ↽ {f : M → M | f ir moduļa M endomomorfisms}.
8.1.1. Apgalvojums.

Aut(M) ↽ {f ∈ End(M) | f ir moduļa M automomorfisms}

ir grupa, kur grupas operācija
a· ir attēlojumu kompoz̄ıcija.

2 (i) Pieņemsim, ka f ∈ Aut(M), tad (Teorēma 1.4.5) inversais attēlo-
jums f−1 ir kopas M substitūcija.

(ii) Pieņemsim, ka x ∈ M un y ∈ M , tad eksistē tādi x′ ∈ M un y′ ∈ M ,
ka f(x′) = x un f(y′) = y. No šejienes

f−1(x+y) = f−1(f(x′)+f(y′)) = f−1(f(x′+y′)) = x′+y′ = f−1(x)+f−1(y).
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(iii) Pieņemsim, ka a ∈ R, tad

f−1(ax) = f−1(af(x′)) = f−1(f(ax′)) = ax′ = af−1(x).

(iv) Esam parād̄ıjuši (punkti (ii) un (iii)), ka f−1 ∈ End(M), un tā kā
f−1 ir kopas M substitūcija (punkts (i)), tad f−1 ∈ Aut(M).

(v) Atgādināsim (Apgalvojums 1.2.3), ka attēlojumu kompoz̄ıcija ir aso-
ciat̄ıva. Triviāla pārbaude liecina, ka IM ∈ Aut(M). Tas kopā ar punktā (iv)
konstatēto ļauj secināt, ka Aut(M) ir grupa.

Pieņemsim, ka U = {u1, u2, . . . , um} ir moduļa M bāze. Ja f ∈ End(M)
un

∀k ∈ 1,m f(uk) = a1ku1 + a2ku2 + . . . + amkum, (8.1)

tad

O
|| f || ↽




a11 a12 . . . a1m

a21 a22 . . . a2m

. . . .
am1 am2 . . . amm


 .

Attēlojums Ψ : End(M) → Matm(R) : f 7→
O
|| f || ir R–algebru izomorfisms

(skat̄ıt Teorēmas 6.6.12 pierād̄ıjumu).

8.1.2. Apgalvojums. Endomomorfisms f ∈ End(M) ir automorfisms

tad un tikai tad, ja matricai
O
|| f || eksistē inversā matrica.

2 ⇒ Pieņemsim, ka f ∈ Aut(M), tad (Apgalvojums 8.1.1) ar̄ı

f−1 ∈ Aut(M). L̄ıdz ar to IM = f
a· f−1 un tāpēc

E = Ψ(IM) = Ψ(f
a· f−1) = Ψ(f)Ψ(f−1) =

O
|| f ||

O
|| f−1 ||.

No šejienes
O
|| f−1 || =

O
|| f ||−1.

⇐ Pieņemsim, ka f ∈ End(M) un matricai
O
|| f || eksistē inversā matrica

O
|| f ||−1. Tā kā Ψ : End(M) → Matm(R) ir bijekcija, tad eksistē tāds

homomorfisms g ∈ End(M), ka
O
|| g || =

O
|| f ||−1. No šejienes

Ψ(f
a· g) = Ψ(f)Ψ(g) =

O
|| f ||

O
|| g || =

O
|| f ||

O
|| f ||−1 = E = Ψ(IM),

Ψ(g
a· f) = Ψ(g)Ψ(f) =

O
|| g ||

O
|| f || =

O
|| f ||−1

O
|| f || = E = Ψ(IM).



8.1. AUTOMORFISMU GRUPA 182

Tā kā Ψ : End(M) → Matm(R) ir bijekcija, tad

g
a· f = IM un f

a· g = IM .

Tas noz̄ımē (Apgalvojums 1.4.6), ka f ir bijekcija. Tātad f ir automor-
fisms.

8.1.3. Teorēma. Grupas Aut(M) un

GLm(R) ↽ {A ∈ Matm(R) | matricai A eksistē inversā matrica }

ir izomorfas.

2 (i) Ievērojam (skat̄ıt Teorēmas 6.6.12 pierād̄ıjumu), ka

Ψ : End(M) → Matm(R) : f 7→
O
|| f ||

ir pusgrupu 〈End(M),
a· 〉 un 〈Matm(R), · 〉 monomorfisms. Pieņemsim, ka

Ψa ↽ Ψ|Aut(M), tad

Ψa : Aut(M) → Matm(R) : f 7→
O
|| f ||

ar̄ı ir pusgrupu monomorfisms. Tā kā Aut(M) ir grupa, tad (Teorēma 3.5.4)
ImΨa ir grupa. Atliek parād̄ıt, ka ImΨa = GLm(R).

(ii) Ja f ∈ Aut(M), tad
O
|| f || ∈ GLm(R) (Apgalvojums 8.1.2). Tātad

ImΨa ⊆ GLm(R).
(iii) Pieņemsim, ka A ∈ GLm(R), tad A ∈ Matm(R). Tā kā

Ψ : End(M) → Matm(R)

ir bijekcija, tad eksistē tāds f ∈ End(M), ka
O
|| f || = A.

Saskaņā ar pieņēmumu matricai A eksistē inversā matrica, tāpēc ar̄ı mat-

ricai
O
|| f || eksistē inversā matrica. Apgalvojums 8.1.2 šai gad̄ıjumā konstatē,

ka f ∈ Aut(M). Tātad A =
O
|| f || ∈ ImΨa. L̄ıdz ar to GLm(R) ⊆ ImΨa.

(iv) Mēs parād̄ıjām, ka ImΨa ⊆ GLm(R) ⊆ ImΨa. No šejienes ImΨa =
GLm(R).
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8.2. Grupas reprezentācija

Vienošanās. Turpmāk šis nodaļas ietvaros, ja nekas speciāli netiks
atrunāts, tad

• a, b, c mēs rezervējam lauka L elementu apz̄ımēšanai;

• x, y, z mēs rezervējam vektoru telpas V pār lauku L elementu ap-
z̄ımēšanai;

• σ, τ, η mēs rezervējam grupas G elementu apz̄ımēšanai;

• f, g, h mēs rezervējam grupu algebras L(G) elementu apz̄ımēšanai.

8.2.1. Defin̄ıcija. Pieņemsim, ka V ir vektoru telpa pār lauku L un
Aut(V ) — š̄ıs vektoru telpas automorfismu grupa. Katru homomorfismu

Φ : G → Aut(V )

sauc par grupas G reprezentāciju.

Vektoru telpu V šai gad̄ıjumā sauc par reprezentācijas Φ telpu. Repre-
zentāciju Φ sauc par triviālu, ja

∀σ Φ(σ) = IV .

Reprezentāciju Φ sauc par prec̄ızu, ja Φ ir monomorfisms.
Reprezentāciju Φ sauc par reprezentāciju pār lauku L, ja V ir vektoru

telpa pār lauku L. Vektoru telpas dimensiju sauc par reprezentācijas Φ di-
mensiju jeb kārtu. Tātad dimΦ ↽ dimV . Ja dimΦ = n, tad saka, ka Φ ir
n–dimensionāla reprezentācija.

Atz̄ımēsim, ka LL (las̄ıtājam, kas jūtas apmulsis, iesakam aplūkot Piemēru
5.1.5(i)) ir vektoru telpa pār lauku L. Dotajā situācijā dimLL = 1.

8.2.2. Lemma. Ja Φ : G → Aut(V ) ir viendimensionāla reprezentācija,
tad

∀σ ∀τ Φ(στ) = Φ(τσ).
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2 Tā kā dimΦ = 1, tad dimV = 1. Saskaņā ar Teorēmu 8.1.3

Aut(V ) ∼= GL1(L) = L∗ ↽ L \ {0L}.

Te L∗ ir lauka L multiplikat̄ıvā grupa (skat̄ıt Sekas 4.3.5).
Pieņemsim, ka Ψa : Aut(V ) → L∗ ir grupu izomorfisms, tad

Ψa

(
Φ(στ)

)
= Ψa

(
Φ(σ)Φ(τ)

)
= Ψa

(
Φ(σ)

)
Ψa

(
Φ(τ)

)
= Ψa

(
Φ(τ)

)
Ψa

(
Φ(σ)

)

= Ψa(Φ(τ)Φ(σ)) = Ψa

(
Φ(τσ)

)
.

Tā kā Ψa : Aut(V ) → L∗ ir bijekcija, tad no šejienes izriet, ka Φ(στ) =
Φ(τσ).

8.2.3. Apgalvojums. Ja Φ : G → Aut(V ) ir viendimensionāla re-
prezentācija un grupas G elementi σ, τ ir saist̄ıti, tad Φ(σ) = Φ(τ).

2 Saskaņā ar doto σ un τ ir saist̄ıti elementi, tāpēc (Defin̄ıcija 3.14.1)
eksistē tāds η, ka σ = ητη−1. No šejienes

Φ(σ) = Φ(ητη−1) = Φ(ητ)Φ(η−1)
L8.2.2
= Φ(τη)Φ(η−1) = Φ(τηη−1) = Φ(τ).

Ja Φ ir n–dimensionāla reprezentācija pār lauku L, tad (Teorēma 8.1.3)
AutV ∼= GLn(L). Š̄ı iemesla dēļ lietojumos reprezentāciju Φ parasti uzdod
ar matricas GLn(L) elementiem, nevis automorfismiem. Tas viss saist̄ıts ar
ērt̄ıbām. Parasti aprēķinus veikt ar matricām ir vieglāk nekā ar automor-
fismiem, it ı̄paši, ja lauka L lomā ir reālo skaitļu R vai komplekso skaitļu C
lauks. Taču nepieredzējušam las̄ıtājam var rasties problēma:

— Kur te ir automorfismi?
Saprotams matricas nav automorfismi. Lai atrastu pašus automorfismus,

jāveic papildus aprēķini. Tam visam izmantojama formula (8.1), taču tad ir
jānofiksē vektoru telpas V bāze.

Atz̄ımēsim, ja lauks L un vektoru telpas V dimensija ir nofiksēta, tad
V ∼= Ln. Šis rezultāts var būtiski atvieglot aprēķinus, ja ir vēlme atrast
pašus automorfismus.

8.2.4. Piemērs. Pieņemsim, ka C2 ir otrās kārtas cikliska grupa. Mūsu
mērķis: atrast visas š̄ıs grupas viendimensionālās reprezentācijas pār reālo
skaitļu lauku R.
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Ņemot vērā iepriekš teikto, mums jāatrod homomorfismi Γ : C2 → R∗.
Grupa C2 sastāv no 2 elementiem, teiksim e, kas ir grupas C2 neitrālais

elements, un vēl kāda elementa σ. Tā kā C2 ir cikliska otrās kārtas grupa,
tad σ2 = e.

Pieņemsim, ka Γ ir homomorfisms, kas atbilst grupas C2 viendimen-
sionālai reprezentācijai pār reālo skaitļu lauku, tad Γ(e) = 1. Pieņemsim,
ka Γ(σ) = c ∈ R∗, tad

1 = Γ(e) = Γ(σ2) = Γ(σσ) = Γ(σ)Γ(σ) = cc = c2.

Reālo skaitļu laukā vienādojumam c2 = 1 ir divas saknes: 1 un −1. Esam
ieguvuši divus homomorfismus:

C2 e σ
Γ1 1 1
Γ2 1 −1

Tā kā reālo skaitļu laukā vienādojumam c2 = 1 ir tieši divas saknes, tad citu
homomorfismu nav.

Parasti literatūrā ar šādu rezultātu ar̄ı apmierinās, taču, stingri runājot,
šie homomorfismi Γi nav grupas C2 reprezentācijas. Homomorfismam Γ1

atbilst reprezentācija
C2 e σ
Φ1 IV IV

kur V ir patvaļ̄ıga viendimensionāla vektoru telpa pār reālo skaitļu lauku R.
Savukārt homomorfismam Γ2 atbilst reprezentācija

C2 e σ
Φ2 IV −IV

Viegli pārliecināties, ka −IV ∈ AutV un

(Φ2(σ))2 = (−IV )2 = (−IV )
a· (−IV ) = IV = Φ2(e) = Φ2(σ

2).

Atz̄ımēsim, ka Φ1 mūsu gad̄ıjumā ir triviāla grupas C2 reprezentācija,
savukārt Φ2 ir prec̄ıza grupas C2 reprezentācija.
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8.3. Reprezentācijas modulis

Pieņemsim, ka Φ : G → Aut(V ) ir grupas G reprezentācija pār lauku L.
Mūsu mērķis: pārvērst V par moduli pār grupas G algebru L(G). Vispirms
katram σ ∈ G definējam attēlojumu bσc◦̆x 7→ Φ(σ)(x).

8.3.1. Lemma. (i)
(bσcbτc)◦̆x = bσc◦̆(bτc◦̆x)

;

(ii) bσc◦̆(x + y) = bσc◦̆x + bσc◦̆y.

2 (i)
(bσcbτc)◦̆x V6.7.5

= bστc◦̆x = Φ(στ)(x) = Φ(σ)
(
Φ(τ)(x)

)

= bσc◦̆(bτc◦̆x)
;

(ii) bσc◦̆(x + y) = Φ(σ)(x + y) = Φ(σ)(x) + Φ(σ)(y)

= bσc◦̆x + bσc◦̆y.

8.3.2. Lemma. bσc◦̆(ax) = a
(bσc◦̆x)

.

2 bσc◦̆(ax) = Φ(σ)(ax) = aΦ(σ)(x) = a
(bσc◦̆x)

.

Mēs jau zinam (Apgalvojums 6.7.6), ka katru f ∈ L(G) var reprezentēt
kā summu f =

∑
σ∈G

baσσc. Tagad definējam attēlojumu

L(G)× V
◦̆→ V : f ◦̆x ↽

∑
σ∈G

bσc◦̆(aσx). (8.2)

8.3.3. Lemma. Attēlojums, kas definēts ar formulu (8.2) ir gredzena
L(G) multiplikat̄ıvā monōıda iedarb̄ıba uz kopu V no kreisās puses.

2 Pieņemsim, ka g =
∑
τ∈G

bbττc, tad

fg◦̆x S7.1.7
=

(∑
σ∈G

∑
τ∈G

b(aσbτ )στc
)
◦̆x 8.2

=
∑
σ∈G

∑
τ∈G

bστc◦̆aσbτx;

f ◦̆(g◦̆x)
8.2
=

∑
σ∈G

bσc◦̆aσ(g◦̆x)
8.2
=

∑
σ∈G

bσc◦̆(aσ

∑
τ∈G

bτc◦̆bτx)

=
∑
σ∈G

bσc◦̆
∑
τ∈G

aσ(bτc◦̆bτx)
L8.3.2
=

∑
σ∈G

bσc◦̆
∑
τ∈G

bτc◦̆aσbτx

L8.3.1(ii)
=

∑
σ∈G

∑
τ∈G

bσc◦̆bτc◦̆aσbτx
L8.3.1(i)

=
∑
σ∈G

∑
τ∈G

bστc◦̆aσbτx.
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Tātad fg◦̆x = f ◦̆(g◦̆x). Visbeidzot, pieņemsim, ka e ∈ G ir grupas G
neitrālais elements, tad

1L(G)◦̆x P6.7.3
= bec ◦ x = Φ(e)(x) = IV (x) = x.

8.3.4. Apgalvojums. Ja gredzena L(G) multiplikat̄ıvā monōıda iedar-
b̄ıba uz kopu V no kreisās puses definēta saskaņā ar formulu (8.2), tad V ir
kreisais L(G)–modulis.

2 Vispirms konstatēsim, kas mums ı̄sti ir jāpierāda.

• Pieņemsim, ka 〈L, V, +, ·, +̆, ·̆ 〉 — vektoru telpa pār lauku L,

• 〈L,L(G), +, ·,⊕, ◦,¯〉 — grupas G algebra pār lauku L,

• Φ : G → AutV — grupas G reprezentācija.

Mums jāparāda, ka 〈L(G), V,⊕,¯, +̆, ◦̆〉 ir kreisais L(G)–modulis.
Saskaņā ar doto

• 〈L(G),⊕,¯〉 ir gredzens,

• 〈V, +̆ 〉 ir komutat̄ıva grupa.

Mēs jau esam pierād̄ıjuši (Lemma 8.3.3), ka attēlojums L(G)×V
◦̆→ V ir

gredzena L(G) multiplikat̄ıvā monōıda iedarb̄ıba uz kopu V no kreisās puses.
Ja tagad pievēršamies Defin̄ıcijai 5.1.2, tad vien̄ıgais, ko vēl jāpierāda, ir

abi distribut̄ıvie likumi. Tad daram to!
Vienosimies, ka pieraksts

∑⊕ norāda uz summēšanu gredzenā L(G), bet∑+̆ norāda uz summēšanu grupā 〈V, +̆ 〉. Pieņemsim, ka f =
∑
σ∈G

⊕baσσc un

g =
∑
σ∈G

⊕bbσσc, tad

f ◦̆(x+̆y) =
(∑

σ∈G

⊕baσσc
)
◦̆(x+̆y)

8.2
=

∑
σ∈G

+̆bσc◦̆(aσ ·̆ (x+̆y))

=
∑
σ∈G

+̆bσc◦̆(aσ ·̆x+̆aσ ·̆ y)



8.3. REPREZENTĀCIJAS MODULIS 188

L8.3.1(ii)
=

∑
σ∈G

+̆(bσc◦̆(aσ ·̆x)+̆bσc◦̆(aσ ·̆ y)
)

=
∑
σ∈G

+̆bσc◦̆(aσ ·̆x)+̆
∑
σ∈G

+̆bσc◦̆(aσ ·̆ y)

=
(∑

σ∈G

⊕baσσc
)
◦̆x+̆

(∑
σ∈G

⊕baσσc
)
◦̆y 8.2

= f ◦̆x+̆f ◦̆y;

(f ⊕ g)◦̆x =
(∑

σ∈G

⊕baσσc ⊕
∑
σ∈G

⊕bbσσc
)
◦̆x

=
(∑

σ∈G

⊕b(aσ + bσ)σc
)
◦̆x

8.2
=

∑
σ∈G

+̆bσc◦̆((aσ + bσ) ·̆x) =
∑
σ∈G

+̆bσc◦̆(aσ ·̆ x+̆bσ ·̆x)

L8.3.1(ii)
=

∑
σ∈G

+̆(bσc◦̆(aσ ·̆x)+̆bσc◦̆(bσ ·̆x)
)

=
∑
σ∈G

+̆bσc◦̆(aσ ·̆x)+̆
∑
σ∈G

+̆bσc◦̆(bσ ·̆x)

=
(∑

σ∈G

⊕baσσc
)
◦̆x+̆

(∑
σ∈G

⊕bbσσc
)
◦̆x

8.2
= f ◦̆x+̆g◦̆x.

8.3.5. Defin̄ıcija. Pieņemsim, ka

• 〈L,L(G), +, ·,⊕, ◦,¯〉 — grupas G algebra pār lauku L,

• Φ : G → AutV — grupas G reprezentācija,

• 〈L, V, +, ·, +̆, ·̆ 〉 — reprezentācijas Φ telpa.

Moduli 〈L(G), V,⊕,¯, +̆, ◦̆〉, kur iedarb̄ıba ◦̆ definēta saskaņā ar formulu
(8.2), sauc par reprezentācijas Φ moduli.

Pieņemsim, ka

• 〈L,L(G), +, ·,⊕, ◦,¯〉 ir grupas G algebra pār lauku L un
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• 〈L(G),M,⊕,¯, +̆, ◦̆〉 ir L(G)–modulis.

Tagad parād̄ısim, kā, izmantojot šo informāciju, definējama grupas G repre-
zentācija pār lauku L.

8.3.6. Lemma. Attēlojums

L×M
·̆→ M : a ·̆x ↽ (a ◦ 1L(G))◦̆x (8.3)

ir lauka L multiplikat̄ıvā monōıda iedarb̄ıba uz kopu M no kreisās puses.

2 Ievērojam (Teorēma 6.1.3), ka ι : L → L(G) : a 7→ a◦1L(G) ir gredzenu
monomorfisms, tāpēc

(ab) ◦ 1L(G) = (a ◦ 1L(G))¯ (b ◦ 1L(G)).

No šejienes

(ab) ·̆x = ((ab) ◦ 1L(G))◦̆x = ((a ◦ 1L(G))¯ (b ◦ 1L(G)))◦̆x
= (a ◦ 1L(G))◦̆((b ◦ 1L(G))◦̆x) = a ·̆ (b ·̆x).

Savukārt
1 ·̆x = (1 ◦ 1L(G))◦̆x = 1L(G)◦̆x = x.

8.3.7. Apgalvojums. 〈L,M, +, ·, +̆, ·̆ 〉 ir vektoru telpa.

2 Saskaņā ar doto

• 〈L, +, · 〉 ir lauks,

• 〈M, +̆ 〉 ir komutat̄ıva grupa.

Mēs jau parād̄ıjām (Lemma 8.3.6), ka 〈L,M, ·, ·̆ 〉 ir L iedarb̄ıba uz kopu M .
Atliek pierād̄ıt distribut̄ıvos likumus. Pieņemsim, ka x un y ir kopas M

elementi, tad

a ·̆ (x+̆y) = (a ◦ 1L(G))◦̆(x+̆y) = (a ◦ 1L(G))◦̆x+̆(a ◦ 1L(G))◦̆y
= a ·̆x+̆b ·̆ y,

(a + b) ·̆x = ((a + b) ◦ 1L(G))◦̆x = (a ◦ 1L(G) ⊕ b ◦ 1L(G))◦̆x
= (a ◦ 1L(G))◦̆x+̆(b ◦ 1L(G))◦̆x = a ·̆x+̆b ·̆x.
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8.3.8. Apgalvojums. Attēlojums Ψ(σ)(x) ↽ bσc◦̆x ir grupas G repre-
zentācija. Reprezentācijas telpa šai gad̄ıjumā ir 〈L,M, +, ·, +̆, ·̆ 〉.

2 (i) Vispirms parād̄ısim, ka Ψ(σ) ∈ End(M).

Ψ(σ)(x+̆y) = bσc◦̆(x+̆y) = bσc◦̆x+̆bσc◦̆y = Ψ(σ)(x)+̆Ψ(σ)(y),

Ψ(σ)(a ·̆x) = bσc◦̆(a ·̆x) = bσc◦̆((a ◦ 1L(G))◦̆x) = (bσc ¯ (a ◦ 1L(G)))◦̆x
= (a ◦ (bσc ¯ 1L(G)))◦̆x = (a ◦ (1L(G) ¯ bσc)◦̆x
= ((a ◦ 1L(G))¯ bσc)◦̆x = (a ◦ 1L(G))◦̆(bσc◦̆x)

= a ·̆Ψ(σ)(x).

(ii) Tagad parād̄ısim, ka

Ψ : G → End(M)

ir pusgrupu homomorfisms.

Ψ(στ)(x) = bστc◦̆x = (bσc ¯ bτc)◦̆x = bσc◦̆(bτc◦̆x) = Ψ(σ)
(
Ψ(τ)(x)

)
.

Tātad Ψ(στ) = Ψ(σ)Ψ(τ).
(iii) Visbeidzot konstatēsim, ka Ψ(σ) ir kopas M substitūcija. Pieņemsim,

ka e ir grupas G neitrālais elements. Mēs jau zinam (Piemērs 6.7.3), ka
bec = 1L(G). No šejienes

Ψ(e)(x) = bec◦̆x = 1L(G)◦̆x = x = IM(x);

IM = Ψ(e) = Ψ(σσ−1) = Ψ(σ)Ψ(σ−1),

IM = Ψ(e) = Ψ(σ−1σ) = Ψ(σ−1)Ψ(σ).

Tas ļauj secināt (Apgalvojums 1.4.6), ka Ψ(σ) ir bijekcija. Tātad
Ψ(σ) ∈ Aut(M).

8.3.9. Sekas. Reprezentācijas Ψ modulis ir 〈L(G),M,⊕,¯, +̆, ◦̆〉.

2 Pieņemsim, ka 〈L(G),M,⊕,¯, +̆, ◦́〉 ir reprezentācijas Ψ modulis. Sa-

skaņā ar reprezentācijas moduļa aprakstu iedarb̄ıba L(G) × M
◦́→ M tiek

definēta ar vienād̄ıbu (8.2). Mūsu gad̄ıjumā tas izskatās šādi. Vispirms
katram σ ∈ G definējam attēlojumu

bσc◦́x ↽ Ψ(σ)(x)
A8.3.8
= bσc◦̆x,
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tad katram f =
∑
σ∈G

⊕baσσc definējam

f ◦́x ↽
∑
σ∈G

+̆bσc◦́(aσ ·̆x) =
∑
σ∈G

+̆bσc◦̆((aσ ◦ 1L(G))◦̆x)

=
∑
σ∈G

+̆(bσc ¯ (aσ ◦ 1L(G))
)◦̆x =

∑
σ∈G

+̆baσσc◦̆x

=
(∑

σ∈G

⊕baσσc
)
◦̆x = f ◦̆x.

Tā rezultātā 〈L(G),M,⊕,¯, +̆, ◦́〉 = 〈L(G),M,⊕,¯, +̆, ◦̆〉.
Grupas G reprezentāciju Ψ sauksim par L(G)–modulim M atbilstošo

reprezentāciju.

8.3.10. Sekas. Reprezentācijas Φ : G → Aut(V ) modulim V atbilstošā
reprezentācija Ψ sakr̄ıt ar Φ.

2 Saskaņā ar reprezentācijas moduļa aprakstu (Defin̄ıcija 8.3.5) iedarb̄ıba

L(G)× V
◦̆→ V tiek definēta izmantojot vienād̄ıbu

bσc◦̆x ↽ Φ(σ)(x).

Tā rezultātā, ja 〈L,L(G), +, ·,⊕, ◦,¯〉 ir grupas G algebra pār lauku L
un 〈L, V, +, ·, +̆, ·̆ 〉 ir reprezentācijas Φ telpa, iegūst reprezentācijas moduli
〈L(G), V,⊕,¯, +̆, ◦̆〉, kur

baσc◦̆x ↽ bσc◦̆(a ·̆x).

Savukārt L(G)–modulim V atbilstošo reprezentāciju Ψ definē šādi. Pie-
ņemsim, ka e ir grupas G neitrālais elements, tad vispirms definē vektoru
telpu 〈L, V, +, ·, +̆, ·́ 〉, kur

a ·́x ↽ (a ◦ 1L(G))◦̆x = baec◦̆x = bec◦̆(a ·̆x)

= Φ(e)(a ·̆x) = IV (a ·̆x) = a ·̆x.

L̄ıdz ar to 〈L, V, +, ·, +̆, ·́ 〉 = 〈L, V, +, ·, +̆, ·̆ 〉. Pašu reprezentāciju Ψ tagad
definē ar vienād̄ıbu

Ψ(σ)(x) ↽ bσc◦̆x = Φ(σ)(x).

Tas noz̄ımē, ka Ψ = Φ.

Šie rezultāti pamato nostāju, kāpēc literatūrā par grupas G reprezentāciju
sauc jebkuru L(G)–moduli M . Tā rezultātā mūsdienās grupu reprezentāciju
teorijā noz̄ımı̄ga loma atvēlēta L(G)–moduļu izpētei.
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8.4. Ekvivalentas reprezentācijas

8.4.1. Defin̄ıcija. Reprezentācijas

Φ : G → Aut(V ), Ψ : G → Aut(W )

pār lauku L sauc par ekvivalentām reprezentācijām, ja eksistē tāds vektoru
telpu izomorfisms

ϕ : V → W,

ka
∀σ Φ(σ) = ϕΨ(σ)ϕ−1.

Br̄ıdinājums. Defin̄ıcijā te mēs atļāvāmies pierakstu xΦ(σ) ↽ Φ(σ)(x).
Atz̄ımēsim, ka reprezentācijas Φ un Ψ ir ekvivalentas tad un tikai tad, ja

katram grupas G elementam σ diagramma

V V

W W

(D3)

....................................................................................................................................................................................................................................................................... ............
Φ(σ)

.........................................................................................................................................................................................
...
.........
...

ϕ

....................................................................................................................................................................................................................................................................... ............

Ψ(σ)

.........................................................................................................................................................................................
...
.........
...

ϕ

ir komutat̄ıva. Tiešām, tā kā ϕ ir bijekcija, tad vienād̄ıba

Φ(σ) = ϕΨ(σ)ϕ−1

ir ekvivalenta vienād̄ıbai
Φ(σ)ϕ = ϕΨ(σ).

Š̄ı paragrāfa ietvaros pieņemsim, ka

• 〈L,L(G), +, ·,⊕, ◦,¯〉 — grupas G algebra pār lauku L;

• Φ : G → Aut(V ) — grupas G reprezentācija,

• 〈L, V, +, ·, +̆, ·̆ 〉 — reprezentācijas Φ telpa,
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• 〈L(G), V,⊕,¯, +̆, ◦̆〉 — reprezentācijas Φ modulis;

• Ψ : G → Aut(W ) — grupas G reprezentācija,

• 〈L,W, +, ·, +́, ·́ 〉 — reprezentācijas Ψ telpa,

• 〈L(G),W,⊕,¯, +́, ◦́〉 — reprezentācijas Ψ modulis.

8.4.2. Teorēma. Reprezentācijas

Φ : G → Aut(V ), Ψ : G → Aut(W )

ir ekvivalentas tad un tikai tad, ja atbilstošie reprezentācijas moduļi ir izo-
morfi.

2 ⇒ Pieņemsim, ka f =
∑
σ∈G

baσσc, tad

(f ◦̆x)ϕ =
((∑

σ∈G

baσσc
)◦̆x

)
ϕ =

(∑
σ∈G

bσc◦̆(aσ ·̆ x)
)
ϕ

=
( ∑

σ∈G

(aσ ·̆x)Φ(σ)
)
ϕ =

( ∑
σ∈G

aσ ·̆ (xΦ(σ)
)
ϕ

=
∑
σ∈G

aσ ·́ (xΦ(σ)ϕ) =
∑
σ∈G

aσ ·́ (xϕΨ(σ)ϕ−1ϕ)

=
∑
σ∈G

aσ ·́ (xϕΨ(σ)) =
∑
σ∈G

(aσ ·́ (xϕ))Ψ(σ)

=
∑
σ∈G

bσc◦́(aσ ·́ (xϕ)) =
(∑

σ∈G

baσσc
)◦́(xϕ)

= f ◦́(xϕ).

Tā kā ϕ : V → W ir vektoru telpu izomorfisms, tad ϕ ir bijekcija un

(x+̆y)ϕ = xϕ+́yϕ.

Tā rezultātā reprezentācijas moduļi V un W ir izomorfi L(G)–moduļi.
⇐ Pieņemsim, ka ϕ : V → W ir reprezentācijas moduļu V un W izo-

morfisms. Ņemot vērā iepriekšējā paragrāfā izklāst̄ıto (Sekas 8.3.10), saskaņā
ar formulu (8.3)

∀x ∈ V a ·̆x = (a ◦ 1L(G))◦̆x,

∀w ∈ W a ·́w = (a ◦ 1L(G))◦́w.
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No šejienes

(a ·̆x)ϕ = ((a ◦ 1L(G))◦̆x)ϕ = ((a ◦ 1L(G))◦́(xϕ)) = a ·́ (xϕ).

Tā kā ϕ : V → W ir L(G)–moduļu izomorfisms, tad ϕ ir bijekcija un

(x+̆y)ϕ = xϕ+́yϕ.

Tā rezultātā vektoru telpas V un W ir izomorfas. Turklāt

xϕΨ(σ) = (xϕ)Ψ(σ) = bσc◦́xϕ = (bσc◦̆x)ϕ

= (xΦ(σ))ϕ = xΦ(σ)ϕ.

Tas noz̄ımē, ka ∀σ Φ(σ)ϕ = ϕΨ(σ), proti, diagramma (D3) ir komutat̄ıva
visiem σ ∈ G. Tātad reprezentācijas

Φ : G → Aut(V ), Ψ : G → Aut(W )

ir ekvivalentas.

8.5. Ciklisku grupu reprezentācijas

8.5.1. Piemērs. Pieņemsim, ka C3 ir trešās kārtas cikliska grupa. Mūsu
mērķis: atrast visas š̄ıs grupas viendimensionālās reprezentācijas pār reālo
skaitļu lauku R.

Ņemot vērā otrajā paragrāfā izklāst̄ıto, mums jāatrod homomorfismi

Γ : C3 → R∗.

Grupa C3 sastāv no 3 elementiem, teiksim e, kas ir grupas C3 neitrālais
elements, un vēl kāda elementa σ. Tā kā C3 ir cikliska trešās kārtas grupa,
tad

C3 = {e, σ, σ2},
turklāt σ3 = e.

Pieņemsim, ka Γ ir homomorfisms, kas atbilst grupas C3 viendimen-
sionālai reprezentācijai pār reālo skaitļu lauku, tad Γ(e) = 1. Pieņemsim,
ka Γ(σ) = c ∈ R∗, tad

1 = Γ(e) = Γ(σ3) = Γ(σσσ) = Γ(σ)Γ(σ)Γ(σ) = ccc = c3.
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Reālo skaitļu laukā vienādojumam c3 = 1 ir tikai viena sakne: 1. Esam
ieguvuši tikai vienu homomorfismu:

C3 e σ σ2

Γ 1 1 1

Tā kā reālo skaitļu laukā vienādojumam c3 = 1 ir tieši viena sakne, tad citu
homomorfismu nav.

Homomorfismam Γ atbilst triviālā reprezentācija

C3 e σ σ2

Φ IV IV IV

kur V ir patvaļ̄ıga viendimensionāla vektoru telpa pār reālo skaitļu lauku R,
un citu cikliskās grupas C3 reprezentāciju pār reālo skaitļu lauku R nav.

Aina krasi izmainās, ja lauka R vietā aplūkojam lauku C. Komplekso
skaitļu laukā vienādojumam c3 = 1 ir tr̄ıs saknes: 1 un

e
2πi
3 = cos

2π

3
+ i sin

2π

3
= −1

2
+

√
3

2
i ,

e
4πi
3 = cos

4π

3
+ i sin

4π

3
= −1

2
−
√

3

2
i .

Tagad esam ieguvuši tr̄ıs homomorfismus:

C3 e σ σ2

Γ1 1 1 1

Γ2 1 −1
2

+
√

3
2

i −1
2
−

√
3

2
i

Γ3 1 −1
2
−

√
3

2
i −1

2
+

√
3

2
i

Atz̄ımēsim, ka homomorfismam Γ1 mūsu gad̄ıjumā atbilst triviāla grupas C3

reprezentācija, savukārt homomorfismiem Γ2 un Γ3 atbilst prec̄ızas grupas
C3 reprezentācijas.

Visumā jau lietojumos pētnieki nemı̄l operēt ar citiem laukiem, taču šai
gad̄ıjumā ar̄ı fiziķi ir samierinājušies ar nepieciešamı̄bu izmantot komplekso
skaitļu lauku.
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8.5.2. Piemērs. Pieņemsim, ka Cn ir n–tās kārtas cikliska grupa. Mūsu
mērķis: atrast visas š̄ıs grupas viendimensionālās reprezentācijas pār kom-
plekso skaitļu lauku C.

Mēs sekosim iepriekšējā piemērā izklāst̄ıtajai shēmai. Pieņemsim, ka
σ ∈ Cn ir š̄ıs grupas veidotājelements (Defin̄ıcija 3.8.4), tad

Cn = {e, σ, σ2, . . . , σn−1},

turklāt σn = e. Pieņemsim, ka Γ ir homomorfisms, kas atbilst grupas Cn

viendimensionālai reprezentācijai pār komplekso skaitļu lauku, tad Γ(e) = 1.
Pieņemsim, ka Γ(σ) = c ∈ C∗, tad

1 = Γ(e) = Γ(σn) =
(
Γ(σ)

)n
= cn.

Komplekso skaitļu laukā vienādojumam cn = 1 ir n dažādas saknes:

ζk ↽ e
2πki

n , k ∈ 0, n− 1.

Esam ieguvuši n homomorfismus Γk : Cn → C∗:

Cn e σ σ2 . . . σn−1

Γ0 1 1 1 . . . 1
Γ1 1 ζ1 ζ2

1 . . . ζn−1
1

Γ2 1 ζ2 ζ2
2 . . . ζn−1

2

· · · · · · · ·
Γn−1 1 ζn−1 ζ2

n−1 . . . ζn−1
n−1

8.6. Regulāras reprezentācijas

Pieņemsim, ka 〈L,L(G), +, ·,⊕, ◦,¯〉 — grupas G algebra pār lauku L.
Ja algebru L(G) mēs uztveram tikai kā gredzenu, tad L(G)L(G) ir L(G)–
modulis. Šim modulim 〈L(G), L(G),⊕,¯,⊕,¯〉 atbilst (Apgalvojums 8.3.7)
vektoru telpa

〈L,L(G), +, ·,⊕, ·̆ 〉,
kur saskaņā ar formulu (8.3)

a ·̆ f ↽ (a ◦ 1L(G))¯ f = a ◦ f.
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Tātad
〈L,L(G), +, ·,⊕, ·̆ 〉 = 〈L,L(G), +, ·,⊕, ◦〉 ⇁ RL(G).

ModulimRL(G) atbilstošā reprezentācija Ψ definējama ar vienād̄ıbu (Ap-
galvojums 8.3.8)

Ψ(σ)(f) ↽ bσc ¯ f. (8.4)

8.6.1. Apgalvojums. Ja G ir n–tās kārtas grupa, tad Ψ ir n–dimen-
sionāla reprezentācija.

2 Saskaņā ar Defin̄ıciju 8.2.1 mums jāparāda, ka vektoru telpas RL(G)
dimensija dimRL(G) = n.

Pieņemsim, ka f ∈ L(G), tad f ir izsakāms izskatā

f =
∑
σ∈G

baσσc =
∑
σ∈G

aσ ◦ bσc.

L̄ıdz ar to dimRL(G) ≤ |G| = n.
Pieņemsim, ka G = {σ1, σ2, . . . , σn} un

0L(G) = a1 ◦ bσ1c ⊕ a2 ◦ bσ2c ⊕ . . .⊕ an ◦ bσnc =
n∑

i=1

baiσic.

Tā kā

0L(G) =
n∑

i=1

b0σic

un katram f ∈ L(G) eksistē (Apgalvojums 6.7.6) viena vien̄ıga reprezentācija
izskatā f =

∑n
i=1bbiσic, tad visi ai = 0. L̄ıdz ar to vektori

bσ1c, bσ2c, . . . , bσnc

ir lineāri neatkar̄ıgi. Tas noz̄ımē, ka dimRL(G) ≥ n.

8.6.2. Defin̄ıcija. Grupas G reprezentāciju Ψ, kas definēta saskaņā ar
formulu (8.4), sauc par regulāro reprezentāciju.
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8.6.3. Piemērs. Cikliskās grupas C4 regulārā reprezentācija pār reālo
skaitļu lauku R. Pieņemsim, ka C4 = {e, σ, σ2, σ3}, kur e ir grupas C4

neitrālais elements un σ4 = e, tad vektoru telpas

〈R,R(G), +, ·,⊕, ◦〉
bāze ir

{bec, bσc, bσ2c, bσ3c}
un saskaņā ar formulu (8.4) grupas C4 regulārā reprezentācija Ψ definējama
ar vienād̄ıbu

Ψ(τ)(f) ↽ bτc ¯ f .

No šejienes

Ψ(σ)(bec) = bσc, Ψ(σ)(bσc) = bσ2c,
Ψ(σ)(bσ2c) = bσ3c, Ψ(σ)(bσ3c) = bσ4c = bec.

Tagad pievēršoties formulai (8.1) iegūstam

O
|| Ψ(σ) || ↽




0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0


 .

Pārejās matricas aprēķināmas no
O
|| Ψ(σ) ||:

O
|| Ψ(σ2) || =

O
|| Ψ(σ)Ψ(σ) || =

O
|| Ψ(σ) ||

O
|| Ψ(σ) || =




0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0


 ;

O
|| Ψ(σ3) || =

O
|| Ψ(σ2)Ψ(σ) || =

O
|| Ψ(σ2) ||

O
|| Ψ(σ) || =




0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0


 ;

O
|| Ψ(e) || ↽




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 .
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8.6.4. Apgalvojums. Viendimensionālas triviālas reprezentācijas L(G)–
modulim V eksistē izomorfs moduļa L(G)L(G) apakšmodulis tad un tikai tad,
ja grupa G ir gal̄ıga.

2 Vispirms noskaidrosim, kā izskatās triviālās reprezentācijas modulis.
Pieņemsim, ka 〈L, V, +, ·, +̆, ·̆ 〉 ir reprezentācijas Φ telpa, tad triviālā repre-
zentācija Φ ir vektoru telpas V identiskais attēlojums IV , proti,

∀σ ∈ G Φ(σ) = IV .

Tā rezultātā
bσc◦̆x ↽ Φ(σ)(x) = IV (x) = x.

Ja f =
∑
σ∈G

baσσc, tad

f ◦̆x ↽
∑
σ∈G

bσc◦̆(aσ ·̆x) =
∑
σ∈G

aσ ·̆x.

L̄ıdz ar to, ja 〈L,L(G), +, ·,⊕, ◦,¯〉 ir grupas G algebra, tad triviālās repre-
zentācijas Φ modulis ir

〈L(G), V,⊕,¯, +̆, ◦̆ 〉.
Tā kā 〈L, V, +, ·, +̆, ·̆ 〉 ir viendimensionāla vektoru telpa, tad

∃v ∈ V L(v) = V.

Tā rezultātā
∀x ∈ V ∃a ∈ L x = a ·̆ v.

⇐ Pieņemsim, ka G ir gal̄ıga grupa un

ψ : V →L(G) L(G) : a ·̆ v 7→ a ◦
∑
σ∈G

bσc.

Parād̄ısim, ka ψ ir L(G)–moduļu monomorfisms. Pieņemsim, ka y ∈ V ,
tad eksistē tāds b ∈ L, ka y = b ·̆ v. No šejienes

ψ(x+̆y) = ψ(a ·̆ v+̆b ·̆ v) = ψ((a + b) ·̆ v) = (a + b) ◦
∑
σ∈G

bσc

= a ◦
∑
σ∈G

bσc ⊕ b ◦
∑
σ∈G

bσc = ψ(x)⊕ ψ(y).

ψ(f ◦̆x) = ψ(
∑
σ∈G

aσ ·̆x) =
∑
σ∈G

ψ(aσ ·̆ x) =
∑
σ∈G

ψ(aσ ·̆ a ·̆ v)

=
∑
σ∈G

ψ((aσa) ·̆ v) =
∑
σ∈G

(aσa) ◦
∑
τ∈G

bτc;
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f ¯ ψ(x) =
(∑

σ∈G

baσσc
)¯

∑
τ∈G

baτc =
∑
σ∈G

∑
τ∈G

b(aσa)στc

=
∑
σ∈G

(aσa) ◦
∑
τ∈G

bτc.

Tātad
ψ(x+̆y) = ψ(x)⊕ ψ(y) un ψ(f ◦̆x) = f ¯ ψ(x),

t.i., ψ : V →L(G) L(G) ir L(G)–moduļu homomorfisms.
Pieņemsim, ka x 6= y, tad a 6= b. No šejienes

ψ(x) =
∑
σ∈G

baσc
A6.7.6

6=
∑
σ∈G

bbσc = ψ(y).

Tātad ψ ir injekcija. L̄ıdz ar to L(G)–modulis V ir izomorfs L(G)–modulim
L( ∑

σ∈G

bσc).
⇒ Pieņemsim, ka

ϕ : V →L(G) L(G)

ir L(G)–moduļu homomorfisms un ϕ(x) =
∑
τ∈G

bbττc, tad

ϕ(bσc◦̆x) = bσc ¯ ϕ(x) = bσc ¯
∑
τ∈G

bbττc =
∑
τ∈G

bbτ (στ)c.

No otras puses bσc◦̆x = x, tāpēc ϕ(bσc◦̆x) = ϕ(x), t.i.,

∑
τ∈G

bbτ (στ)c =
∑
τ∈G

bbττc =
∑
τ∈G

bbστ (στ)c.

Tas noz̄ımē, ka
∀τ ∈ G ∀σ ∈ G bτ = bστ .

Speciālā gad̄ıjumā

∀σ ∈ G be = bσ, (8.5)

kur e ir grupas G neitrālais elements. No šejienes

ϕ(x) =
∑
τ∈G

bbττc =
∑
σ∈G

bbσσc (8.5)
=

∑
σ∈G

bbeσc = be ◦
∑
σ∈G

bσc.
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Ja G ir bezgal̄ıga grupa, tad
∑
σ∈G

bσc /∈ L(G), tāpēc be = 0. L̄ıdz ar to

∀x ∈ V ϕ(x) = 0L(G).

Tā kā 〈L, V, +, ·, +̆, ·̆ 〉 ir viendimensionāla vektoru telpa, tad v 6= 0V . Tas
demonstrē, ka ϕ : V →L(G) L(G) nav monomorfisms.
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