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Ievads

Automatu teorija parstav vadibas sistéemu teorijas nodalu, kas peta matema-
tiskus modelus, kuri parveido diskrétu informaciju. Sos matematiskos modelus
sauc par automatiem. No zinama redzes viedokla $adi parveidotaji ir gan realas
ierices (skaitlosanas ierices, elektroniska aparatiira), gan abstraktas sistemas
(matematiskas maginas, aksiomatiskas teorijas). Raksturiga So parveidotdju
Tpasiba ir funkcionesanas diskrétums un to aprakstoso parametru vertibu gali-
gums.

Automatu teorija radas divdesmita gadsimta vidu, sakara ar galigu au-
aplukojot dazadus galigu automatu visparinajumus. Galigu automatu var rak-
sturot ka ierici ar ieejas un izejas kanaliem. ST ierice katra no diskrétiem lai-
ka momentiem (takts momentiem) atrodas viena no galiga skaita stavokliem.
Katra takts momenta pa ieejas kanalu iericé ienak ieejas signali (parasti no
kadas galigas signalu kopas) un tai pasa laika ierices izejas kanala paradas ize-
jas signali. Automata funkcionésanu raksturo ar likumu, kas norada stavoklu
mainu nakoSaja takts momenta, ka arT ar likumu, kas nosaka izejas signala
vertibu.

Apzimejumi

- — negacija,

VvV — disjunkcija; dal€ji sakatrtota kopa suprems,

A —  konjunkcija; daleji sakartota kopa infims; & —  konjunkcija,
= — implikacija, < — ekvivalence,

4 —  eksistences kvantors, V¥V — universalkvantors,

dzy P(x,y) ir formulas 3z Jy P(x,y) saisinats pieraksts,

Jzy € A P(x,y) ir formulas Jzy (a: ceANyeAN Pz, y)) saisinats pieraksts,
Vay P(x,y) ir formulas Va Vy P(z,y) saisinats pieraksts,

Vay € A P(x,y) ir formulas

Vzy (x EANYyeA = P(:c,y)) salsinats pieraksts,

x € X — elements x pieder kopai X jeb x ir kopas X elements,
ACB — kopa A ir kopas B apakskopa,



e

AUB, ANB, A\ B — kopu A un B apvienojums, §kélums, starpiba,
=, = — vienadibas saskana ar definiciju,

IL,n={12,...,n}; k,n={k,k+1,...,n}, te k <n,

Z — veselo skaitlu kopa, Z, = {z|z€Z ANz >0}, N=7Z,U{0},

Ny — kopas N apjoms, ¢ — realo skaitlu kopas R apjoms,

<x7y> ~ (x,y) ~ {{‘T}’ {x,y}},

T1%2 .. Ty = (T1, T2y 2n) = (X1, 22, .., Tp_1),Tpn), u”,

A x Ao x ... x Ay = {(x1, 22, ..., x5) | Vi€ I,n (z; € Ai)},

An’ |u|7 |u|7)7

Fizey X —onY, X—asY, [:XoV, XLy,
Dom(f) = {z|eY (f:xz—y)}, Ran(f)={ylIre X (f:z—y)}

pr;0, Pr;g,

f: X=>Y f: XY,

AT, N, AF

a~b — skaitlis b ir skaitla a daudzkartnis, vai ar1
vards a ir varda b dalitajs,

atb — skaitlis b nav skaitla @ daudzkartnis, vai art

vards a nav varda b dalitajs,
D(ay,az,...,a,) = {qlVi € 1,n ¢\ a;},

Id(ay,asz,...,a,) = maxD(ay,as,...,a,),

md(ay,as,...,a,) — skaitlu aj,as,...,a, mazakais kopigais dalamais,

a =b(modm) — skaitli ¢ un b ir kongruenti péc modula m,

O — pieradijjuma sakums,

B — pieradijuma beigas;

= — implikacijas zimi pieradijuma sakuma mes izmantojam, lai noraditu,
ka tagad sakas teorémas nepiecieSama nosacijuma pieradijums,

< — $So zimi pieradijjumos meés izmantojam, lai noraditu, ka tagad sakas
teoremas pietiekama nosacijuma pieradijums.

L2.7.2 y I S _ . . . _ -
= So apzimejumu pieradijumos mes izmantojam, lai noraditu, ka

vienadibas pamatotiba balstas uz lemmu 2.7.2 (saprotams, ka lemmas 2.7.2
vieta var bt jebkura cita lemma, apgalvojums, teoréma, formula, utm.).

1. Vairakskiru algebras

Kopu {{z},{z,y}} sauc par elementu z € X un y € Y sakartotu pari un
lieto apzimejumu (z,y) vai (z,y). Pari ((z1,22,...,Tn_1),%,), kur Vi € 1,n
(z; € A;) sauc par n-dimensionalu korteZu par kopam Aq, As, ..., A,. Turpmak
n-dimensionala korteza apzimesanai lietosim pierakstu (x1,x2,...,z,). Par
kopu Ay, Ao, ..., A, Dekarta reizinajumu sauc visu n-dimensionalo kortezu kopu
par kopam Aq, As, ..., Ay, t.i.,

Al x Ay x ... x A, = {(I1,$27...,In)|\7i61,7n($i GAz)}
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Ja A=A, =A;=...= A,, tad lieto arT pierakstu A” = A; x Ay x ... xX A,.
Kopas Ay x Ay X ... x A, apakskopu ¢ medz saukt arT par n-vietigu atticksmi,
kas definéta kopa A; x As X ... x A,. Sai situacija kopu 4;, i € I,n, sauc par
attieksmes g i-to projekciju un lieto apzimejumu A; = pr;o.

Trijnieku f = (XY, F), kur FF C X x Y sauc par attelojumu jeb funkciju,
ja visiem kopas F elementiem (x,y), (z,z) ir speka vienadiba y = z. Kopu X
sauc par attelojuma f starta jeb izejas kopu, Y — par finisa jeb ieejas kopu,
F sauc par grafiku. Ja (x,y) € F, tad lieto pierakstu f(z) =y jeb f : z — y.

Visparigs pieraksts f: X —— Y (lieto arT pierakstu X —cJ>c—> Y) norada, ka f ir
attelojums ar starta kopu X un finisa kopu Y.

Kopu Dom(f) = {z |3y € Y (f :  — y)} sauc par attélojuma f: X —o— Y
definicijas apgabalu. Savukart kopu Ran(f) = {y|3z € X (f : © — y)} sauc par
attelojuma f vertibu apgabalu. Attelojumu f : X —o— Y sauc par visur definétu
attélojumu, ja Dom(f) = X. Sai gadijuma médz lietot vienu no apziméjumiem

fiX—Y wai XLy
Preteéja gadijuma attélojumu f : X —o— Y sauc par daléji definetu, proti, ja
Jr € X ¢ Dom(f).

Visur definétu attelojumu g : X7 X Xo X ... x X,, — X, 11 sauc arT par n-vietigu
algebrisku operaciju. Sai situacija kopu X;, i € 1,n + 1, sauc par operacijas g
i-to projekciju un lieto apzimejumu X; = pr;g.

Attelojumu f : X —o— Y sauc par sirjekciju un lieto apzimejumu f : X — Y,
ja Ran(f) =Y. Attelojumu f sauc par injekciju un lieto apziméjumu f : X —
Y, ja dazadiem elementiem x1, xo atbilst dazadi yq,ys, t.i.,

V(z1,22) € X? [11 # 2 = f(a1) # f(2)].
Ja algebriska operacija h : X — Y ir gan sirjekcija, gan injekcija, tad to sauc
par bijekciju.
Trijnieku (K, O, A) sauc par n-sugu ($kiru) algebrisku sistemu, ja

(i) K ={K1,Ks,...,K,}, kur K;, i € 1,n, ir dazadas netuksas kopas,

(i) O ir algebrisku operaciju o; : X; x Xy x ... x X — Y kopa, kur

Viel,k(i)(X; e K),kaarlY € K,

(iii) A ir dazadu attieksmju o; € X; x Xp X ... x X,,(;) kopa, kur

Viel,m@i) (X, € K),
(iv) Viel,n[Joe O3 (K; = pr;o) V 3o € A3j (K; = pr;o0)].
Ja kopas O un A ir galigas, un nerodas parpratumi, piemeéram,
O ={oy,09,...,0p}, A={01,09,...,0m}, tad (K,O, A) vieta lieto pierakstu

(K1,Ka,...,K,;01,09,...,0k; 01,02, ---,0m)- Ja O =0, tad algebrisko sistemu
sauc par modeli, ja turprett A = (), tad — par algebru. Sai situacija (K, O, A)



vieta attiecigi lieto pierakstu (K, A) vai (K, O), vai arT attiecigi
<K1,K2, PO ,Kn; 01,02,---, Qm> vai <K1,K2, .o ,Kn;ol,OQ, ey Ok>~

Tr1s skiru algebru (@, A, B; o, ) sauc par Milija masinu, ja Q, A, B — galigas
netuksas kopas, Q x A > Qun Q x A % B. Kopu @ sauc par masinas iekséjo
stavokju kopu, A un B attiecigi — par ieejas un izejas alfabétiem. Kopu A un B
elementus sauc par burtiem. Operacijas o un * attiecigi sauc par parejas un ize-
jas funkcijam. Parasti Milija masimas apzimeSanai lietosim pierakstu (@, A, B)
atklata veida nenoradot operacijas o un .

Tiis skiru algebru (Q, A, B; qo, o, *) sauc par inicialu Milija masinu, ja qo € Q
un (@, A, B; o, %) ir Milija masina. Inicialas Milija masinas apziméSanai parasti
lietosim pierakstu (Q, A, B; qp) atklata veida nenoradot operacijas o un .

Mes biezi aprobezosimies ar terminu masina (attiecigi iniciala masina) ar to
saprotot Milija maSinu (attiecigi inicialu Milija masinu).

2. Pusgrupas

Algebru (S, 0) sauc par grupoidu, ja o ir divvietiga algebriska operacija
S xS 3 S. Ka tas parasti pienemts, arl mes Sai situacija, teiksim: kopu
S sauc par grupoidu, ja taja defineta divvietiga operacija S x S — S. Sada
izteiksmes forma ir visparpienemta, ja definé vienas Skiras algebrisku sistemu.
Grupoidu S sauc par pusgrupu, ja taja izpildas aksioma

(zy)z = x(yz) .

Ka parasti sadas situacijas operacijas simbols un universalkvantori netiek lietoti,
bez tam klusu ciesot pienemts, ka (z,y, z) € S3. Pusgrupas S elementu \ sauc
par neitralo elementu, ja visiem kopas S elementiem x izpildas nosacijums

AL =2 =TA\.

Dazkart neitralo elementu sauc par wvienibas elementu vai nulli. Pusgrupu ar
neitralo elementu sauc par monoidu. Tipisks monoida piemérs ir dotas kopas A
visu parveidojumu pusgrupa T'(A). Visur definétu attelojumu o : A — A sauc
par kopas A parveidojumu. Jebkurus divus kopas A parveidojumus o; un oy
var sareizinat, t.i., ja oy : A — Aun oy : A — A ir kopas T'(A) elementi, tad
o109 ir kopas T'(A) elements, kas definéts ar nosacijumu

Vo € A x(o102) = o2(v0o1) = o2(01(x)) .

So operaciju médz saukt par attelojumu kompoziciju (lieto arT terminu reizina-
dana). Monoida T'(A) neitrala elementa apzimesanai lietosim pierakstu I4. Ja
neradisies parpratumi, tad aprobezosimies ar pierakstu I.
Attelojumu f : S — S’ sauc par pusgrupas S morfismu (homomorfismu)
pusgrupa S’, ja
Vavy fzy) = f(2)f(y).
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Morfismu f sauc par epimorfismu, ja tas ir sirjekcija; injektivu morfismu sauc
par monomorfismu; bijektivu — par izomorfismu. Ja M = M’, tad morfismu
sauc par endomorfismu. Bijektivu endomorfismu sauc par automorfismu.
Pusgrupu morfismu f : M — M’ sauc par monoidu morfismu (homomorfis-
mu), ja f(A) = N, kur A un X\ attiecigi — monoidu M un M’ neitralie elementi.
Algebru (S, K, o,-) sauc par pusgrupas S iedarbibu uz kopu K no kreisas
puses, ja

(i) (S,-) — pusgrupa,
(i) Sx K > K,
(iii) V(a,b) € S?Vz € K (a-b)ox =ao (box).

Ja nerodas parpratumi, tad aksiomu (iii) pieraksta §adi: (ab)z = a(bz), t.i.,
nelieto operaciju simbolus: nedz punktu (-), nedz apliti (o).

Ja (S, K, 0, ) ir S iedarbiba uz K no kreisas puses, tad, izmantojot operacijas
-un o, kopu S x K var sekojosi parverst par pusgrupu (S x K, ®). Pienemsim, ka
(a,z) un (b,y) ir kopas S x K elementi, tad operaciju (S x K)x (Sx K) 3 Sx K
defingjam ar nosactjumu (a,x) ® (b,y) = (a - b,a o y). Lidzgi ka ieprieks, ja
nerodas parpratumi, tad operaciju simbolus nelieto. Ta rezultata iegtstam
pierakstu (a, z)(b,y) = (ab, ay).

2.1. Lemma. (S x K,®) ir pusgrupa.

O Mums japarliecinas, ka operacija ® ir asociativa. Pienemsim, ka (a, x), (b, y),
(¢,z) ir kopas S x K elementi, tad (a,z)[(b,y)(c,2)] = (a,z)(bc,bz) =
(a(be),a(bz)). Savukart [(a,z)(b,y)](c,z) = (ab,ay)(c,z) = ((ab)e, (ab)z) =
(a(be), a(bz)) = (a,2)[(b,y)(c, 2)] . m

2.2. Lemma. Pusgrupa T'(Q) iedarbojas uz Fun(Q,B) no kreisas puses, kur
f
Fun(Q. B) = {f1Q - BY.

O Pienemsim, ka o1 un o9 ir kopas T(Q) elementi, f € Fun(Q, B) un ¢ € @, tad
q((o102) f) = f(q(o102)) = f(02(01(q))). Savukart q((o1(02f)) = (02f)(g01) =
(02f)(01(q)) = 01(q)(02f) = f(o2(01(q))). Ta rezultata (o102)f = o1(o2f). ®

2.3. Apgalvojums. S(Q,B) = T(Q) x Fun(Q, B) ir pusgrupa, kur pus-
grupas operacija ir defineta ar nosacijumu (o1, f1)(o2, f2) = (0102,01f2).

O Abas ieprieksejas lemmas sniedz §T apgalvojuma pieradijumu. B

Pienemsim, ka A ir galiga kopa, ko turpmak sauksim par alfabetu, bet
kopas A elementus par — burtiem. Katru kopas AT = [J 2, A" elementu
u € AT sauc par alfabeta A netuksu vardu. Pienemsim, ka v = (u1,us, - .., ug),
v = (v1,v2,...,0y) ir alfabéta A netuksi vardi, tad u#v=
(Up, ULy ey Uk, U1, U2y ey Upy)- So kopa A* defineto operaciju sauc par konka-
tenaciju. Ta ka (u#v)#w = u#(v#w) visiem alfabéta A netuksiem vardiem



u,v,w, tad (AT #) ir pusgrupa. So pusgrupu sauc par kopas A veidoto briwo
pusgrupu AT,
Pienemsim, ka A ¢ AT un A* = ATU{\}, tad kopu A* var sekojosi parverst
par monoidu:
AN = A, Mu = u = u#).

So monoidu sauc par kopas A veidoto brivo monoidu A*. Kopas A* elementus
sauc par vardiem, A — par tukso vardu. Ka tas tradicionali pienemts, ja nerodas
parpratumi, tad konkatenacijas operaciju izlaiz un lieto pierakstu uv = u#v,
bez tam ujug ... ur = (U1, U9, ..., ug). Jau =1u; = ug = ... = uy,, tad lieto
arT pierakstu u” = uius ... U,. Savukart u® = \.

Pienemsim, ka u € A™, tad skaitli n sauc par varda u garumu, ko turpmak
apzimeésim ar |u|. Saskana ar definiciju pienemsim, ka |A\| = 0.



1. nodala

Vardil un to virknes

1.1. Valodas

1.1.1. Definicija. Vardu v € A* sauc par varda w € A* dalitaju, ja eksiste
tadi u € A* un v’ € A*, ka w = vwvu'. Sai situacija vardu u sauc par priedekli,
bet w' — par piedekli.

Varda w € A* visu dalitaju kopu apzimesim ar F(w), attiecigi visu priedeklu
kopu — ar Pref(w), bet visu piedeklu kopu — ar Suff(w).

1.1.2. Definicija. Kopas A* patvaligu apakskopu L sauc par valodu alfabeta
A. Ja kopa L ir galiga, tad valodu L sauc par galigu valodu; lidzigi, ja L ir
bezgaliga kopa, tad valodu L sauc par bezgaligu valodu.

Kopu F(L) = U,er F(w) sauc par valodas L dalitaju kopu. Attiecigi
kopas  Pref(L) = (J,cp Pref(w) un Suff(L) = (U, Suff(w) sauc par
valodas L priedekju un piedekju kopam.

Piegemsim, ka L — valoda alfabeta A, tad L€ = A*\ L sauc par valodas L
papildinajumu. Ja L1, Ly — valodas, tad L1 U Lo, L1 N Lo un Ly \ Lo attiecigi
sauc par valodu L; un Ly apvienojumu, Skelumu un starpibu. Kopu

LiLy = {ww|u € Ly Av € Ly}

sauc par valodu Ly un Ly reizinajumu. Ja u € A* un L ir valoda alfabeta A,
tad

ul = {u}L un L{u}= Lu.
Valodas L n-to pakapi, kur n € N, definé induktivi
L=\ L""'=LL",

9
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turklat parasti lieto sadus apzimejumus

L+

1

ut = {u}¥,

L* = = {)\} U L+, = {u}*

G Ln’
n=1
e
n=0

1.2. w-vardi

1.2.1. Definicija. Visur definétu attelojumu x : N — A sauc par alfabéta
A w-vardu.

Ja neradisies parpratumi w-vardus sauksim vienkarsi par vardiem. Mes lietosim
sadus apzimejumus: x; = xfi] = x(i), = () = X1 ... Ty ...
Alfabéta A visu w-vardu veidoto kopu turpmak apzimésim ar A“.

1.2.2. Definicija. Alfabeta A w-vardu uxr = uius ... UETQL] ... Ty ... SQUC
par vardu u = uiusg . ..up € A* un x € A¥ konkatenaciju. Vardu w € A* sauc
par varda © € A¥ dalitaju, ja eksiste tadi v € A* uny € A®, ka x = vwy. Sai
situacija vardu v sauc par priedekli, bet y — par piedekli.

Varda x € A visu dalitaju kopu apzimesim ar F(x), attiecigi visu priedeklu
kopu — ar Pref(x), bet visu piedeklu kopu — ar Suff(x). Varda x € A“ dalitaju
TmTmt1 - - - Tny, 0 < m < n, apzimésim ar x[m, n] vai [m,n + 1). Vienosimies,
ka x[m,n] = A, ja m > n. Gadijuma, ja m > 0, tad

x(m—1,n+1) = z(m —1,n] = z[m,n].

Savukart z(m,n] = z[m,n) = A, jam < n. Visbeidzot z(m,n) = A, jam <
n+ 1. Piedekli ,Zp41 ... Tpti- .. apzimésim ar x[n, 0o) vai x(n + 1, 00).

Indeksétu vardu z[m,n], m < n, sauc par varda w ieeju varda x € A¥, ja
w = z[m,n]. Sada veida meés uzsveram, ka mums ir svarigs ne tikai pats vards
w, bet ar1 paris (m,n), t.i., varda w atrasanas vieta w-varda z.

Pienemsim, ka v € A1, tad ar v apzimésim w-vardu v* = vv...v... So
vardu v sauc par periodisku vardu. Vardu x sauc par gandriz periodisku vardu,
ja eksiste tadi vardi u € A* un v € AT, ka 2 = wv®. Sai gadijuma |v| sauc par
periodu, bet |u| — par prieksperiodu.

1.2.3. Lemma. Katrai bezgaligai valodai L C A* eksiste tads w-vards
x € A¥, ka Pref(z) C Pref(L).

O Varda * = zgxy...T,... definicija induktiva. Nemsim vera, ka
L\{\} C AT =J,c4 0A*, tapec

L\N{A}=LnAT=Ln({Jad) = J(LNad").

a€A acA
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Ta ka alfabets A ir galiga kopa, bet L ir bezgaliga kopa, tad saskana ar Dirihlé
principu eksisté tads ag € A, ka L NagA* ir bezgaliga kopa. Tagad defingjam
ro = ap un Ly = L NxgA*.

Induktivais solis. Pienemsim, ka nodefineti burti xzg,z1,...,zr un kopa
Ly = LNxoxy ...z A", kas ir bezgaliga. Nemsim vera, ka

Li\{zory...7x} C xoxy...73AT = U Toxq ... TRaA*, tapec
acA
Li\{woz1... 2} = LpNzory... 2 AT = LN ( U ToTy ... TpaA")
a€A

U (Lk NxoTy - - .xkaA*).
acA

Ta ka alfabéts A ir galiga kopa, bet Ly, ir bezgaliga kopa, tad saskana ar Dirihlé
principu eksisteé tads a1 € A, ka Ly N xoxy ... zpar1 A* ir bezgaliga kopa.
Tagad definejam  zpy1 = agy1 un Ly = Ly Nxozy ... 2 Tp1 A% =
=LNzoxy...cpA* Nxo2y ... xkxk+1A* =LNzyxy.. ..rk.’L‘k+1A*.

Indukcijas pareja veikta pilniba. m

1.3. Priedeklu metrika
Pienemsim, ka A — alfabets, tad A = A* U A“.

1.3.1. Definicija. Attelojumu

d(u,v) = 0, ja u=uv;
1 27™ ja w# v A m=max{|w||w € Pref(u) N Pref(v)}

sauc par priedekiu metriku (attalumu) kopa A>.

1.3.2. Definicija. Morfismu ¢ : A* — B* sauc par nedzéso$u (noneras-
ing), ja ¢(AT) C BF.

Pienemsim, ka K kada patvaligi fikséta kopa. Attélojuma g : K — K
iteracijas mes definejam induktivi:
) ¢° =1
(i) 9" = gg™
Pienemsim, ka ¢ : A* — A* — nedzésoss morfisms, kam eksisté tads burts
a € A, ka
#(a) = au, kur ue At
No Sejienes
¢" " (a) = ¢" (au) = ¢"(a)" (u).
visiem n > 0. Tadejadi ¢"(a) ir varda ¢"+!(a) ists priedeklis. Lidz ar to virkne

(¢™(a)) konverge uz robezu, ko apzime ar ¢*(a), t.i.,

¢°(a) = lim ¢"(a).

n—oo



12 1. NODALA: VARDI UN TO VIRKNES

Sai gadTjuma saka, ka ¢* (a) ir w—vards, kas iegiits no burta a itergjot morfismu
¢. Vardu

t = 01101001 1001 0110...
sauc par Tue—Morsa vardu. Precizak, ¢t = 7¢(0), kur 7 : {0,1}* — {0,1}* ir
morfisms, kas definéts ar vienadibam

7(0) = 01, 7(1) = 10.

1.4. Morfismi

1.4.1. Definicija. Pienemsim, ka @ : A — B* ir visur definéts attélojums.
St attelojuma @ turpinajumu ¢ : A* — B sauc par morfismu, ja

o v:ua— p(u)pla) wvisiem (u,a) € A* x A;

o v:(z;) — (plx;)) wvisiem (x;) € A“.
Atzimesim, ka katram visur definetam attelojumam ¢ : A — B* eksisté viens
vienigs turpinajums ¢ : A — B, kas ir morfisms. ST iemesla de] turpmak
morfismu ¢ : A% — B sauksim par attélojuma ¢ : A — B* definéto morfismu.

Morfismu ¢ : A — B sauc par k-morfismu, ja tas ir visur definéta
attelojuma ¢ : A — B* turpinajums. Attelojumu ¢ : A% — B> sauc par
vienmerigu morfismu, ja eksiste tads k, ka Sis attelojums ¢ ir k—morfisms. 1-
morfismu sauc par literalu morfismu.

Skaitli

ol = max|p(a)l

sauc par morfisma ¢ normu. Morfismu ¢ sauc par k—ierobeZotu morfismu, ja
ol < k.

1.4.2. Apgalvojums. Katram morfismam ¢ : A® — B eksiste tadi mor-
.ﬁsmi f1> f27gl7927 ka

(i) f1, f2 ir 1-ierobezoti morfismi;
(ii) g1,92 ir nedzésodi morfismi;

(iii) diagramma

A% 9 B>
fi v fo
A% g2 o

ir komutativa.
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O Pienemsim, ka ¢ ¢ AU B. Izvéelamies C = AU B U {c}. Defingjam

{&jaﬂ®=k; {ﬂ@maﬂw#A;
A.

fl(a) S gl(a) —

a, ja pla) # a,  jaela) =\

o(a) = {07 jap(a) =X fala) = {)\, jaa=c; .

A
e(a), ja p(a) # A a, jaa#c.

1.5. Biideali

1.5.1. Definicija. Vardu x € A“ sauc par rekurentu, ja katrs ta dalitajs
ieiet taja bezgaligi daudz reizu. Vardu uwy, kur v € A* un y € A¥ sauc par
gandriz rekurentu, ja y ir rekurents vards.

Ar F*°(x) apzimesim visu to varda z dalitaju kopu, kuri taja ieiet bezgaligi
daudz reizu. Faktu, ka vards ir rekurents var izteikt ar vienadibu F*°(z) = F(x).
Pat vairak, ja vards z = uy ir gandriz rekurents un y ir ta rekurents piedeklis,
tad F°(z) = F(y). Ka secinajums no §T fakta izriet apgalvojums: visiem varda
x rekurentiem piedekliem ir vieni un tie pasi dalitaji.

1.5.2. Definicija. Vardu virkni vg,vi,...,Vn,... sauc par biidealu virkni,
ja Vi vip1 € v;A%v;.

1.5.3. Lemma. Vardu virkne vg,v1,...,Vn,... ir biidealu virkne tad un ti-
kai tad, ja eksiste tada vardu virkne ug, uq, ..., Upn,..., ka
Vo = |Uo,
Vitl = ViUit1Y;.

1.5.4. Sekas. Ja (v,) ir biidealu virkne, tad
Vm <mn v, € Pref(v,) N Suff(v,) .

Pienemsim, ka mums dota alfabeta A vardu virkne (u;);en, t.1., Vi u; € A*,
pie tam wug # A. Vardu virkni (v;) definesim induktivi:

Vo = Ug, Vitl = ViUir10;.

1.5.5. Definicija. Virknes v; robezu lim v; = = sauc par biidealu. Sai

1—00
situacija saka, ka virkne (u;) generée biidealu x jeb x ir virknes (u;) generéetais
biidals. Ja Vi |u;| <1, tad biidealu x sauc par l-ierobezotu biidealu. Biidealu
T sauc par terobeZotu biidealu, ja eksiste tads skaitlis 1, ka x ir l—ierobeZots
biideals. Biidealu x sauc par galigi generetu biidealu, ja

ImViVj (i = j (modm) = u; = uy).

Sai situacija saka, ka kortezs (uo, U1, ..., Um—1) genere biidealu x jeb x ir korteza
(ug, U1, ..., Um—1) generetais biideals. Mes teiksim, ka x ir m—generéts biideals,
ja eksiste tads m—dimensionals kortezs (ug,u1, ..., Um—1), kas generé biidealu
x.
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1.5.6. Lemma. Vards x € A“ ir rekurents tad un tikai tad, ja tas ir bi-
ideals.

O = Piegemsim, ka vards z ir rekurents. Virkni (u;) definésim induktivi.
Izvelamies ug = vg vienadu ar patvaligu netuksu varda x priedekli. Pienemsim,
ka mes jau esam konstrugjusi v; visiem ¢ < k un tie visi ir x priedekli. Ta ka
vards z ir rekurents, tad taja dalitajs vy ieiet bezgaligi daudz reizu, un atradisies
tada ta ieeja x[i, j] = vg, kas neskelas ar priedekli vy, tas ir, ¢ > |vg|. Izvelamies
Uk+1 = z[|vk|, 1), un tadejadi vi1 = x[0, j]. Skaidrs, ka 2 ir virknes (v;) robeza.

<« Pienemsim, ka x ir biideals un w ir patvaligs ta dalitajs. Ta ka zx ir
virknes (v;) robeza, tad eksiste tads k, ka w\vi. Ar indukciju var viegli paradit,
ka vards vjy; satur vismaz 2! varda vy, dazadu ieeju, un tatad arl vismaz tik
pat daudz w ieeju. Tadejadi, x ir rekurents. B

1.6. Sintaktiskais monoids

1.6.1. Definicija. Kopa K definétu divvietigu attiectbu E C K2 sauc par:
(i) refleksivu, ja Vx € K (z,z) € E;
(i) simetrisku, ja Vre KVye K [(z,y) € E= (y,z) € E];
(iii) antisimetrisku, ja Vr € K Vy € K [(z,y) € E A (y,z) € E = © = y|;
(iv) transitivu, ja Ve € KVye KVze K
[(z,y) € EA(y,2) € E= (2,2) € E].

Kopa K definetu attiecibu F sauc par ekvivalences tipa predikatu, ja ta ir
gan refleksiva, gan simetriska, gan transitiva. Parasti, ja E ir ekvivalences tipa
predikats, tad ta vieta, lai rakstitu (z,y) € E lieto pierakstu & =g y. Ja no
konteksta ir noprotams konkrets ekvivalences tipa predikats vai ar1 ta specifiskas
1pasibas nav butiskas, tad pieraksta x =g y vieta medz lietot pierakstu x = y.

Pienemsim, ka L ir valoda alfabeta A. Kopa A* definejam attiecibu = :

uzv(ﬁnyeA*(xuyeLc)xvyeL).
€

1.6.2. Apgalvojums. Attieciba = ir kongruence monoida (A*,#).
O (i) Vispirms paradisim, ka = ir ekvivalences tipa predikats.

e Ta ka
Vay € A*(zuy € L < azuy € L),

tad u = u.
e Pienemsim, ka v = v, tad
Vay € A*(zuy € L < avy € L).

No Sejienes
Vay € A*(avy € L & zuy € L).

Tatad u=v = v = u.
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e Pienemsim, ka v = v un v = w, tad
Voy € A*(zuy € L & avy € L)

un
Yoy € A*(avy € L & zwy € L).

No Sejienes
Vay € A*(zuy € L & zwy € L).

Tatadu=v A v=w=u=w.
(ii) Tagad konstatésim, ka = ir kongruence. Piegemsim, ka u = v, tad
Vay € A*(zuy € L & xvy € L).

No sejienes
Voy € A*(zwuy € L < zwoy € L)

un
Vay € A*(zuwy € L & zvwy € L),

kurw e A*. Tatadu=v A we€ A* = wu=wv A uw =vw. B
1.6.3. Definicija. Monoidu A*/ = sauc par valodas L sintaktisko monoidu.
Parasti Sai situacija lieto apzimejumu
synL = A%/ =.
1.6.4. Piemeri. (i) Ly = {\}.

Ja u # A\, tad Yoy € A* zuy € Li. No sejienes Vuv € AT u = v. Ta rezultata
valodas L sintaktiska monoida synl; Keli tabula ir

Te [A] = {A\} un 0 = A*.
(ii) Le = {ab}, kur A = {a,b}.

Ja utabun vtab, tad Yoy € A* (zuy & Lo N xvy & Lo). Atliek apskatt
visus ab dalitajus, proti,
A, a,b,ab.

o Ja A\ # u, tad \ab € Lo un uab & L.
e Jaa#u,tad ab € Ly un ub ¢ Lo.
e Jab#u,tad ab € Ly un au & Lo.
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e Ja ab # u, tad Aab € Lo un Au & L.

Tas nozime, ka [\] = {x € A* | A =z} = {\}, [a] = {a}, [b] = {b}, [ab] = {ab}.
Ta rezultata valodas Lo sintaktiska monoida synlL, Keli tabula ir

~ | Al fa] [b] [ab] O
AT fal 6] [ab] O
[@] | [a] O [ab] 0 O
Bl o 0o o0 o
[ab] | [ab] O O 0 0
0 0 0 0 0 0

Te 0 = AT\ {a,b,ab} = A* \ F(ab).
(iii) Ly = aA*, kur A = {a,b}.
e Ja a € Pref(u) N Pref(v), tad Yy € A* (uy € Ly A vy € Ls). No Sejienes
Vay € A* (zuy € Ly & xvy € L3).
o Ja b € Pref(u) N Pref(v), tad Yy € A* (uy ¢ Ls A vy & Ls). No Sejienes
Vay € A* (zuy € Ly & avy € L3).

e Jau € aA*, tad A\b ¢ Ls, bet ub € L.
Ja u € bA*, tad Aa € L3, bet ua ¢ Ls.

Ta rezultata valodas L3 sintaktiska monoida synLs Keli tabula ir

- [N [a] [b]
(A [A] [a] (]
[a] | la] [a] [a]
o] | 1o [o] o]

Te [A] = {A}, [a] = aA* un b =0bA*.

1.7. Sakartojums

1.7.1. Definicija. Modeli (D, D(<)) sauc par priekssakartojumu kopa D,
ja D(<) ir kopa D definéts refleksivs un transitivs predikats.

Lidzigi ka ekvivalences predikata gadijuma ta vieta, lai rakstitu (x,y) €
D(<), lieto pierakstu = < y vai arT y > x. Parasti Sai situacija saka:

— < ir kopas D priekssakartojums.

Tikpat labi medz ar1 teikt:

— < ir priek$sakartojums kopa D.

Loti biezi priekssakartojuma (D, D(<)) apzimésanai lieto pierakstu (D, <);
vel vairak, ja nerodas parpratumi, tad kopu D identifice ar priekssakartojumu
kopa D, proti, modeli (D, D(<)).
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1.7.2. Piemers. Kopa A* attieciba

uzv & |ul <
def

define priekssakartojumu. Ja A = {0,1}, tad 10 < 01 < 101.

1.7.3. Definicija. Kopas D priekssakartojumu < sauc par kopas D sakar-
tojumu, ja tas ir antisimetrisks.

Sai gadijuma kopu D sauc par dalgji sakartotu kopu (saka arT: ”sakartota
kopa’vai "kopa D uzdots (definéts) dalgjs sakartojums <”). Dalgji sakartotu
kopu gadijuma, ja z < y un x # y, médz lietot pierakstu x < y.

1.7.4. Piemers. Attieciba C, t.i, kopa A ir kopas B apakskopa, kopa

PX) ={AlAC X}
definé dalgju sakartojumu.

Ja Dy € D un Do(<o) = D(L)ND3, tad (Dy, Do(<p)) arl ir daleji sakartota
kopa. Sai gadijuma saka, ka kopas D sakartojums induce kopas D sakartojumu,

un saka, ka <g ir sakartojuma < inducetais sakartojums. Parasti s$ada gadijjuma
<o apzimesanai lieto to pasu pierakstu <.

1.7.5. Definicija. Sakartotu kopu D sauc par kedi (jeb lineari sakartotu
kopu), ja
Vee DVyeD(x<yVy<ux).
1.7.6. Piemers. (N, <) ir lineari sakartota kopa. Te
0<l<2<...<n<n+1<...
1.7.7. Definicija. Pienpemsim, ka (D1, =1) un (Da, <o) ir daleji sakartotas
kopas. Attelojumu v : D1 — Dgy sauc par izotonu attelojumu, ja visiem kopas
D1 elementiem x,y izpildas nosacijums:

x X1y =>v(z) 2 v(y).

Kopas Dy, Dy sauc par izomorfam daléji sakartotam kopam, ja eksiste tada
biyjekcija v : D1 — Do, ka visiem kopas D1 elementiem x,y izpildas nosacijums:

x 31y S ur) <2 u(y).

1.7.8. Definicija. Piepemsim, ka < ir alfabéta A linears sakartojums. Ko-
pas A* sakartojumu <;., sauc par kopas A* leksikografiko sakartojumu, ja

U <iex U £V € uAtT vV Jwu'v'I(a,b) € A% (a <b A u=wau' Av=wb).
e
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1.7.9. Piemers. Pienemsim, ka A = {0,1} un 0 < 1, tad
0 <gex 01 <jer 10 <jep 110 <jeq 111000.
Ieverojam, ka
0 <tew 0% <iea 0% <iea -+ <iew 0" <ieo -+ <iea 1,

t.i., pirms 1 ir bezgala daudz kopas A* elementu. STiemesla dél daleji sakartotas
kopas (N, <) un (A*, <j.,) nav izomorfas.

1.7.10. Definicija. Pienemsim, ka < ir alfabeta A linears sakartojms.
Kopas A* sakartojumu <1 sauc par alfabétisko sakartojumu, ja

U<1vfﬁ\u| <l VvV (Jul =|v] A u<pez v).
€

1.7.11. Sekas. Ja A ir galigs alfabéts, tad daleji sakartotas kopas
(N, <), (A*, <q) 4r izomorfas.

1.7.12. Definicija. Piepemsim, ka u = uou1 . ..Uy, kur visi u; ir alfabéta
A burti. Vardu kortezu
(uh,u?, ... uP)
sauc par varda u k-sadalijumu, ja
uitl — A, ja t= | 2] < 0;
Uiljy pWig 2k - - - Uittk, Ja 2> 0.

1.7.13. Piemeérs. Kortezs (11,11,0) ir varda 11011 3 sadalijums.

1.7.14. Definicija. Piepemsim, ka < ir alfabeta A linears sakartojms. Ko-
pas A* sakartojumu <j sauc par k—alfabetisko sakartojumu, ja

u<kv<i}u1u2...uk <1 vlv2...vk,
de

kur
1,2 k 1,2 k
(u,u, ..., u”) un (v,v%,...,0%)
ir attiecigi vardu u un v k-sadalyjums.

1.7.15. Sekas. Ja A ir galigs alfabets, tad jebkuram k daleji sakartotas
kopas (N, <), (A*, <y) ir izomorfas.

1.7.16. Piemers. Pienemsim, ka A = {0,1,a,b,c} ir lineari sakartots al-
fabéts: 0<l<a<b<e, tad

a0a0a0a0 <35 alalblal <3 a0a0b0bl <5 alalblb0 <5 b0a0b1bl,
jo
aaaa0000 <1 aaballll <7 aabb0001 <1 aabb0110 <; babb0011.

1.7.17. Definicija. Ja D C A*, tad kopas A* k—alfabétiskais sakartojums
induce kopas D sakartojumu, ko sauc par kopas D k—alfabetisko sakartojumu.

1.7.18. Sekas. Ja D ir bezgaliga kopa un D C A*, tad daleji sakartotas
kopas (N, <), (D, <g) ir izomorfas.



2. nodala

Regularas valodas

2.1. Regularas valodas

2.1.1. Definicija. Valodu L alfabeta A sauc par regularu, ja ta apmierina
kaut vienu no sekojosiem mosacijumiem:

() L

(i) L={\};

(i) L ={a}, kura € A;
(iv) ja Ly ir regulara valoda, tad L = L3 sauc par regularu valodu;

(v) ja L1 un Lo ir reqularas valodas, tad L = L1Lo sauc par reqularu valodu;
(vi) ja Ly un Ly ir regularas valodas, tad L = L1ULs sauc par reqularu valodu.

2.1.2. Piemeéri. Piepemsim, ka A = {0,1}.

~

0 ir requlara valoda;

2. X ir regulara valoda;
. {0} un {1} ir regularas valodas;
. {0}* ir regulara valoda.

3

4

5. Ta ka A= {0} U{1}, tad A ir regulara valoda.

6. Ta ka A ir regulara valoda, tad A* ir regqulara valoda.
7

. Ta ka {0}, {1} un A* ir regularas valodas, tad 0A* un 1A* ir reqularas
valodas.

8. Ta ka 0A* un 1A* ir reqularas valodas, tad AT = 0A* U 1A* ir requlara
valoda.

19



20 2. NODALA: REGULARAS VALODAS

Parasti lieto ertaku pierakstu, proti,
{a} vieta raksta a;
{a} U {b} vieta raksta a + b;
{a}{b} vieta raksta ab;
{a}* vieta raksta a*.

ArT mes, ja neradisies parpratumi, lietosim Sadu pierakstu. Ta Sajos ap-
ZIMEjumos

A = 0+1,

A* = (0+1),

04* = 0(0+1)%,

1A* = 1(041)%,

AT = 00+ 1)* +1(0+1)%

2.2. Automati

2.2.1. Definicija. Divu sugu algebru (Q, A, o) sauc par poligonu, ja
Q, A — galigas kopas un o ir attélojums Q x A = Q.

Kopas @ elementus sauc par stavokliem, pasu kopu Q — par ieksejo stavokju
kopu. Kopu A sauc par iecjas alfabétu. Attelojumu o sauc par parejas funkei-
ju. Visa & terminologija analoga Mili masiu gadijjumam. Arl turpmak 1pasi
neatrunajot lidzigas situacijas mes lietosim $o terminologiju.

Mes lietosim pierakstu

g4,

jagoa=q.

Attelojuma Q x A > Q paplasingjumu kopa Q x A* definé induktivi:

go\ = q, goua = (qou)oa
visiem (q,u,a) € Q x A* x A. Mes lietosim pierakstu
u
qd1 — 4n,

ja q1 ou = q,. Detalizetak tas izskatas Sadi:

al as as QAp—1
g1 —q2 — 43 — ... — (n,
pie nosacijuma, ka u = a1as...a,_1 un
g1oair =4qg2, q2°0a2 =4q3,...,4n—-190n-1 = {n-

. . - — . . u . ~ — .
Sai situacija mes teiksim, ka ¢; — g, ir cel$ ar pazimi u.
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2.2.2. Definicija. Divu sugu algebrisku sistemu (Q, A, qo,0, F) sauc par
automatu, ja

(i) (Q,A, o) — poligons;
(iii) FC Q.

Atzimesim, ka nosacijumu F' C @ iespgjams uztvert ka kopa ) definétu
unaru predikatu F', proti,

F(a)~p £ac F.
2.2.3. Definicija. Tris sugu algebru (Q,P(Q), A, o) sauc par nedeterminétu
poligonu, ja
(i) Q,A — galigas kopas;
(ii) PQ) ={Q"1Q" € Q};
(iii) o ir attélojums Q x A = P(Q).
Mes lietosim pierakstu
a>q,
ja ¢ € goa. Gadijuma ja u = ajas...a, un
G2 €¢10a1, g3 €¢200a2,...,4n € gn—1 0 dn-1,
mes lietosim pierakstu

ai a2 ag QAn—1 . _ u
Q1 —q2—4q3 — ... — (qnp Valall g1 — Qn-

Sai situacija mes teiksim, ka ¢ — ¢, ir cel$ ar pazimi u.
Attelojums Q x A > PB(Q) induce attelojumu P(Q) x A* = P(Q), proti,

Pol=P, Poa= U(poa), Poua= (Pou)oa
peEP

visiem (P, u,a) € P(Q) x A* x A. Turpmak lietosim pierakstu
Pouov= (Pou)ow.
2.2.4. Apgalvojums. VP € P(Q) Yuv € A* Pouv=Pououw.

O Jav=A\vaiv=a, kur a € A, tad apgalvojums tiesi seko no attelojuma
P(Q) x A* > P(Q) definicijas. Turpmakie spriedumi induktivi, pienemot, ka
vardam v garuma n apgalvojums ir speka.

P ouva

Pouvoa=(Pouov)oa=((Pou)ov)oa

= (Pou)ovoa=(Pou)ova=Pouova. W
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2.2.5. Apgalvojums. Vp' € (Pou)Ipe P p S p/

O Pienemsim, ka a € A, tad Poa = UpeP(po a). No sejienes, ja p’ € Poa,

tad 3pe P p € poa, t.i., eksisté cels p — p'.
Talakie spriedumi induktivi, pienemot, ka vardiem v garuma n apgalvojums
ir speka. Pienemsim, ka

p' € Poua=Pouoa.
Saskana ar tikko pieradito
Jge Pou g3 p.
Ta ka g € P ou, tad balstoties uz indukcijas piepémumu secinams
dpeP p N q.

Lidz ar to misu riciba ir cels p =5 p/, kur p € P. B
Piegemsim, ka P,, = (Q,PB(Q), 4, o) ir nedeterminéts poligons, tad

Pq = <m(Q)a A, ®>7

kur

Poa= oo,
qeP

ir determinets poligons.
2.2.6. Sekas. Yu e A* Pou=PQou

O Jaa € A, tad vienadiba Poa = P ®a izriet no Poa un P ® a definicijam.
Talakie spriedumi induktivi, pienemot, ka vardiem u garuma n sekas ir
speka. Pienemsim, ka
Pou=PQOu,

tad
Poua=(Pou)oa=(Pou)®a=(POu)®@a=PGua. M

2.2.7. Definicija. Tris sugu algebrisku sistemu (Q,PB(Q), 4,0, 5, F) sauc
par nedeterminétu automatu, ja

(i) (Q,B(Q), A,0) ir nedeterminets poligons;
(i) S < Q;
(ili) F C Q.

Kopu S sauc par sakuma stavokju kopu, bet F' — par akceptejoso stavokiu
kopu.
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2.2.8. Definicija. Tris sugu algebrisku sistemu (Q, P(Q), AU{A};0,S, F)
sauc par avotyu ja

(i) Q, A ir galigas kopas;
A ir tuk$ais vards;

(i)
) BQ) ={Q" Q" CQ};
)
v)

(iii
(iv) o ir attelojums Q X (A U {/\}) PB(Q):

(iv) SCQ un F C Q.

Lidzigi ka nedeterminétu automatu gadijuma kopu S sauc par sakuma stavokju
kopu, bet F' — par akceptejoso stavoklu kopu.

Attelojums @ x (AU{A\}) = PB(Q) induce attelojumu P(Q) x A* = P(Q),
proti,

Pol= U(po)\)UP, Poa—= U(poa), Poua= (Pou)oa
peEP peEP

visiem (P,u,a) € P(Q) x A* x A.
Mes lietosim pierakstu
a
q—=4q,
ja ¢’ € goa. Gadijjuma ja u = ajas...a, un

g2€q100a1, g3 €¢200a2,...,qn € n—1°an—_1,

mes lietosim pierakstu
an—1

al az as . — u
a1 —4q2—¢g3—... — (Gn Valarl g1 — gn.

N . — ee— — . . u . - — .
Sai situacija mes teiksim, ka ¢; — ¢, ir cel$ ar pazimi u.

2.3. Akceptesana
2.3.1. Definicija. Saka, ka automats
A=(Q,4,40,0,F)
akcepte vardu u € A*, jagpou € F.

Stavokli go sauc par sakuma stavokli, bet kopu F — par akceptéjoso stavokiu
kopu.

Saka, ka automats 21 akcepte valodu L C A*, ja tas akcepte katru valodas L
vardu; turklat, ja u € L, tad gqg o u € F. Tas nozime, ka

uel s qgouelF.

Sai situacija valodas L apzimesanai més lietosim pierakstu £(2).
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2.3.2. Definicija. Saka, ka nedeterminéts automats
N = <Q7 m(Q)a Aa o, Sa F>
akcepté vardu v € A*, ja eksiste tads cels ¢ — ¢/, ka g€ S un ¢’ € F.

Saka, ka nedeterminets automats M akcepte valodu L C A*, ja tas akcepte
katru valodas L vardu; turklat, ja w ¢ L, tad katram celam ¢ — ¢’ stavoklis
g & S vai arl ¢ € F. Sai situacija valodas L apziméSanai mes lietosim pierakstu
L(MN).

2.3.3. Definicija. Saka, ka avots
A=(Q,P(Q), AU{A};0,5,F)
akcepte vardu u € A*, ja eksisté tads cels q — ¢, ka
(i) o=,
(ii) ge Sunq €F.

Saka, ka avots 2 akcepte valodu L C A*, ja tas akcepté katru valodas L
vardu; turklat tas neakcepté nevienu valodas L¢ vardu, proti, ja ¢ — ¢ ir cel3
ar pazimi v un v = u € L tad ¢ ¢ S vai ¢ ¢ F. Sai situacija valodas L
apzimeSanai mes lietosim pierakstu £(21).

2.4. Pseidografi

2.4.1. Definicija. Divu sugu algebru G = (V, E| s, t) sauc par pseidografu,
ja
(i) V. — netuksa kopa;
(ii) s un t ir attelojumi: E >V, E Lv.

Kopas V elementus sauc par pseidografa G virsotnem; kopas E elementus
— par lokiem. Ja kopas V un F ir galigas , tad pseidografu G sauc par galigu
pseidografu. Attelu s(1) sauc par loka | € E izeju, t(I) — par ieeju. Lokus [; un
lo sauc par paraleliem lokiem, ja

S(ll) = S(lg) un t(ll) = t(lg)

Mes sakam, ka loks [ ir incidents virsotnei v, ja s(l) = v vai t(l) = v.
Kortezu ¢ = (vo, lo, v1,11, - - -y ln, Un+1) sauc par celu, ja

e VicOn+1 v eV,
e Vjel,n [j€E;

° VJ S 07771 [S(ZJ) =v; A t(lj) S ’Uj_;'_ﬂ.



2.4. PSEIDOGRAFI 25

Virsotni vg sauc par cela sakuma punktu, v,11 — par cela galapunktu. Skaitli
n + 1 sauc par cela garumu. Celu

('Ui,li,---,lj,’l)j), 0§’L<]§7’L+1

sauc par cela ¢ posmu. Celu, kura visas virsotnes ir dazadas, sauc par vienkarsu
cefu. Celu c¢ sauc par konturu, ja vg = v,41. Kontlru c sauc par vienkarsu
konturu, ja

VieO0,nVjeOmn [i#]=v#uvl
Teverojam, vienkarss konttirs nav vienkarss cels. Konturu garuma 1 sauc par
cilpu.

Pseidografu uzskatami var reprezentet ar diagrammu plakné: virsotnes attelo
ar punktiem (aplisiem), lokus att€lo ar nogriezniem (nepartrauktam Iitkném). Ja
loka [ izeja ir virsotne v, ieeja — virsotne v’, tad likne [ savieno apliti v ar apliti
v, turklat Iknei ! pieskir orientaciju (parasti ar bultinu) no aplisa v uz apliti
v’. Konkreta pseidografa G1g piemeru skatit 2.1. zim&juma.

2.1. zim.: Pseidografs.

Te (qo,l1,q1,12,q2,14, q3,17, g3, 13, qo) ir konturs, tacu §is konturs nav vienkarss.
Vienkarsa kontiira piemers ir

(90,11, q1,12, 92,14, 93,15, o),
tacu tas nav vienkarss celS. Vienkarsa cela piemers ir cels

(g0, 11, 1,12, 92,14, G3).

Pseidografa G1g loki 4 un I5 ir paraleli, tac¢u loki ls, I3 nav paraleli. Konturs
(q37 l7a 93) ir Cﬂpa,

2.4.2. Definicija. Tris sugu algebru (V, E, A, s,t,1) sauc par iezimétu psei-
dografu, ja
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(i) (V, E,s,t) — pseidografs;
(ii) ¢ ir attelojums: E % A.

Attelu ¢(1) sauc par loka | € E pazimi.

2.5. Poligona grafiska reprezentacija

Poligonu var reprezentét ar iezimétu pseidografu. Pienemsim, ka P = (Q, A, o)
ir poligons, tad atbilstoso pseidografu G(P) = (Q, E, A, s,t,.) define sadi:

e E={(¢,a,q)|qgoa=1q};
e s(q,a,¢) = q, t(ga,¢') = ¢, g, a,¢) = a.

So reprezentaciju (t.i., ieziméto pseidografu G(P)) sauc par poligona diagrammau.
Ta, pieméram, ja P1g = (Q, A, o) ir poligons, kur

e Q= {q,q1,0};

e A={0,1}

L4 (QO7O) ’&QM (qul) ’i)qh
(Q170)qua (qlal)'_}qQa
(q27 O) = q1, (an 1) = qo,

tad §1 poligona diagramma izskatas sadi:

G(P1o)

2.2. zim.: Poligona P;( diagramma.

Turpmak, lai nasarezgitu apzimejumus, mes gan poligonu, gan ta diagrammu
apzimesim ar vienu un to pasu burtu, un parasti poligona diagrammu sauksim
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par poligonu. Tas nozime, ka poligona uzdoSanas veidu meés identificesim ar
pasu poligonu.

Parasti zim&juma poligona diagrammu paralelos lokus reprezente ar vienu
likni, tikai Sai liknei pieraksta vairakas pazimes. Saskana ar $o norunu poligons
Py izskatas sadi:

P1o

2.3. zim.: Poligons Pqg.

Lidzigi define nedeterminéta poligona diagrammu.

2.5.1. Definicija. lezimeétu pseidografu (Q, E, A, s,t,1) sauc par nedeter-
minéta poligona (Q,P(Q), A, o) diagrammu, ja

e E={(¢,0,9) ¢ €qoa};
e 5(q,a,q") = ¢, t(g,a,q') = ¢, Lg,a,q) = a.
Atzimeésim, ja
aq a An,
g —q1 — .-~ qn
ir cel§ ar pazimi ajas...a,, tad $im celam viennozimigi atbilst poligona dia-
grammas cels

(90, (90, a1,01),q1, (q1,02,92), - -, (Gn—15Cn>qn), qn);

un otradi, katram poligona diagrammas celam

(pOa (pOa blapl)apla (pla b23p2)a ceey (pk—l,bkapk)apk)

viennozimigi atbilst cels
by ba 2
Po—P1— ... 7Dk

ar pazimi biby ... by. STiemesla dé] turpmak celu

(pOa (pOa blapl)apla (pla b2ap2)7 ceey (pk‘—lybkapk})apk)
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mes ar1 sauksim par celu ar pazimi b;bs . .. bg, un tam lietosim pierakstu

b1 bo by,
Po—P1— ... = Pk

2.6. Automata grafiska reprezentacija

Lidzigi ka poligonu automatu var reprezentét ar iezimétu pseidografu, ko
sauc par automata diagrammu. Vieniga problema sai gadijuma: ka uzskatami
uzdot sakuma stavokli un akceptejoSo stavoklu kopu. Formali par automata
A =(Q, A, q,0, F) diagrammu sauc algebrisku sistému

G(Q[) ~ <Qa E7 A7 S, t7 L, qo, F>7
kur (Q, E, A, s,t,t) — poligona (Q, A4, o) diagramma. Uzskatamibai zim&juma
sakuma stavokli norada ar ieejosu bultu, bet akceptejosas kopas F' stavoklus
attélo ar diviem aplisiem. Parejas vienoSanas paliek tadas paSas ka zimejot

poligona diagrammu. Ta, piemeéram, ja 210 = (Q, 4, qo, 0, F') ir automats, kur

e Q={q9,q01,9,9}, F = {q1,a3};

o A ~ {Oa 1}7

e (90,0) = a1, (g0,1) = qu,
(th) — g2, (qlal) — q2,
(q230) — g3, (Q27 1) — q1,
(Q37 O) — g3, (q3a 1) — qo,

tad §1 automata diagramma izskatas sadi:

Qll()

01

N O

2.4. zim.: Automats 2.
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Diagrammas daudziem liekas uzskatamakas par formalam automatu defini-
cijam, jo tas lauj ejot pa atbilstosiem lokiem izsekot automata darbam ar doto
iejas vardu.

2.6.1. Definicija. Algebrisku sistemu (Q, F, A, s,t,1, S, F) sauc par nede-
terminéta automata (Q, B(Q), 4; 0, S, F) diagrammu, ja (Q, E, A, s,t, ) ir nede-
terminéta poligona (Q,B(Q), 4, o) diagramma.

Lidzigi, algebrisku sistemu (Q, E, AU {\}; s,t,¢, S, F) sauc par avota

(Q B(@Q), AU{\ 0,5, F)
diagrammu, ja

e E={(¢ga,¢)|ac AU{A &q € qoal;

e s(q,a,q") = ¢, t(¢,a.¢') = ¢, u(g,a,q) = a.

Avota gadijuma vienojas cilpas ar pazimi A nezimét. Ta, piemeéram, ja
A0 = (Q,PB(Q), A;0, 5, F) ir avots, kur

e Q=1{9,q01,0, 90} S={qw a}t, F={q,q};

e A=1{0,1};
(40,0) = {q1}, (q0:1) = {@}, (g0, A) = {a0}
(01,0) = {g2}, (@, 1) = A{a}, (@,N) = {a}
(42,0) = {as}, (@2, 1) = {a}, (g2,0) = {@2},
(g3,0) = {g2,q3}, (g3,1) = {ao}, (3,2 = {q2, 43},

tad §1 avota diagramma redzama 2.5. zIm€juma.

2.7. Avoti bez neitraliem konturiem
2.7.1. Definicija. Avota diagrammas celu
(qo5l0,q1,015 -y ln1,@ns Ins Gnr1)
sauc par neitralu celu, ja St cela visu loku pazimes ir .
So celu sauc par abpuséji neitralu celu, ja eksisté neitrals cels
(%HJ;L»%JLU - ~al/1,fI1716a(J0)~
Avotu sauc par avotu bez neitraliem konturiem, ja ta diagrammas vienigie

vienkarsie neitralie konturi ir garuma 1. Avots 1Y (2.5.z1m.) ir avots bez
neitraliem konturiem.
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01

2.5. zim.: Avots Qlﬁo.

2.7.2. Lemma. Katram avotam 2y eksiste tads avots Uy, ka visi ta neitralie
konturi ir abpuséji un
L)) = L(Ap).
O Piegemsim, ka avota 2y = (Q,B(Q), AU {\};0,S, F) diagramma ir
<Q) E7 A U {)\}; S’ t? L7 S7 F>'

Misu konstrukcija buis induktiva. Pienemsim, ka

(qu l())qla ll7 o ;ln—la dn; lna QTL+1)

ir avota 2 diagrammas neitrals kontirs, kas nav abpusgje. Tas nozime (2.6.a.zIm. ),
ka eksiste tads ¢, ka visiem lokiem [ izpildas nosacijums:

ja  s()=q unt(l) = ¢—1, tad o(l) # A

Avotu 2(; meés defingjam pievienojot avota 21y diagrammai vienu jaunu loku
I; ar izeju ¢;, ieeju ¢;—1 un pazimi A (2.6.b. zim.).

Formali 2, = (Q,B(Q),AU{\}; 6,5, F), kur

coa= | ta-1}Uagce jag=guma=Xx
T q o a, preteja gadijjuma.

Fakts, ka 2; diagramma iegtita no A diagrammas ar jauna loka pievienosanu,

lauj secinat: L£(2Ay) C L(2A4).
Tagad pienemsim, ka ¢ € S, ¢’ € F un

q—4q — qi-1—q, (2-1)
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() = X

7

2.6. zim.: Avota 2, konstrukcija.

proti, uhu’ € £(2;). Turklat, pienemsim, ka cels ¢ — ¢; nesatur posmu
€
qi — qi—1-

Tagad cela (2.1) posmu g; 2 g;—1 aizstajam ar celu

A Y Y A A A
9 — qi+1 — -+ 2 qn+1 — Gq1 — ... 7 (i1,

_ N A" . s
ko isuma labad apzimesim ta: ¢; — ¢;—1. Esam ieguvusi jaunu celu
o

L !’
u n u

QHQiT)(hfl—)q

(2.2)

Ta rezultata uA"u’ € L(21), un cels (2.2) satur par vienu posmu g; A gy
mazak neka cels (2.1).
Tikko aprakstita aizvietoSanas procedura definé attelojumu:

T: L) — L(Ay) v T(v).

Misu gadijuma tas izskatas sadi: 7 (uAu') = uA™u/, un ulu' = uA™u/. Lidz ar
to
Vi v ="TFu).

Pienemsim, ka w € £(2;), tad eksiste tads p € S, p’ € T un pazime w’, ka
’LU/ / /
p—p un w =w.
Ja cels p % p/ satur k posmus izskata ¢; 2 ¢i_1, tad TF(w') vispar nesatur
posmus izskata g; 2 qi—1. Ta rezultata
w=uw=T"w') e L(Ay).
Esam paradijusi, ka £(241) C L(y).

Visu savelkot kopa secinams: L(y) C L£(21) C L£(™Ay). Tatad L(™Ay) =
L(A1).
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Gadijuma, ja avota %Ay visi neitralie konturi ir abpus€ji, tad par 2y nemam
2A,. Preteja gadijjuma atkartojam ieprieks aprakstito konstrukciju, tikai avota
Ay lomai tagad izvelamies avotu ;. Ta rezultata mes iegistam avotu virkni

Ay, Ap, As, ... (2.3)

Ieverojam, ka avota 2, diagrammai ir galigs virsotnu un loku skaits, tapec avotu
virkne (2.3) ir galiga. Teiksim, tas pedejais loceklis ir 2. Tagad par 2y nemam
A, W

2.7.3. Teoréema. Katram avotam 2 eksiste tads avots Ao bez neitraliem
konturiem, ka

L(An) = L(™Ao).

O Nemot vera Lemmu 2.7.2 varam pieemt, ka 2 ir avots, kura visi neitralie
kontiiri ir abpusgji. Pienemsim, ka avota 2, = (@, B(Q), AU {A\};0, S, F) dia-
gramma ir

<Q’E7AU{)\}7S’t?L7S7F>'

Mausu konstrukcija bus induktiva. Mes to sauksim par stavoklu sapludinasanu.
Pienemsim, ka ¢; 2, q2 2 q1 ir avota 2 diagrammas neitrals konturs (2.7.a. zim.).
Avotu 24 mes defingjam sapludinot stavoklus ¢1, g2 (2.7.b. zim.).

203

a1 Gy a1 Gy

2.7. zim.: Stavoklu sapludinasana.
Formali Qll — <Q1, s:p(Ql), A U {)\}, @7 Sl, F1>, kur

Q1 = {pU(@Q\{aq1,q2}); te ¢¢Q.

Attelojuma Q1 x AU{\} 5 PB(Q1) definésanai mums nepieciesams attélojums
T:0Q — Q.
(p) = {p, J:ap Z {1, 0}
q, Jap€{q, ¢}

Atbilstosi, ja Q € B(Q), tad 7(Q) = {7(p) |p € Q}.
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POa= T(poa), jap & {q,q};
T(roa)UT(ge0a), jape{q, g}

05’1;7'(5), FlFT(F).

(i) Pienemsim, ka ¢’ % ¢, kur ¢’ € S un ¢” € F. Sai cela gan katru virsotni

q1, gan katru virsotni ¢o aizstajam ar virsotni q. Ta, piemeram, cela posms
a b c . _. a b c
p1— q1 — g2 — po  aizstajams ar p; — ¢ — q — pa.

Sadas aizstasanas rezultata esam ieguvusi avota 20, diagrammas celu ar pazimi
u. Tatad ar1 2y akcepte vardu u.

(ii) Nedaudz sarezgitak pamatot, ka katru avota 24, akcepteto vardu akcepte
ari 2. Pienemsim, ka avots 2; akcepté vardu u, tad eksisté tads cels ¢ — ¢,

a b
b1 — q — p2.

Saskana ar attelojuma ©® definiciju

g1 €p1oa val g2 €pioa,
p2€qob val ps €qgaob.

e . .. _ a b . _.
Nemot veéra o informaciju, mes posmu p; — g — po aizstajam ar celu

A b
pli’Qi_)CIj_’p%

te ¢;,q; € {q1,¢2}-

(iii) Gadijuma, ja avots 2y ir bez neitraliem kontiiriem, par 2y izvelamies
2. Pretéja gadijuma turpinam stavoklu sapludinasanu lidz iegtistam avotu bez
neitraliem kontiiriem. W

2.8. Avoti bez neitrala starta un finisa

Avota diagrammas neitralu celu sauc par vienkarsu neitralu celu, ja tas ir
vienkarss cels.

2.8.1. Definicija. Avotu sauc par avotu bez neitrala starta, ja $¢ avota
diagramma nesatur vienkarsu neitralu celu, kuru sakuma punkts pieder avota
sakuma stavoklu kopai, bet galapunkts nepieder avota sakuma stavokju kopai.

2.8.2. Apgalvojums. Katram avotam 21y eksisté tads avots AUy bez neitrala
starta, ka

K(Qb\) - C(Ql())
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O Piepemsim. ka 2y = (Q,P(Q), AU{A};0, S, F), tad

2y = <Qam(Q)7AU {)‘};oszaF>a

kur .
S’O;{q'|3q653nq)‘—>q’}. [

2.8.3. Definicija. Avotu sauc par avotu bez neitrala finisa, ja §t avota
diagramma nesatur vienkarsu neitralu ceju, kuru galapunkts pieder avota ak-
ceptejoso stavoklu kopai, bet sakuma punkts nepieder akceptéjoso stavokju kopai.

2.8.4. Apgalvojums. Katram avotam U eksisté tads avots Ay bez neitrala
finisa, ka
L(2A)) = L(Ap).
u Pier}emSimv ka Ay = <Qaq3(Q)a AU {)‘}’ o, S7 F>7 tad
QlO ~ <Qa m(Q)v AU {)\}’ o, 57 F0>’

kur .
Fo=1{d|3qeFInd>q. m

2.8.5. Definicija. Avotu sauc par avotu bez neitrala starta un finisa, ja tas
ir gan avots bez neitrala starta, gan avots bez neitrala finisa.

2.8.6. Sekas. Katram avotam 2L eksisté tads avots AUy bez neitrala starta
un finisa, ka

L(Ax) = L(Ao)-

O Apgalvojums 2.8.2 un 2.8.4. B

2.9. Avoti bez neitraliem lokiem

Avota diagrammas vienkarsu neitralu celu garuma 1 sauc par neitralu loku,
savukart neitralu konturu garuma 1 sauc par neitralu cilpu.

2.9.1. Definicija. Avotu sauc par avotu bez neitraliem lokiem, ja ta dia-
gramma nesatur neitralus lokus.

2.9.2. Apgalvojums. Katram avotam A, eksiste tadsd avots Uy bez neit-
raliem lokiem, ka

L(Ax) = L(™o).
0O Nemot vera Teoremu 2.7.3 un Sekas 2.8.6 varam pienemt, ka avots

A\ = <Q,‘B(Q),AU {)‘}30757F>

ir gan bez neitraliem konttriem, gan bez neitrala starta un finisa.
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Misu konstrukcija biis induktiva. Mes to sauksim par neitrala loka aiz-

vietoSanu. Pienemsim, ka ¢ 2 q' ir avota A, diagrammas neitrals loks un
¢ oA ={¢'} (2.8.a.zim.), t.i., no virsotnes ¢’ neiziet neviens neitrals loks. Ta
ka 21, ir avots bez neitraliem konturiem, tad $ada virsotne ¢’ eksisté. Pretgja
gadijuma 2l ir bez neitraliem lokiem, un par 2y var izveléties 2. Avotu 2y

mes defingjam aizvietojot neitralo loku ¢ 2 q' (2.8.b.zim.).

e
ay az

2.8. zim.: Neitrala loka aizvietoSana.

Formali 2; = (Q,B(Q),AU{\}; 6, S, F), kur

poa ja p#q
p@@; (qoa)U(q/oa,), ja p:quna#)\;
(go M)\ {d'}, ja p=quna=A\

Avota 2, diagramma satur par vienu neitralo loku mazak neka avota 2y
diagramma, turklat £(2(y) = L£(2). Gadjjuma, ja avots 2(; ir bez neitraliem
lokiem, par 2y izvelamies ;. Preteja gadijuma turpinam neitralo loku aiz-
vietoSanu Iidz ieglistam avotu bez neitraliem lokiem. ®

2.9.3. Sekas. Katram avotam Uy eksisté tads nedeterminéts automats N,
ka
L(An) = L(M).

O Nemot vera tikko pieradito apgalvojumu secinams: eksisté tads avots

Ao = (Q,P(Q), AU{A};0, 5, F)
bez neitraliem lokiem, ka
L(2Ax) = L(2Ao).
Atliek avota 21y diagrammai atmest visas neitralas cilpas un esam ieguvusi kada
nedetermineta automata 9 diagrammu, turklat

L(A) = L(M).
Formali
N=(Q,B(Q), A4;0,5, F),
kur
Vae AgOa=qgoa. [ ]
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2.10. Nedetermineti automati ar sakuma stavokli
2.10.1. Definicija. Nedeterminétu automatu
N=(Q,P(Q),4,0,5, F)
sauc par nedeterminetu automatu ar sakuma stavokli, ja |S| = 1.

2.10.2. Apgalvojums. Katram nedeterminetam automatam N eksiste tads
nedeterminéts automats Ny ar sakuma stavokli, ka

L(M) = L(N).

@ ot

2.9. zim.: Sakuma stavokla ievieSana.

O Piegemsim, ka
m ; <Q7 ;’B(Q)) A7 o? S’ F>7

ir nedeterminets automats, kam |S| > 1. Piemeéru skatit 2.9.a.zim. (te ilus-
trets tikai nedeterminéta automata 91 diagrammas fragments). Izvelamies kadu
elementu ¢ € @ un definéjam nedeterminétu automatu

mO ~ <Q0a§‘B(Q0)7Aa®7{Q}7F>’
kur
L4 QO ~~ Q U {Q}7

e qoa= | (poa),
peS

e Vpe@ pOa=poa.

Iusraciju skatit 2.9.b. zim. W
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2.11. Nedetermineto automatu akceptetas valo-
das

2.11.1. Apgalvojums. Katram nedeterminetam automatam N eksiste tads
automats A, ka

2.10. zim.: L(M) = L(A)
O Pienemsim, ka
N=(Q,B(Q),4,0,5,F)

ir nedeterminets automats, tad

A ~ @3(62), A7 ©, Sa F0>7
kur

e Poa= | (¢goa);
qeP
e Fy = {F'|F'NF # 0}, t.i., Fy sastav no kopas P(Q) apakskopam, kuram
ir kaut viens kopigs elements ar kopu F.

i) Pienemsim, ka vardu u akcepté nedeterminetais automats 91, tad eksiste
i) Pi im, ka vard kcepte nedet inetai tomats N, tad eksiste
cels ¢ = ¢, kur

geS uwun ¢ eF
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No sejienes (gou) N F # (). Ta ka
gou={gtou = {q}Ou,

tad ({¢} ®@u) N F # (. Lidz ar to ({¢} ® u) € F,. Tatad A akcepte vardu u.
(ii) Piegemsim, ka automats 2 akcepté vardu u, tad S ©® u € Fy. Lidz ar to
eksiste tads p’ € S ® u, ka p’ € F. Ta ka (Sekas 2.2.6)

Sou=S50u,

tad eksistée tads p € S, ka p — p’ ir nedeterminéta automata N cels. Tatad N
akcepte vardu u.
Piemeru skatit 2.10.. zim. &

2.12. Avotu akceptetas valodas
2.12.1. Teorema. Katram avotam Ay eksiste tads automats A, ka
L(2Ay) = L(A).
0O Saskana ar Sekam 2.9.3 eksisté tads nedeterminets automats 91, ka
L(Ay) = L(N).
Tagad atliek atsaukties uz Apgalvojumu 2.11.1, lai secinatu, ka eksiste tads
automats 2, ka L(9) = L(A). m
2.13. Divpolu avoti

2.13.1. Definicija. Avotu Ay = (Q,B(Q), A U {\};0,{p},{q}) sauc par
divpolu avotu, ja

o tikai (po A\)N{p}t # 0, t.i., stavoklis p nav parejo loku ieeja;

e goA={q};
e Uqgoa=0.
acA

Tipisks divpolu avota piemeérs ir 23! (2.11.z1m.).

2.13.2. Teorema. Katrai reqularai valodai eksiste divpolu avots, kas to ak-
cepte.

O (i) Divpolu avots 25! (avota diagrammu skatit 2.11. zim.) akcepte (). Te
paradits, ka alfabets A var but patvaligs.
(ii) Divpolu avots

A’ = ({p, ¢}, BAp.a}), {\ ar,az,...,am};0,{p}, {a})
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W= ({p,ah, BUp,a. ) (N a,az, . amdio, () {a)

~» ©

2.11. zim.: Avots A}! akcepté (.

12 13
2[)\ 2[/\

(D)

2.12. 7zim.: Avots A% akcepte {\}; A3 akcepte {a;}.

(avota diagrammu skatit 2.12.zim.) akcepté {A}. Formali

poa=qoa= {a}, Jaa=A
T T, ja a# A

(iii) Divpolu avots 33 (avota diagrammu skatit 2.12.7im.) akcepté {a;},
kur a; kads fiksets kopas {a1,as. ..., an} elements.

(iv) Pienemsim, ka divpolu avots Ay = (Q,PB(Q), A U {A};0,{po},{q})
(2.13.z1m. dota nosacita 2, diagramma) akcepte valodu L, tad divpolu avots
(2.12. zim.)

W= (@ P@), AU L0, (o) {ar)),
kur Q' = QU {p1,q1}, akcepté valodu L*. Formali, {p;,q:} N Q = 0 un

{po,q1}, ja g=p1 un a=\

0, ja g=p1 un a# X
(G = 0, ja ¢g=q un a# X
{a:1}, ja gq=q un a=X\

{p07Q1}a ja q = (qo un a:)\,
qgoa, parejos gadijumos.
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A

2.13. zim.: Ja avots %A akcepte valodu L, tad Ql}fl akcepte valodu L*.

(v) Piepemsim, ka divpolu avots 2% = (Q1,B(Q1), AU {\};5,{pi}, {a1})
akcepte valodu Ly un divpolu avots

A3 = (Q2,P(Q2), AU{A}: 5, {p2}, {@2})

akcepteé valodu Lo, tad divpolu avots (2.14. zim.)

2‘%\5 ~ <Q/7 “B(Ql)v AU {)‘}7 o, {pO}’ {q0}>7

kur Q' = Q1 U Q2 U {po,q0}, akcepte valodu L;L,. Formali Q; N Q2 = 0,
{ro, 90} N(Q1UQ2) =0 un

{po,p1}, ja g=po un a =X
0, ja g €{po,q0,q1,q2} un a# X
{g1,p2}, ja g=q un a=X
qoa= ({0}, jaqg=q¢ un a=\

{a0}. ja g=go un a =X
qoa, pargjos gadijumos, ja q € Q1;
qoa, parejos gadijumos, ja g € Q3.

(vi) Pienemsim, ka divpolu avots 2} = (Q1,B(Q1), AU {A};5, {p1}. {ar})
akcepte valodu Ly un divpolu avots

A3 = (Q2,P(Q2), AU{\}; 5, {pa}, {q2})

akcepté valodu Lo, tad divpolu avots (2.15. zim.)

A = (QB@Q), AU AL O, {po} {ao}),
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2.14. zim.: Avots Ql}\s akcepte valodu LqLs.

kur Q' = Q1 U Q2 U {py, qo}, akcepte valodu L; U Ly. Formali Q1 N Qy = 0,
{Po; @0} N (Q1UQ2) =0 un

{p07p17p2}a ja gq=po un a = A;
{ao0}, ja ¢q=g¢qo un a =M\
{90, a1}, ja ¢g=¢q un a=MX

q0a= §{q,q} ja ¢g=¢q2 un a =X
0, ja q€{po,qo, 1,2} wn a# X\
qoa, pargjos gadijumos, ja q € Q1;
qoa, parejos gadijumos, ja q¢ € Q2.

16
Q[)\

2.15. zim.: Avots €3¢ akcepte valodu L1 U L.

Saskana ar regularas valodas definiciju (Definicija 2.1.1) punkti (i) — (vi)
demonstre, ka katrai regularai valodai eksiste divpolu avots, kas to akcepte. ®
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2.14. Automatu akceptetas valodas

2.14.1. Teorema. Katra valoda, ko akcepte automats, ir requlara.

O Piegemsim, ka automats 2 = (@, A, qo, 0, F), tad

Sij = {ulgiou=g;}.
No sejienes: ja Z = {i|q; € F'}, tad valoda, ko akcepté automats 2
L) = | J Soi-

Atliek konstatet, ka S, ir regularas valodas, un teoréma bus pieradita.

Piegemsim, ka Q = {qo,41,---,qm} un Qx = {qo,q1,-.-,qx}, tad

Sfj = {uesS;|VvePref(u) A Av#u=qgoveQr}
Paradisim, ka
Sy =S USET (S S (2.4)
(1) Vispirms saksim ar piemeériem. Automats 5o (4.zIm.):
S3y = {u € S35 | Vv € Pref(u) A #£v#u=q30v¢€ {q,q:})} =1(0+1)%
Savukart
S5 USS(ST)* S = OU{THO, AR {0, 1} = 10+ 1) = Sk

Tas bija vienkarsi. Tagad aplukosim nedaudz sarezgitaku gadijumu, piene-
mot, ka formula (2.4) ir patiesa.

5332 = S%Q U S§2 ('9212)*52127
5212 = 532 U Sg1(5?1)*8?2 = {A} U {1}{>\}*{07 1}
A+ 1(0 + 1).
Ta rezultata
S§2 = S%z U 53{2(5212)*5212

= 10+ 1>+ 10+ 1)*A+1(0+1)* A+ 1(0+ 1))
= 10+ 1)*(1(0+1))*.
(i) Ja u € Sf, tad iespejami 2 gadijumi:

o Vv € Pref(u) ¢; ov # gi;

e Jv € Pref(u) ¢; o v = ¢x.
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Pirmaja gadijjuma u € Sfj*l. Otraja gadijuma eksiste isakais varda u
priedeklis vy, kam ¢; o v; = g. Pienemsim, ka w ir garakais varda u priedeklis,
kam g; o w = qi, tad u = vivevs, kur w = vyve. Saprotams, ka gan v, gan vs,
gan vs var but arT tuksi vardi. Tas demonstre, ka

v € kafl un vz € S,’j;l.

Izvelamies visus tos varda vy priedeklus w; € Pref(vq), kuriem gj, o w; = gj.
Sakatojam tos pec garuma augosa seciba:

lwo| < Jwi]| < ... < |ws].

Tas nozime, ka s = 0, vai ar1 Sai saraksta ir tadi netuksi vardi uy, us, ..., us, ka
w1 = WoUu1,W2 = WU, ..., Wsg = Wg—1Ug-
Ta rezultata g o wo = qr, qr © U1 = qk, Gk © U2 = Gk, - -+, @k © Us = @) UN
{wo, uy, ugy ..., ust C S,’j,;l.

Esam paradijusi, ka
k=1 qk—1\% ok—1
U = V1VU3 = V1WoU U2 . .. U3 € Sp (Spr ) Skj )
YR

(iii) Vai iespejama talaka valodu S?j redukcija? Zinama méra — ja.
Pienemsim, ka

Ta ka kafl(S,ﬁ,:l)*S,]j;l C SF., tad esam pieradijusi formulu (2.4).

A} Jai=g;
A = c Alg; =q;} U
J {a |q oa QJ} {@, ja i,
tad
S,?j = Aij U Ai0A60A0j~ (25)

Sts formulas patiesuma pieradijums kopé formulas (2.4) pieradijumu, tapéec mes
to izlaizam.
(iv) Alfabets A ir galiga kopa, tapec arT A;; ir galiga kopa. Pienemsim, ka

Aij = {b1,b2, ..., b},

tad
A ={b1FU{b}U...U{b}.

Saskana ar regularas valodas Definiciju 2.1.1 (punkti (i), (ii), (iii) un (vi)) tas
demonstre, ka A;; ir regulara valoda.

(v) Ieverojam Sy, = S7%. Valodai ST pielietojam formulu (2.4). Ieglstam
formulu, kas satur valodas Sg‘l. Katrai sada tipa valodai atkal pielietojam
formulu (2.4). Ta turpinam, lidz iegustam formulu, kas satur tikai valodas S?j.
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Visbeidzot pielietojam formulu (2.5). Galarezultata esam ieguvusi formulu, kas
satur tikai valodas A;; un operacijas

LiULsy,LiLy, L*.

Te apzimejumi Ly, Lo, L lietoti tikai, lai atklata veida paraditu, kadas operacijas
domatas.

Ta ka valodas A;; ir regularas, tad saskana ar Definiciju 2.1.1 (punkti
(iv),(v),(vi)) valoda S, ir regulara. m

2.14.2. Teorema (Klini). Valoda L ir requlara tad un tikai tad, jo eksiste
automats, kas to akcepte.

0O = Vispirms atgadinasim Teoremu 2.13.2: katrai regularai valodai eksiste
divpolu avots, kas to akcepte. Savukart Teorema 2.12.1 apgalvo, ka katram
avotam 2, eksiste tads automats 2, ka

L(Ay) = L(A).

Lidz ar to katrai regularai valodai eksiste automats, kas to akcepte.
< Teorema 2.14.1. ®m

2.14.3. Sekas. Ja L — regulara valoda, tad L® — regulara valoda.

O Jareiz L — regulara valoda, tad eksisté automats 2 = (Q, A, qo, o, F'), kas
to akeepté. No Sejienes, automats A° = (Q, A, qo, 0, Q \ F') akcepté L°. Saskana
ar Klin1 teoremu tas nozime, ka L¢ ir regulara valoda. m

Atzimesim, ka tiesi Klini teoréma dod iesp€ju 1si un vienkarsi pieradit tikko
formulétas sekas.

2.14.4. Sekas. Ja Ly un Ly ir reqularas valodas, tad L1 N Lo — regulara
valoda.

OLiNLy=(LfULS)® m



