Latvijas Universitate
Fizikas un matematikas fakultate

Matematiskas analizes katedra

Janis Buls

IEVADS ALGORITMU TEORIJA

Lekciju konspekts — 2007



Ievads

Sakuma algoritmu teorija attistijas saistiba ar teoretiskas matematikas
ieksejam vajadzibam. Pirmsakums saistams ar matematisko logiku, ma-
tematikas pamatiem, algebru, geometriju un matematisko analizi. Sapro-
tams, visas §1s matematikas nozares Sodien algoritmu teorijas atzinas izman-
to daudz plasak neka pirmsakumos kaut vai ta vienkarsa iemesla del, ka
daudzas skaitliska rakstura problemas miisdienas tiek risinatas izmantojot
datoru; tatad lietojot daznedazadus algoritmus.

Algoritmu teorijas pamatrezultatus Sodien praktiski izmanto visas ma-
tematikas nozares, tai skaita gan diferencialvienadojumu teorija, gan krip-
tografija, gan varbutibu teorija un statistika. Sakara ar e-parvaldes un e-
komercijas ievieSanu aktualizéjas datu aizsardzibas problemas, kas bitiski
balstas uz algoritmu teorijas atzinam. Ta Sobrid ir viena no daudzajam
algoritmu teorijas lietojumu sferam.

Pagajusa gadsimta cetrdesmitajos gados iezimejas jauna algoritmu teori-
jas lietojumu sfera. Ta saistama ar datortehnologiju attistibu. Racionala
adresu masina samera precizi apraksta moderna datora darbibas principus.
Tacu tas jau ir sesdesmito gadu sasniegums.

Misdienas algoritmu teorijas atzinas izmanto art lingvistika, ekonomika,
molekularbiologija, ka arm smadzenu darbibas modelésana (gan izpratnes
vairoSanai, gan maksliga intelekta radisanas nolukos).

Kurss iepazistina ar algoritma jedziena eksplikaciju izmantojot jedzienu
par adresu masimam, Tjuringa masinam, Markova normaliem algoritmiem,
primitivi rekursivam funkcijam un daleji rekursivam funkcijam. Algorit-
mu teorija nenodarbojas nedz ar realu skaitlotaju izpeti, nedz art apliko
konkretas programmesanas valodas. To interese datoru teoretiskas iespejas
un ierobezotiba. Misdienas ta ir neatnemama teoretiskas un praktiskas da-
torzinatnes sastavdala.

Kursa merkis — iepazistinat ar algoritmu teorijas pamatjedzieniem un
metodem, kuras plasi lieto citas disciplinas.



Apzimejumi

- —  negacija,

VvV  — disjunkcija, A — konjunkcija,

= — implikacija, < — ekvivalence,

A~a — izteikums 2 ir aplams,

A ~p — izgteikums 2 ir patiess,

3 —  eksistences kvantors, V — universalkvantors,

dlx P(z) —  eksisté viens vienigs tads x, kam izpildas nosacijums P(z),
r € X — elements x pieder kopai X jeb x ir kopas X elements,
ACB — kopa A ir kopas B apakskopa,

AUB, ANB, A\ B — kopu A un B apvienojums, skelums, starpiba,
min X — kopas K minimalais elements,

max K — kopas K maksimalais elements,

= , = — vienadibas saskana ar definiciju,
In={12....n}:kn={kk+1,...,n}, tek<n,

7 — veselo skaitlu kopa, Z, = {z|x € Z Nz > 0},
Ne=7Z,U{0},N_. = Z\Z,,

P —  visu pirmskaitlu kopa,

Q@ — racionalo skaitlu kopa,

R — realo skaitlu kopa, C — komplekso skaitlu kopa,

|K| — kopas K apjoms,

Ny — kopas N apjoms, ¢ — realo skaitlu kopas R apjoms,

<£L‘,y> ~ (:zr,y) ~ {{Ilf}, {(L’,y}},

T1To .. Ty = (T1, Loy, Ty) = (T1,%2,...,2,) = ((T1,22,. .., Tp_1),Tpn),

Al XAQX...XA,—LF {(ZEl,I‘Q,...,ZL‘n)PV/Z.G]_,TL IieAi)}, An’ |U|,
frx—y, f:X—o>Y, X—c]>c—>Y,

Dom(f) = {z|3y eV (f:z—y} Ran(f) = {y|3re X (f:ay)},
XY, XLy, XY, XY,

pr;o, DPr;g,
A+7 A? A*7 un?
2| = max{t |t <z A t €L}



m
DG = A+ gy o Oy,
i=k
m

A; == ApOg41 - - - G,

i=k

a~b — skaitlis b ir skaitla a daudzkartnis,

atb — skaitlis b nav skaitla a daudzkartnis,

O — pieradijjuma sakums,

m — pieradijuma beigas;

= — implikacijas zimi pieradijuma sakuma mes izmantojam, lai noraditu,
ka tagad sakas teorémas nepiecieSama nosacijuma pieradijums,

< — $o zimi pieradijumos meés izmantojam, lai noraditu, ka tagad sakas

teoremas pietiekama nosacijuma pieradijums.
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1. Racionalas adresu masinas (RAM)

Racionalas adresu masinas (RAM), piemeri. RAM izrekinamas funkcijas, pie-
meri.

1.1. RAM fizikalais modelis

Miusu merkis — konstruet idealizetu datoru. Mes velamies konstruet
iekartu, kas butu péc iespejas vienkarsaka, un tai pasa laika spetu veikt vi-
sus aprekinus, ko misdienas spej veikt dators. Mes aprakstisim racionalas
adresu masinas (turpmak lietosim saisinajumu: RAM) sastavdalas, lidzigi
tam ka mes aprakstitu vieglas automasinas uzbtivi pa sastavdalam, lai varetu
paskaidrot, kas ir viegla automasina.

Vadibas K
K,
iekarta
K;
K,
| T2 | T3 e T

1.ztim. RAM principiala darbibas shema.

Butiska RAM sastavdala ir bezgaliga atminas iekarta, kas sadalita stunas:

Ri,Ry,... Ry, ...



1. RACIONALAS ADRESU MASINAS (RAM) 6

Katra suna R; var ierakstit patvaligu naturalu skaitli r; € N. Gadijuma, ja
katra suna R; ir ierakstits kads naturals skaitlis ; € N, mes teiksim, ka RAM
konfiguracija ir (r,). Tas nozime, ka fikseta naturalo skaitlu virkne

r,T2,T3y... Tn,...

Otra RAM butiska sastavdala ir iekarta, kura var ievietot (ierakstit) pro-
grammu. Programma — ta ir galiga komandu virkne

Ky, Ky ... K, .

Visbeidzot tresa sastadala ir vadibas iekarta, kas funkcioné saskana ar ie-
vietoto programmu. Shematiski tas attelots 1. zimejuma. Te RAM vadibas
iekartas 1. galvina apluko j—to komandu K; un 2. galvina apluko i—to atminas
stunu R;, kura ierakstits skaitlis r;.

RAM programmu drikst rakstit izmantojot tikai ¢etru veidu komandas:

Z(n), S(n), T(m,n), J(m,n,q).

Seit (m,n,q) € Z3..
Tagad aprakstisim RAM vadibas iekartas darbibu. RAM darbojas dis-
kretos laika momentos
0,1,2,...,t,...

Pienemsim, ka laika momenta ¢ RAM konfiguracija ir (r,) un 1. galvina Sai
laika momenta ¢ apluko j-to komandu K (ilustraciju skatit 1. zimejuma).

a) Ja K; = Z(i), tad 2. galvina pieversas stnai R; un skaitli r; aizstaj ar
skaitli 0. Mes sai situacija teiksim, ka RAM i—taja Suna ieraksta 0. Pec §1
darba veikSanas, ja j < 7, 1. galvina laika momenta ¢ + 1 aplikos 7 + 1-mo
komandu Kj;,. Preteja gadijuma, t.i., ja j = 7, RAM turpmakajos laika
momentos nekadas darbibas neveiks. Mes sai situacija teiksim, ka RAM
beidz darbu (apstajas).

b) Ja K; = S(i), tad 2. galvina pieversas Stunai R; un skaitli r; aizstaj ar
skaitli r; + 1. Mes sai situacija teiksim, ka RAM i—tas Sunas saturu palielina
par skaitli 1. Pec §1 darba veiksanas, ja j < 7, 1. galvina laika momenta ¢+ 1
aplukos j 4+ 1-mo komandu K ;. Preteja gadijuma RAM beidz darbu.

c) Ja K; =T(m,1), tad 2. galviga pieversas sunai R; un skaitli r; aizstaj
ar skaitli r,,,. Mes Sai situacija teiksim, ka RAM m-tas Sunas saturu parsuta
uz i—to Stunu. Peéc §1 darba veiksanas, ja j < 7, 1. galvina laika momenta
t+ 1 apliikos j + 1-mo komandu K ;. Preteja gadijuma RAM beidz darbu.

d) Ja K; = J(m,n,q), tad RAM salidzina Sunas R,, saturu ar sunas R,
saturu.
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e Jar, =r,un q <7, tad 1. galvina laika momenta ¢ + 1 apliikos ¢-to
komandu K.

e Jar, =r,un q > 7, tad RAM beidz darbu.

e Jar, # r, un j < 7, tad 1. galvina laika momenta ¢ + 1 aplukos
J + 1-mo komandu K.

e Jar, #r,unj=r7, tad RAM beidz darbu.

— Kam tad 1sti domata RAM?

Pirmaja tuvinajuma atbilde varetu but sada:

— Datu apstradei.

Ja reiz ta, tad rodas jautajums:

— Ka lietojama RAM?

Lietotajs, teiksim Alise, vispirms uzraksta RAM programmu

K, Ky, ... K,.

So programmu ievieto masina. Konkrétas RAM realizacijas gadijuma kon-
struktoram saprotams japaredz, ka §1 programma tiks ievadita masina, tacu
mus neintereseé konkreta RAM realizacija, tapec mes uzskatisim, ka Alises
vienigais pienakums ir korekti uzrakstit RAM programmu, pieméram, uz
papira.

Nakosias solis: Alise ievada RAM atminas visas sunas R; sakuma datus,
t.i., skaitlus r;. So skaitlu virkni

r1,72,73, ...y Tpy...

turpmak sauksim par sakuma konfiguraciju.

Visbeidzot konstruktori ir paredzejusi, ka nospiezot starta pogu RAM
sak darbu, t.i., sakas diskretu laika momentu atskaite. Laika momenta
t =0 RAM 1. galvina apliko komandu K;. Talako RAM darbibu mes
jau esam aprakstijusi ieprieks (skatit tekstu sakot ar teikumu ”Pienemsim,
ka 1. galvina laika momenta ¢ apliko j-to komandu K;”).

Ja kada laika momenta RAM beidz darbu, un tas konfiguracija pec darba
beigsanas ir (o,), tad teiksim, ka (o, ) ir beigu konfiguracija un RAM sakuma
konfiguraciju (r,) parstrada par beigu konfiguraciju (g, ). Preteja gadijuma,
t.i., ja RAM stradas bezgaligi ilgi, teiksim:

— RAM diverge sakuma konfiguracijai (r,,).



1. RACIONALAS ADRESU MASINAS (RAM) 8

Atzimesim, ka RAM ir idealizeta masina, un realitate neko tadu nav
iespejams uzkonstruet.

1) Mes paredzam, ka RAM ir bezgaliga atmina. Nekas tads realitate nav
realizejams.

2) Mes paredzam, ka Alise drikst rakstit patvaligi garas programmas,
pieméram, komandu skaits 7 drikst bt ar1 skaitlis 100" Nekas tads realitate
nav iedomajams, jo parredzamaja visuma atomu skaits ir mazaks par 100",

3) Mes uzskatam, ka musu riciba ir patvaligi laika resursi, proti, RAM
drikst stradat bezgala ilgi.

— Kapec mes apliikojam sadu nerealistisku modeli?

Atbilde varetu but sada:

— Matematiska idealizacija nozime, ka kaut kada nematematiska jedziena
matematizacijas gaita tam pieskir dazas Ipasibas, kuras Sim jedzienam ta
pirmveida nav piemitusas. Sis jaunas Ipasibas matematisku teoriju lauj iz-
veidot parskatamaku un nav pretruna ar realitati.

Tipisks piemers ir geometrija. Taisne ir neierobezota, kaut arl neviens
cilveks realitate neko tadu nav redzejis. Jedziens par neierobezota garuma
taisni ir lavis izveidot mums pazistamo geometriju, turpreti rikoSanas tikai
ar nogriezniem biuitu ieverojami sarezgijusi geometrijas logisko struktiiru.

Lidziga veida algoritmu teorija butu neparocigi, ja mes atminas lielumu
ierobezotu ar kadu ieprieks fiksetu skaitli s2. Saprotams, katram realam
datoram sads ierobezojums eksiste, tacu datoru jaudas un atmina laika gaita
mainas. Mes ar RAM modeli censamies aptvert buitisko pec iespejas plasakos
merogos.

Turpmakajam fiksesim sadu terminologiju.

e Komandu Z(n) mes sauksim par nulles pieskirsanu. Ja gribesim pre-
cizet, tad teiksim:
— Nulles pieskirsana n—tajai Stnai.

e Komandu S(n) mes sauksim par vieninieka pieskaitiSanu. Ja gribesim
precizet, tad teiksim:
— Vieninieka pieskaitiSsana n—tajai Stunai.

e Komandu 7'(m,n) sauksim par paradresaciju. Ja gribesim precizet, tad
teiksim:

— m~tas Sunas satura parsutisana uz n—to sunu.
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e Komandu J(m,n, q) sauksim par nosacitas vadibas mainu jeb nosacitas
vadibas mainas komandu. Ja gribésim precizet, tad teiksim:

— Nosacitas vadibas maina ar m—to un n—to Sunu parejot uz g—to
komandu.

Speciala gadijuma , ja m = n, nosacitas vadibas maingu J(m, m, q) sauk-
sim par beznosacitas vadibas maingu jeb beznosacitas vadibas mainas
komandu. Ja gribesim precizet, tad teiksim:

— Beznosacitas vadibas maina uz ¢—to komandu.

leverojam, katra komanda
Z(n), S(n), T(m,n)

izmaina tikai vienas $unas saturu. Savukart nosacitas (beznosacitas) vadibas
nemaina Sunu saturu.

Turpmak RAM mes identificesim ar tas vienu butisku sastavdalu, proti,
programmu. Ta, pieméram, tai vieta, lai teiktu, ka musu riciba ir RAM,
kuras programma ir

ik LS
S
.~

mes teiksim:
— Pienemsim, ka dota RAM

- =
<
— o~
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1.1. Piemeri.

Rl RQ R3 R4 R5 RG R?
al 2|3 1/16 123|010
b2 [0]1]6|23]0]0
cl 241116 1([23]0]0
d|{ 2 |3 [1]3]23,01/0

(i) RAM
1. Z(2)
sakuma konfiguraciju
rm=2ry=3r3=11,=6,r,=23 un Vi>7(r;=0) (1)

parstrada par beigu konfiguraciju
rm=21r,=0,r3=117,=6,7=23 un Vi>7(r;=0).

Tabula sakuma konfiguracija uzradita rindina ar pazimi a, beigu konfiguracija
— ar pazimi b. Tatad izmainas ir notikusas tikai 2. Suna. Te skaitlis 3 aizstats
ar skaitli 0.

(i) RAM

1. 5(2)

sakuma konfiguraciju (1) parstrada par beigu konfiguraciju, kas tabula uz-
radita rindina ar pazimi c. Izmainas notikusas tikai 2. stina. Te skaitlim 3
pieskaitits vieninieks.

(iii) RAM

1. T(2,4)

sakuma konfiguraciju (1) parstrada par beigu konfiguraciju, kas tabula uz-

radita rindina ar pazimi d. Izmainas notikuSas tikai 4. suna. Te skaitlis 6
aizstats ar skaitli, kas bija 2. suna, proti, skaitlis 6 aizstats ar skaitli 3.

(iv) RAM
1. J(1,1,1)

diverge sakuma konfiguracijai (1). Isteniba § RAM diverge jebkurai sakuma
konfiguracijai kaut art izmainas nenotiek neviena suna.
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(v) RAM

A o A
<

sakuma konfiguraciju

Ry, Ry R3 Ry R;s R¢ Ry )
5 [3]1]6[23]0]0]...

parstrada par beigu konfiguraciju

Rl Ry Ry Ry Rs Rs Ry ...
(3]15[3[6[23[0]0 [...

Nakosa tabula demonstre, ka Sada parstrade notiek.

Ry Ry, Ry Ry Rs Re¢ Ry
1.J1,2,6) | 5 3|16 [23]0]0 Sakuma konfiguracija
2.5(2) 5031623/ 0]0
3.5(3) 5141116123010
4.91,26) [ 5 4262300
5.J(1,1,2) | 5 4 2 6 1231 0 0
2.5(2) 5426 23]0]0
3.5(3) 515216 23]0]0
4.J(1,2,6) | 5 | 5 | 3|6 23|00
6.7(3,1) 5151316123010
3151316 (23|00 Beigu konfiguracija

RAM darbu sak ar sakuma konfiguraciju un pirmo komandu (1. galvina
apliko pirmo komandu). Konkrétaja piemera RAM darbiba ir sada.
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e Laika moments ¢t = 0.
Laika momenta ¢t = 0 RAM konfiguracija ir

Ry R, R3y Ry R;s Rs¢ Ry
(5316200

un 1. galvina apluko komandu J(1,2,6).

e Laika moments t = 1.
Komanda J(1,2,6) nemaina Sunu saturu, tapéc laika momenta t = 1
RAM konfiguracija ir tada pati ka iepriekseja laika momenta

Ry Ry, Ry Ry Rs R¢ Ry .
5 [3]1]6[23]0]0]...

Ta ka laika momenta ¢t = 0 1. galvina apluko komandu J(1,2,6) un ta
ir 1. komanda, tad laika momenta ¢t = 1 1. galvina apliiko 2. komandu,
jor; =5 # 3 =ry. Konkréetaja gadijuma 2. komanda ir S(2).

e Laika moments t = 2.
Komanda S(2) pieskaita 2. Stnas saturam skaitli 1, tapec laika mo-
menta t = 2 RAM konfiguracija ir

Ry Ry Rs Ry Ry Rs Ry
(5[4 ]1]6]23]0]0]...

Ta ka laika momenta ¢ = 1 1. galvina apluko komandu S(2) un ta ir
2. komanda, tad laika momenta ¢ = 2 1. galvina apluko 3. komandu.
Konkretaja gadijuma 3. komanda ir S(3).

e Laika moments ¢t = 3.
Komanda S(3) pieskaita 3. sunas saturam skaitli 1, tapec laika mo-
menta ¢t = 3 RAM konfiguracija ir

Ri Ry Rs Ry Ry Ry R: ...
(5] 4]2]6[23]0]0]...
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Ta ka laika momenta ¢ = 2 1. galvina apluko komandu S(3) un ta ir
3. komanda, tad laika momenta ¢ = 3 1. galvina apluko 4. komandu.
Konkretaja gadijuma 4. komanda ir J(1,2,6).

e Laika moments t = 4.
Komanda J(1,2,6) nemaina $unu saturu, tapec laika momenta t = 4
RAM konfiguracija ir tada pati ka iepriekseja laika momenta

Ri Ry, Ry Ry Rs Rs Ry
5] 4]2]6[23]0]0]...

Ta ka laika momenta ¢t = 3 1. galvina apluko komandu J(1,2,6) un ta
ir 4. komanda, tad laika momenta t = 4 1. galvina apliiko 5. komandu,
jor; =5 # 4 =ry. Konkréetaja gadijuma 5. komanda ir J(1,1,2).

e Laika moments ¢t = 5.
Komanda J(1,1,2) nemaina $tnu saturu, tapec laika momenta ¢t = 5
RAM konfiguracija ir tada pati ka iepriekseja laika momenta

Ry, Ry Ry Ry Rs Rs¢ Ry
(54262300

Ta ka laika momenta t = 4 1. galvina apluko komandu J(1,1,2) un ta
ir 5. komanda, tad laika momenta t = 5 1. galvina apliiko 2. komandu,
jo r1 =5 =r. Konkretaja gadijuma 2. komanda ir S(2).

e Laika moments ¢t = 6.
Komanda S(2) pieskaita 2. sunas saturam skaitli 1, tapec laika mo-
menta ¢t = 6 RAM konfiguracija ir

Ry, Ry Rs Ry Rs Re¢ Ry .
5] 5]2]6[2]0]0]...

Ta ka laika momenta ¢t = 5 1. galviga apluko komandu S(2) un ta ir
2. komanda, tad laika momenta ¢ = 6 1. galvina apliko 3. komandu.
Konkretaja gadijjuma 3. komanda ir S(3).
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e Laika moments ¢t = 7.
Komanda S(3) pieskaita 3. sunas saturam skaitli 1, tapec laika mo-
menta ¢t =7 RAM konfiguracija ir

Ri Ry, Ry Ry Rs Ry Ry
(5 [5[3[6[23[0]0 [...

Ta ka laika momenta ¢t = 6 1. galviga apliko komandu S(3) un ta ir
3. komanda, tad laika momenta ¢ = 7 1. galvina apluko 4. komandu.
Konkretaja gadijuma 4. komanda ir J(1,2,6).

e Laika moments ¢ = 8.
Komanda J(1,2,6) nemaina $tnu saturu, tapec laika momenta ¢t = 8
RAM konfiguracija ir tada pati ka iepriekseja laika momenta

Rl Ry, Ry Ry Rs Ry Ri .
(5[5 [3[6[23[0]0]...

Ta ka laika momenta ¢t = 7 1. galvina apluko komandu J(1,2,6) un
ry = 5 = ro, tad laika momenta ¢t = 8 1. galvina apluko 6. komandu.
Konkretaja gadijuma 6. komanda ir 7(3,1).

e Laika moments t = 9.
Komanda 7'(3,1) 1. sunas saturam pieskir 3. sunas saturu, tapec laika
momenta t = 9 RAM konfiguracija ir

R, Ry Rs Ry Rs Re¢ R; .
(3536 [2B[0]0]..

Ta ka laika momenta ¢ = 8 1. galvina apluko komandu 7'(3,1) un ta
ir 6. komanda, tad laika momenta ¢ =9 1. galvina apliiko 7. komandu.
Konkretaja gadijuma 7. komandas nav, tapec RAM beidz darbu.
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1.2. Algebriskas sistemas

Attistitas teorijas pamatiezime ir ”speles noteikumu” fiksesana. Tapec
rodas uzdevums veidot teoriju ar vislielako ripibu un logisko precizitati.

Katra definicija jaunais jedziens tiek konstruets ar citu jedzienu palidzibu.
Ta rezultata katra definicija saistas ar citam, kuras define tos jedzienus, kas
apskatamaja definicija tiek uzskatiti par zinamiem. Piemeram, par taisnes
nogriezni sauc taisnes dalu, kas atrodas starp diviem punktiem. Bet ka
definet jedzienus ”taisne” un ”starp”?

Tie jedzieni, kurus izmanto kaut kada definicija, arl pasi ir jadefine ar
kadu agraku jedzienu palidzibu, savukart agrakie jedzieni ar1 jadefine, utt.
Kura vieta 8ai definiciju kedei bus gals (precizak — sakums)? Tada vispar
nav. Kada ir izeja no aprakstita skietami bezceriga stavokla? Matematiki
So ”Gordija mezglu” nav atraisijusi, bet vienkarsi parcirtusi. Proti, kada
vieta definiciju kede dazus jedzienus izvelas bez definicijas. Tos sauc par
sakuma jédzieniem jeb pamatjedzieniem. Parejos (definétos) jedzienus sauc
par atvasinatiem jedzieniem.

Matematikas sistematizacija devinpadsmita gadsimta beigu posma lava
secinat, ka viens no perspektivakajiem pamatjedzieniem matematika ir kopas
jedziens. To var izveleties par vienigo pamatjedzienu visa matematika.

Kopu
{{z} Az y}}

sauc par elementu z € X un y € Y sakartotu par: un lieto apziméejumu
(z,y) vai {x,y). Pari ((z1,22,...,Tn 1), %), kur Vi € 1,n (z; € A;) sauc par
n-dimensionalu kortezu par kopam A;, As, ..., A,. Turpmak n-dimensionala
korteza apzimesanai lietosim pierakstu (zq, xo, ..., z,) vai arl (zq, s, ..., T,).
Par kopu Ay, As, ..., A, Dekarta reizinajumu sauc visu n-dimensionalo kor-
tezu kopu par kopam Ay, As, ..., A,, t.i.,

Al XAQ X .o, XAn S {(331,172,...,a:n)|‘v’2'€1,_n(:17i GAZ)}

JaA=A,=Ay,=... = A,, tad lieto ar1 pierakstu A" = A; X Ay X ... X A,,.
Kopas Ay x Ay x ... x A, apakskopu p medz saukt art par n-vietigu attieksmi
(attiecibu, predikatu), kas definéta kopa A; x Ay x ... x A,. Sai situacija
kopu A;, i € 1, n, sauc par attieksmes o i-to projekciju un lieto apziméjumu
A; = pr;0.

Trijnieku f = (X, Y, F), kur FF C X XY sauc par attelojumu jeb funkciju,
ja visiem kopas F' elementiem (z,y), (z, 2) ir speka vienadiba y = z. Kopu
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X sauc par attelojuma f starta jeb izejas kopu, Y — par finisa jeb ieejas
kopu, F sauc par grafiku. Ja (x,y) € F, tad lieto pierakstu f(z) = y jeb
f :x+— y. Visparigs pieraksts f : X —o— Y (lieto arT pierakstu X —g—> Y)
norada, ka f ir attelojums ar starta kopu X un finisa kopu Y.
Kopu
Dom(f) = {z |y €Y (f:x—y)}

sauc par attelojuma f : X —o— Y definicijas apgabalu. Savukart kopu

Ran(f) = {y|Fx e X (f:z — y)}

sauc par attelojuma f vertibu apgabalu. Attelojumu f : X —o— Y sauc par
visur definetu attélojumu, ja Dom(f) = X. Sai gadijjuma medz lietot vienu
no apzimejumiem

fiX—Y vai XLV

Preteja gadijuma attelojumu f : X —— Y sauc par daléji definétu, proti, ja
dr € X x ¢ Dom(f).

Visur definetu attelojumu g : X; x Xy x ... x X,, — X, 11 sauc ar1 par
n-vietigu algebrisku operaciju. Sai situacija kopu X;, i € 1,n + 1, sauc par
operacijas g i-to projekciju un lieto apzimejumu X; = pr;g.

Attelojumu f : X —o— Y sauc par sirjekciju un lieto apzimejumu

f:X—>Y,
ja Ran(f) =Y. Attelojumu f sauc par injekciju un lieto apzimejumu

f: X <=Y,
ja dazadiem elementiem x1, x5 atbilst dazadi vy, ys, t.1.,

V(.I'l,l'g) € X2 [33’1 7é To = f([['l) 7é f(l'g)]
Ja algebriska operacija h : X — Y ir gan sirjekcija, gan injekcija, tad to sauc
par bijekciju.
Trijnieku (K, O, A) sauc par n-skiru algebrisku sistemu, ja

(i) K ={K,Ks,...,K,}, kar K;, i € 1,n, ir dazadas netuksas kopas,
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11 Ir algebrisku operaciju o; : X1 X Xo X ... X X — opa, kur
ii) O ir algebrisku operacij X x X Xia — Y kopa, k
Viel,k(i)(X;e K),kaartY € K,

(iii) A ir dazadu attieksmju ¢; C X; x Xy x ... x Xy, kopa, kur

Vielm(i)(X; € K),
(iv) Vie I,n[Jo € OFj (K; = prjo) V o € ATj (K; = pr;0)).
Ja kopas O un A ir galigas, un nerodas parpratumi, piemeram,
O ={o0y,09,...,01}, A={o01,02,--,0m},
tad (K, O, A) vieta lieto pierakstu
(K1, Ky, ..., K,;01,09,...,0k 01,09 - 0mn)-

Ja O = 0, tad algebrisko sistemu sauc par modeli, ja turprett1 A = (), tad —
par algebru. Sai situacija (K, O, A) vieta attiecigi lieto pierakstu (K, A) vai
(K, O), vai ar1 attiecigi

<K17K27‘"7Kn;017@27"'7gm> vai <K17K27"'7Kn;017027‘"7Ok>‘

1.3. RAM definicija
1.2. Definicija. Visur definétu funkciju

r:Z, —N
sauc par konfiguraciju.
Konfiguracijas apzimesanai parasti parasti lietosim apzimejumu
1,72y oo s Ty

vai arT lietosim pierakstu (7). Visu konfiguraciju kopas apzimesanai lietosim
pierakstu K°.

Ka redzams no matematiskas analizes viedokla konfiguracija (ry) nav
nekas cits ka virkne, kuras elementi ir naturali skaitli. Konfiguracijas i—ta
elemeta vertibu r; turpmak mes sauksim arl par ¢+—tas Stunas saturu. Lie-
tojot So terminologiju mes nemam vera ieprieks aprakstito RAM fizikalo
interpretaciju.
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1.3. Definicija. Jan € Z,, tad visur definétu attélojumu
Zin): K° > NXx K°:rp— (i +1,(r})),
kur

’I“,* Tk ja k#”?
ko 0, ja k=n

sauc par nulles pieskirsanu n—tajar Sunai.
1.4. Piemers. Ja (1) = (2%), tad
Z5(3)[(2%)] = (652, 4, 0, 16, 32,...,2% ..)
1.5. Definicija. Ja n € Z, tad visur definétu attelojumu
Si(n) : K° = Nx K®:rp = (i 4 1, (),
kur

7,,/7 Tk, ja k#na
FY Yl rp+1, ja k=n

sauc par vieninieka pieskaitiSanu n—tajai Sunaz.
1.6. Piemers. Ja (1) = (2%), tad

S17(3)[(27)] = (18;2, 4, 9, 16, 32,...,2%,..)

1.7. Definicija. Ja (m,n) € Z2, tad visur definétu attélojumu

Ti(m,n) : K° = Nx K° g (i +1,(r))),
kur

/ { Tku ja k%nﬂ
Tk;

Tm, ja k=mn

sauc par m—tas sunas satura parsutisanu uz n—to sunu.
1.8. Piemers. Ja (1) = (2%), tad

Tsa(3,1)[(2F)] = (85:8, 4, 8, 16, 32,...,2% ..))

18
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1.9. Definicija. Ja (m,n,q) € Z2, tad visur definetu attelojumu
Ji(mana(.I) K — Nx K°: Tk — (ja (rk))v

kur

~

i+ 1, ja my #
q, ja Tm = Tn

sauc par nosacitas vadibas mainu ar m-to un n-to Sunu parejot uz q—to
komandu.

1.10. Piemeérs. Ja (1) = (2%), tad
J(1,3, D[(2")] = (8,(24)).
1.11. Definicija. Ja (i,m,n,q) € Z%, tad attelojumus
Zi(n), Si(n), Ti(m,n), Ji(m,n,q)
sauc par komandam.

Turpmakajam fiksesim Sadus apzimejumus:

Z° = {Zi(n) | (i,n) € Z2}, Z; = {Zi(n) | n € Zy };

S = {Si(n) | (i,n) € Z3 }, S = {Si(n) [n € Zy };

T° = {Tim,n) | (mom) €2}, TP = {Ti(m,m) | (mim) € Z2);

J° = {Jilm,n,q) | (i,m,n,q) € Z1}, J? = {Ji(m,n,q)| (m,n,q) € Z3}

1.12. Definicija. Modeli
(L, <)

sauc par lineari sakartotu kopu, ja
o < ir kopa L definéta divvietiga attieciba;
o v < v — refleksivitate;

o r <Xy Ny<z=1x=<z — transitivitate;

r<y Ny<x=1x=y — antisimetriskums;

A

e <y Vy =z — salidzinamiba.

A
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Ka tas ierasts algebra, ja nerodas parpratumi, tad tai vieta, lai teiktu, ka
modelis (L, <) ir lineari sakartota kopa, saka:

— Kopa L ir lineari sakartota.

Ja kopa L ir galiga, tad lineara sakartojuma definicija reducejas uz 1. ele-
menta definiciju, 2. elementa definiciju, utt., lidz nodefinets n-tais elements.
Te n ir kopas L apjoms |L|.

1.13. Definicija. Galigu lineari sakartotu kopu K < Ko < ... < K,
sauc par programmu, ja Vi I; € Z7 U S; UTY U J?.

Turpmak programmas i-to elementu sauksim par programmas i—to ko-
mandu un lietosim pierakstu K;. Visu iespéjamo programmu kopas apzi-
mesanai lietosim pieraksru P°.

1.14. Definicija. Attelojumu
nxt : Nx K°x P°— N

sauc par nakoso komandu jeb nakoso izpildamo komandu, ja tas definicija ir
sada:
(i+1, ja In K; = Z(n);
i+1, ja dn K;=S;(n);
i+1, ja dmn K; =T;(m,n);
i+1, ja dImng K; = J;(m,n,q) un 71, # ry;
q, ja Elmnq K; = J’L<m7 n, Q> un  Tm = Tn;
0, pargjos gadijumos.

nxt : (i, (ry), P) —

\

1.15. Definicija. Attelojumu
conf : Nx K° x P° — K°
sauc par nakoso konfiguraciju, ja tas definicija ir sada:

Ki[(r¢)], ja programma P satur i-to komandu;

conf : (i, (), P) = { (ry), parejos gadijumos.

1.16. Definicija. Algebru
(N, K°, P° P, nxt, conf)

sauc par racionalu adresu masinu (RAM), ja
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o N — naturalo skaitju kopa;

o K° — konfiguraciju kopa;

e P° — programmu kopa;

e Pc P°

e nxt — nakosa komanda;

e conf — nakosa konfiguracija.

Ka redzams RAM ir loti specifiska algebra, proti, ne katra algebra

(A, B,Cc,01,09)

ir RAM, pat ja

e A B,C — kopas;

e cc(]

e AxBx(C2Aun Ax Bx(C 2 B.

Terminologija. Latviskojums RAM saistits ar sadiem apsverumiem.

e Termins "racionala adresu masina” asociejas ar tadiem vardiem, ka:
sapratigs, lietderigs, ekonomisks — tatad taupigs Iidzeklu izvele.

e RAM spej darboties ar racionaliem skaitliem.

e Visbeidzot, angliska termina ”"random-access machine” salsinajums ir

RAM.
1.17. Definicija. Virkn:
C1,M1,C2, N2, vy Cpy My - v

sauc par rekinasanu ar programmu P pie sakuma konfiguracijas (ry), ja
e ¢, = conf(1,(rg), P), ny = nxt(1, (ry), P);

e ¢, = conf(ng, ¢, P), ngyr = nxt(nyg, ¢, P).
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Sai situacija lieto apzimejumu P(ry) un (r)) sauc par sakuma konfiguraciju.
Tatad apzimejums P(ry) ir nekas cits ka virknes

C1, M1, C2, M2y vy Cy Nty -
1saks pieraksts. Ja Vi > n r; = 0, tad lieto apzimejumu
P(Tl,TQ, s 77nn) N~ P<Tk)

No definicijas uzreiz izriet, ka apaksvirkne (¢;) ir konfiguraciju virkne,
savukart apasvirkne n; ir ierobezota naturalo skaitlu virkne.

1.18. Sekas. Ja esiste tads t, ka n, = 0, tad
Vi>t(ni=0 A ¢=c¢).
O Ta ka komandas ar numuru 0 nav, tad
n; = nxt(0,¢;1,P) =0 un ¢; = conf(0,¢;_1,P) = ¢;_1 .
Tagad induktivi secinams, ka ¢;_; = ¢;. =

1.19. Definicija. Konfiguraciju c¢; sauc par beigu konfiguraciju, ja
ny = 0.

Sai situacija lieto apzimejumu P(r) | un saka, ka rekinasana P(ry) konverge,
t.i., rekinasana ar programmu P pie sakuma konfiguracijas (ry) konverge. Ja
Vi > nr; =0, tad lieto apzimejumu

P(ri,ro,...,m) | = P(rg) | .
Ja turpreti Vi n; # 0, tad lieto apzimejumu P(ry) T un saka, ka rekinasana
P(ry) diverge, t.i., rekinasana ar programmu P pie sakuma konfiguracijas
(ry) diverge. Ja Vi > n r; = 0, tad lieto apzimejumu

P(ry,re,...,mn) T = P(re) 1.

Pienemsim, ka ¢; = (¢y) ir beigu konfiguracija

Ct1,Ct2y « + + 5 Ciy v - -
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Saka, ka rekinasana rekinasana P(ry) konverge uz b, ja b = ¢y, t.i., P(rg) |
un b = ¢, Sai situacija lieto apzimejumu P(ry) | b. Ja Vi > n r; = 0, tad
lieto apzimejumu

P(ri,ra,...,m) L b= P(rg) | b.

VienoSanas. Lai neparslogotu apzimejumus, mes vienkarsosim program-
mas pierakstu. Ta, piemeram, programmu

S1(4) S To(7,3) < J3(2,3,1) < Za(8)

mes pierakstisim sadi:

= L=
<

1.4. RAM izrekinamas funkcijas
1.20. Definicija. Saka, ka programma P RAM-rekina funkciju
f:N"—o—> N,
Jja
o P(xy,x9,...,2,) | & (x1,29,...,2,) € Dom(f);
o Pxy,x9,...,2,) |y & flx1,29,...,2,) = ¥.

1.21. Definicija. Funkciju f : N* —o— N sauc par RAM-izréekinamu, ja
eksisté tada programma P, kas RAM-rékina so funkciju.

VienosSanas. Parasti RAM-izrekinamas funkcijas sauc vienkarsi par
wzrekinamam funkcijam.

(n) o Y, ja‘ P<xlax27"'7$n) l?/;
T (@, o, ) = { nav definéta, ja P(z1,xs,...,2,) T .

Lidz ar to matematika precizets jedziens ”eksiste algoritms, kas rekina
funkciju f : N* —— N 7 proti, matematika uzskata, ka izrekinamam un
tikai izrekinamam funkcijam eksisté algoritmi, kas tas rekina.
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1.22. Apgalvojums. Ja P — programma bez nosacitas vadibas mainas,
tad

Ve [fp(z) =p vV fp(r) =2 +p].

O Pieradijums induktivs pa programmas P garumu. Mes pieradisim: ja
(0;) ir beigu konfiguracija, tad o; = m; V ¢; = = + m;, piedevam m; < |P|.

Indukcijas baze. Ja programmas P garums |P| = 1, tad ta ir viena no
prgrammam

Z(n), S(n), T(m,n).
Nemam vera, ka tiek rekinata vienargumenta funkcija, tapec sakuma kon-
figuracija ir
z,0,0,,...,0,...
proti, sakuma konfiguracijas (r;) elementi ir sadi:
rm=x un Vi>1r,=0.
Visos Sajos gadijumos beigu konfiguracijas (g;) elementi ir sadi:
0i € {07 Lz, x+ 1}

Indukcijas solis. Mes pienemam: ja programmas P garums |P| = 7, tad
beigu konfiguracijas (g;) elementi ir sadi:

oi € {miy,x+m;} un m; < |PJ.
Pienemsim, ka programmas P’ garums |P'| = 7 + 1, tad
P/:K17K27"'7KT7KT+1'

Te
Vi K; € Z°US°UT”,

t.i., visas komandas ir izskata Z(n), S(n) vai T'(m,n).

Saskana ar indukcijas pienemumu, ja rekinasana notiek ar programmu
P =K, K, ..., K., tad beigu konfiguracijas (o;) elementi ir sadi:

0i € {my,z+m;} un m; <|P|.

Ta ka K, ir izskata Z(n), S(n) vai T'(m,n), tad programmas P’ beigu
konfiguracijas (o)) elementi ir iegiiti no konfiguracijas (p;), un tapec tie ir
sadi:

0; € {0,mi,m; + L,z +my,x +m; +1}U{m;|j € Zy}U{x +mylj € Z,}.
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Tas demonstre, ka
o, € {mj,x+m;} un m;<|P'|. =

1.23. Apgalvojums. Ja programma P nesatur vieninieka pieskaitiSanu
un x € Dom(f}), tad

fp(z) € {0,2}

O Nemam vera, ka tiek rekinata vienargumenta funkcija, tapec sakuma
konfiguracija ir
z,0,0,,...,0,...

proti, sakuma konfiguracijas (r;) elementi ir sadi:
rm=x un Vi>1r;,=0.

Saskana ar doto programma P = K, Ko, ..., K, nesatur nevienu koman-
du izskata S(n), tapec K; ir viena no komandam

Z(n), T(m,n), J(m,n,q).

Nosacitas vadibas maina J(m,n, ¢) nemaina konfiguraciju; Z(n) n—tajai
sunai pieskir vertibu 0; savukart 7'(m, n) m—tas Sunas saturu parsuta uz n—to
sunu. Tas nozime, ka So komandu darbibas rezultata katras Stunas saturs ir
vai nu nulle, vai arT vienads ar kadas citas sunas saturu. Ta ka sakuma kon-
figuracija (r;) katra elementa r; vertiba ir 0 vai z, tad ar1 beigu konfiguracijas
(0;) katra vertiba g; bus 0 vai z. m

1.24. Definicija. Programmas P un P’ sauc par ekvivalentam program-
mam, ja katrai sakuma konfiguracijai (ry,) izpildas nosacijums:

P(ry) | < P'(ri) |,
turklat vel abam rekinasanam sakrit beigu konfiguracijas.

1.25. Apgalvojums. Katrai programmai P eksité tai ekvivalenta pro-
gramma P', kas nesatur paradresacijas komandas.
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O Vispirms ieverojam, ka programmas

1. T(m,n)

=W

ir ekvivalentas.
Pienemsim, ka P = Ky, Ks,..., K, un K, = T(m,n). Rakstam jaunu
programmu

!/ ! ! !/ !/ !/ !/ !
P =K Ky . K, K\ K 0K 4. K.,

Te
[} Kz// - Z(Tl),
Kl//+1 ~ J(m7nay+4)7
K1//+2 N S(”)v
K;_A,_g ~ ‘](17 1,]/)’

Vi € Lv—1 K« Kj, ja Kj ir kada no komandam Z(n),S(n),
T(m,n) vai J(m,n,q) ar ¢ < v;

Vi € v+ 1,7 K 3 — Kj, ja K ir kada no komandam Z(n), S(n),
T(m,n) vai J(m,n,q) ar ¢ < v;

eVicel,v—1K; < J(m,n,q+3),ja K;=J(m,n,q) ar ¢ > v;

Viev+ 1,7 K3+ Jmn,q+3),ja K;=J(m,n,q) ar q>v.

Nemot vera ieprieks konstatéto programmas P un P’ ir ekvivalentas.

Ja programma P’ satur vel kadu komandu izskata T'(m,n), tad rakstam
jaunu programmu P” péc ta paSa parauga, ka programmai P rakstijam pro-
grammu P’. Ta galigu skaitu reizu rakstot jaunas programmas galarezultata
iegtisim programmu, kas bus ekvivalenta sakotnejai programmai P un nesa-
tures paradresacijas komandas. =

1.26. Vingrinajums. Katrai RAM izrekinamai funkcijai
f:N"—o>N

eksiste programma P bez nulles pieskirsanas, kas RAM-rekina funkciju f.
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1.27. Piemeri. Sekojosas funkcijas ir RAM-izrekinamas.

(i) Lai paraditu, ka f(x) = 5 ir RAM-izrekinama, mums jauzraksta RAM-
programmu, kas rekina So funkciju.

AR ol e
nn

(iii)

<

2,3,5)
1)
3)
1,1,1)

Ll
»n

(
(
(
(

Nakosa tabula demonstre, ka notiek rekinasana, ja x = 12 un y = 3.
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i Sl o
S S S SSSUnn S

Ry

Ry

Rs

Ry

Rs

Ry

28

12

=)}

(e}

o

=}

Sakuma konfiguracija

12

13

13

13

13

14

14

14

14

15

15

15

15

| W[ W W W[ W W W W W W W W w

W W W NN N R ==OO

[e] Nenl Hen] Nev] Jen] Hev] Ren] Hen] Hes] Hev] Jes) Han] Ra)

[ev] Nevl Hen) o] Jen) Hev) Ren] Nen) Hen) Neo] Nen) Rav) Ra]
[ev] Nenl Hen) el o) Hev) Rev] Heo) Hen] Nev] Neo) Rav] Na]

Beigu konfiguracija

Shematiski vispariga gadijuma tas izskatas sadi.

Rl Rg R3 R4 R5 RG
x y | O] 0] 0/ 0 |... Sakuma konfiguracija
x+k|y | E|] O] 0] 0]...
x+y| vy |y | 0] 0] 0 |... Beigukonfiguracija
(v)
0, ja =0,

r—1, ja x>0.

Nakosa tabula demonstre, ka notiek rekinasana, ja x = 3.
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Ry Ry Ry Ry Rs Rg

1.J(1,2,8){ 31000 07]O0 Sakuma konfiguracija

2.5(2) 31001000

3.J(1,2,7) | 3 | 1 L O] O] 0[O

4.5(2) 3/1]0[0]0/0

5.5(3) 312010100

6.J(1,1,3) | 3 | 2| 1]0]0 /|0

3.J(L,2,7) | 32| 1]0]01|0

4.5(2) 31211 10]01]0

5.5(3) 3031 10]0/0

6.J(1,1,3) | 3 [ 3 | 2]01] 0|0

3.J(1,2,7) | 3 {3 1201010

7.7(3,1) 3131210100
213121011010 Beigu konfiguracija

Shematiski vispariga gadijuma tas izskatas sadi.

R, R, Rs Ry, Rs R
x 0 |0 0010 Sakuma konfiguracija
x k |k—=1]01]01]0
x—1|x |z—1 0010 Beigu konfiguracija

z : . — N .
fx)=4 2 ja z ir parskaitlis,
av defineta preteja gadijuma.

AR ol e
5

Nakosa tabula demonstre, ka notiek rekinasana, ja x = 4.
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Ry Ry, Ry R, Rs Rs
1.J(1,2,6) [ 4 | 0| 0] 0] 01O Sakuma konfiguracija
2.5(2) 41701010 01]0
3.5(2) 41711010 01]0
4.5(3) 4121010010
5.J1,1,1) [ 4 |2 [ 10|00
1.J1,26) [ 4 [ 2 [1[0] 00
2.5(2) 41211 10]0/0
3.5(2) 4131 110]0]0
4.5(3) 4 141 110]01]0
5.J(1,1,1) 4| 420|000
1.J1,26) [ 4 [4 2000
6.7(3,1) 41412101010
214121011010 Beigu konfiguracija

Shematiski, ja x ir parskaitlis, tas izskatas sadi.

Ry, Ry Ry Ry Rs Rs
x |0 |0 0| 0] 0 |... Sakuma konfiguracija
x |2k |k 01010 |...
5 lr |3 0| 0] 0 |... Beigukonfiguracija
(vii) f(w) = |5 |
2
1. J(1,2,7)
2. S(2)
3. J(1,2,7)
4.  S(2)
5. S(3)
6. J(1,1,1)
7. T(3,1)

Nakosa tabula demonstre, ka notiek rekinasana, ja z = 3.
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R1 R2 Rg R4 R5 R6

Shematiski vispariga gadijuma tas izskatas sadi.

R, Ry Ry Ry Rs Rg
x |0 0 01 01]0 Sakuma konfiguracija
x |2k—1 k=110 1] 0] 0
r | 2k k 0] 010

LJ,2,71 3,000 07]0 Sakuma konfiguracija
2.5(2) 3701010 ]01]0
3.J1L,2,y 3110|0010
4.5(2) 3711010 0]0O0
5.5(3) 3121010010
6.J(1,1,1) [ 3| 2| 1]0]0]0
LJL,2,7) (3121107010
2.5(2) 312 1110]01]0
3.J1L,2,7 | 31311101010
7.7(3,1 313 1[0]0]0
1 {3, 1]101]01]0 Beigu konfiguracija

Visu laiku notiek parbaude 2k — 1 = x vai 2k = x. Atbilstosi 3. suna ir

vertiba

|

2

2k —1 2k
J:k—l vail {—

lidz beigas 3. stna ir izrekinata vertiba |3 ].

(viii)

Nakosa tabula demonstre, ka notiek rekinasana, ja z = 12 un y = 14.

2

| =+

o 07 ja z S Y
flz,y) = { nav defineta preteja gadijuma.
L J(1,2,4)
2. S(1)
3. J(1,1,1)
4.  Z(1)
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1.J(1,2
2.5(1)
3.J(1,1
1.J(1,2
2.5(1)
3.J(1,1
1.J(1,2
4. 7(1)

Ry Ry R;y Ry Rs Rs

12114100070 Sakuma konfiguracija
1214, 0071070

13{14,0]01]07]0

314, 0]01]07]0

13[{14,0]01]07]0

4114, 0] 07]07]0

14114, 0707070

4114, 0707070

0O (147 0] 0] 070 Beigu konfiguracija

Shematiski vispariga gadijuma tas izskatas sadi.

R1 R2 Rg R4 R5 RG
x y |0 0| 0| 0 |... Sakuma konfiguracija
x+k|y |0 01010

Visu laiku notiek parbaude vai z + k = y? Ja = < y, tad rekinasana kadreiz
beigsies, preteja gadijuma rekinasana diverge.

(ix)

f(zy) :{

© 0N T W

,_.
=

0, ja =<y,

1, ja z>uy.
T(1,3)
T(1,5)
Z(1)
T(2,4)
J(2,3,11)
S(3)
S(4)
J(4,5,10)
J(1,1,5)
S(1)

Nakosa tabula demonstre, ka notiek rekinasana, ja z = 14 un y = 12.
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Ry Ry R3 Ry Rs
M2l 0070
: 14121400
) 141214 0 |14

&

Sakuma konfiguracija

12141 0 | 14
12 | 14 | 12 | 14
12 (14 | 12 | 14
12 | 15|12 | 14
12 15|13 | 14
12 15|13 | 14
12 | 15| 13 | 14
12 |15 ] 13 | 14
12 116 | 13 | 14
12 116 | 14 | 14
12 116 | 14 | 14
12 116 | 14 | 14

WO i~
N~—
o

e R I i B A l

OO OO O OO0

~—r
sl k=] K] Nes] Nen] e] Nen) Hev] el Nan] Rav]

Beigu konfiguracija

Shematiski vispariga gadijuma tas izskatas sadi.

R1 RQ R3 R4 R5 R6

r |y |0 0 0 | 0 |... Sakuma konfiguracija
0 |y |z Y z | 0
0 |y |z+k|y+k| x| 0

Visu laiku notiek parbaude x + k = y vai y + k = x. Ta rezultata tiek
konstatets x <y vai z > y.

1.5. Veseli un racionali skaitli

RAM var interpretet art ka ierici, kas rekina vesela argumenta funkcijas
f:72" —— 7.

Veselo skaitlu kopu var ieviest balstoties uz naturalo skaitlu kopu N.
Shema ir sekojosa: vispirms kopa N? definéjam ekvivalences tipa predikatu,
proti,

(a,b)w(m,y)ﬁa—b:x—y\/b—a:y—x.



1. RACIONALAS ADRESU MASINAS (RAM) 34

Ta ka kopa N atnemsana ne vienmer ir defineta, tad mums jabut nedaudz
uzmanigiem. S1iemesla del mes lietojam nosacijumu

a—b=x—yVb—a=y—uzx,

nevis nosacijumu a — b = x — y. Atzimesim, ja a > b, tad (a,b) ~ (a — b,0);
ja turpreti b > a, tad (a,b) ~ (0,b — a).
Ekvivalences tipa predikats ~ kopa N? define klases
[—al
[a]

Ta rezultata iegtustam faktorkopu

1
—_
2 8
s s
GG}
NI
2 2
=0
s =2
—— =

N?/~ = {[~a]|la € N} U{[a]|la € N}.

Vel tikai sai faktorkopa janodefine saskaitisana, rezinasana un attieciba ma-
zaks par, un tad jau gredzenu N?/~ ar precizitati lidz izomorfismam var
uzlikot par veselo skaitlu gredzenu Z.

So visu nemot véra, meés katru veselu skaitli RAM interpretésim ka naturalo
skaitlu pari. Proti, mes teiksim, ka programma P RAM-rekina funkciju

7" —— 7,
ja

o P(aj,az,...,as,) | < (x1,29,...,2,) € Dom(f);

te
. —x;, ja x; <0, P 0, ja x; <0,
o 0, ja x;>0; 7 U m, ja x>0
e ja P(ay,aq,...,as,) |, (0;) ir beigu konfiguracija un
f(l'l,l'g,...,{]?n) =Y,
tad

_ -y ja y <O, [0, ja y<O,
er = 0, ja y=>0; 2 =y ja y>0;
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1.28. Piemers. Funkcija f:7Z — Z : x — x + 1 ir RAM-izrekinama.

© 00 N O O = W N =
nn

~—~~ —~ N /N ~ —~ / —~
N

Mes nemam vera, ka katrs vesels skaitlis « reprezentets ka paris (a,b). Ta,
piemeram,

—-7=(7,0), tapec —7+1=-6=(6,0).
So operaciju nodrosina komandas no 2.-8. Ta faktiski ir vieninicka atnemsana
(salidzinajumam skatit piemeru 1.27(v)).

Savukart
7=(0,7), tapec 7+1=8=1(0,8).

So operaciju nodrosina viena pati 9. komanda.

Visbeidzot RAM var interpretet art ka ierici, kas rekina racionala argu-
menta funkcijas

[:Q"—— Q.

Racionalo skaitlu kopu var ieviest balstoties uz veselo skaitlu kopu Z.
Shema ir sekojosa: vispirms kopa Z x Z, definejam ekvivalences tipa pre-
dikatu, proti,

(a,b) ~ (2, ) & ay = bz.
def

Ekvivalences tipa predikats ~ kopa Z x Z, define klases

[%} = { (@) | (z,9) ~ (a,0)}
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Ta rezultata iegustam faktorkopu
LX D)~ — { [%} lacZ A beZ+}.

Vel tikai sai faktorkopa janodefine saskaitisana, rezinasana un attieciba ma-
zaks par, un tad jau lauku Z X Z, /~ ar precizitati lidz izomorfismam var
uzlukot par racionalo skaitlu lauku Q.

So visu nemot vera, mes katru racionalu skaitli RAM interpretésim ka
naturalo skaitlu trijnieku. Proti, més teiksim, ka programma P RAM-rekina
funkciju

[:Q"——Q,
ja
o Plaj,as,...,as,) | < (x1,29,...,2,) € Dom(f);
te
s —Pi; ja pi<07 Qi _ Oa ja p2<07
e 0, ja p; >0; LT U, jaopi>0;
o D
asi = q; 5= (piyqi) EZ X 7y .
e ja P(ay,aq,...,as,) |, (0;) ir beigu konfiguracija un
f($1,$2,...,$n) =Y,
tad ( )
_pa()?q 9 ja p< 07
(o1, 02, 02) { (0,p,9), ja p=0;
te »
gy (p,q) €L XLy .

1.29. Piemers. Funkcija f:Q — Q: x — |z| ir RAM-izrekinama.

1. J(1,4,4)
2. T(1,2)
3. Z(1)
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Mes nemam vera, ka katrs racionals skaitlis = reprezentets ka trijnieks (a, b, ¢).
Ta, piemeram,

7 7
—§:W@$,t@&’—ﬂ:—:mﬂ$.

RAM nav paredzeta darbibam ar realiem skaitliem, ta vienkarsa iemes-
la del, ka realu skaitli vispariga gadijuma var reprezentet tikai ka bezgaligu
naturalo skaitlu virkni. Tas nebut nenozime, ka vispar ne pie kadiem no-
sacijumiem RAM nav iespejams interpretet ka ierici, kas rekina reala argu-
menta funkcijas

f:R" o R.



2. TJURINGA MASINAS 38

2. Tjuringa masinas

Tjuringa masmas, piemeéri. Pec Tjuringa izrekinamas funkcijas, piemeri.

2.1. Tjuringa masinas modelis

/

q2

Q1 Vadibas

iekarta

qo0

o

Tk | Th+l T

2.zim. Tjuringa masinas principiala darbibas shema.
Lidzigi ka RAM art Tjuringa masmas butiska sastavdala ir bezgaliga
atminas iekarta, kas sadalita Stinas:
...R1,Ry,Ry,...,R;, ...

So atminas iekartu sauc par lentu. Ta ir abpuséji bezgaliga. Katra $tina R,
ierakstits patvaligs kadas fiksetas galigas kopas

A={t,a1,a9,...,a,}
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elements. Kopu A sauc par Tjuringa masimas aréjo alfabetu, kopas A ele-
mentus — par burtiem.

Otra Tjuringa masinas butiska sastavdala ir tas ieksejais alfabets jeb
stavok{u kopa (). Tapat ka arejais alfabets art ieksejais alfabets ir galigs,
proti, kopa @) ir galiga. Tjuringa masSina vienmer atrodas kada no kopas @)
stavokliem. Citiem vardiem sakot katra laika momenta ir aktivizets kads no
stavokliem ¢; € Q.

Visbeidzot tresa sastadala ir vadibas iekarta, kas funkcioné saskana ar
ievietoto programmu. Programma — ta ir galiga komandu kopa

{Ki,Ky,...,K}.
Katra komanda K, ir simbolu virkne izskata
q;r; — a¥q
Te
e ¢; un q ir stavoklu kopas () elementi;
e r; un ¢ ir alfabeta A burti;
e % ir viens no kopas {9, T,I} elementiem.

Shematiski tas viss attelots 2. zimejuma. Attela Tjuringa masmai ak-
tivizets ieksejais stavoklis ¢; (ta atrodas stavokli ¢;). Tai pasa laika vadibas
iekartas galvina apluko i—to sunu, kura ierakstits alfabeta A burts r;.

Tagad aprakstisim Tjuringa masimas vadibas iekartas darbibu. Lidzigi ka
RAM ar1 Tjuringa masina darbojas diskretos laika momentos

0,1,2,...,7,...

Pienemsim, ka laika momenta 7 Tjuringa masinas galvina apliiko stnu ar
ierakstu r; un ta atrodas stavokli ¢; (ilustraciju skatit 2. zimejuma). Tas
nozime, ka laika momenta 7 Tjuringa masina izpilda komandu

q;ri — a¥yq,
proti,

e Tjuringa masina Sai laika momenta 7 aizstaj ierakstu r; ar ierakstu a
un aktivize stavokli g;
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e izlemj, kuru sunu galvina aplukos nakosaja laika momenta 7 + 1:

a) ja % =9, tad nakosaja laika momenta galvina aplukos ¢ — 1-mo $unu,
t.i., galvina parvietojas vienu stinu pa kreisi;

b) ja % = T, tad nakosaja laika momenta galvina aplukos to pasu i—to
§unu, t.i., galvina neparvietojas;

c) ja % =r, tad nakosaja laika momenta galvina aplikos i + 1-mo sunu,
t.i., galvina parvietojas vienu stnu pa labi.
Mes tomer ne katru galigu komandu kopu atzisim par Tjuringa masinas
programmu (RAM gadijuma mes par programmu atzinam patvaligu galigu
komandu virkni). Pienemsim, ka

Q:{QO7QI7"‘7qm} un QO ~ Q\{QO}a
tad

® q; # qo, proti, stavokli gy uzskatisim par beigu stavokli, t.i., ja Tjurin-
ga masina aktivize stavokli qq, tad tas nozime, ka ta darbu ir beigusi
(apstajusies);

e ¢y # q1. Stavokli ¢ mes izmantosim ka Tjuringa masinas sakuma
stavokli, proti, Tjuringa masina vienmer darbu uzsak atrodoties sta-
vokli ¢;. Tatad |Q| > 2.

e Mes prasam, lai katram parim (g;,7;) € Qo x A atbilstu tiesi viena
programmas komanda
q;ri — akq.
Ta rezultata katra Tjuringa masinas programma P sastav no m(n+ 1)
komandas, t.i., |P| = m(n + 1).
Tagad mes varam atbildéet uz jautajumu:
— Ka lietojama Tjuringa masina %7

Lietotajs, teiksim Alise, vispirms uzraksta Tjuringa masinas programmu
{Ky, Ky, ..., K}

So programmu ievieto masina. Konkretas Tjuringa masinas realizacijas ga-
dijjuma konstruktoram saprotams japaredz, ka §1 programma tiks ievadita
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masina, tacu mus neinterese konkreta Tjuringa masimas realizacija, tapec
mes uzskatisim, ka Alises vienigais pienakums ir korekti uzrakstit Tjuringa
masinas programmu, piemeram, uz papira.

Nakosias solis: Alise ievada Tjuringa masinas atminas visas stunas R;
sakuma datus, t.i., burtus r; € A. Tacu te ir viens butisks ierobezojums,
proti, tikai galiga skaita sunu drikst ierakstit burtus, kas atskiras no burta .
Vel vairak, mes prasam, lai tiktu ieverots sads nosacijums:

ja T 7é 13 7é Tsetis tad v] € m (T%—i-j 7é t)

Visbeidzot konstruktori ir paredzejusi, ka nospiezot starta pogu Tjuringa
masina aktivize stavokli ¢, t.i., Tjuringa masina sak darbu; sakas diskretu
laika momentu

0,1,2,...,7,...

atskaite. Laika momenta 7 = 0 Tjuringa masimas galvina apliko stunu, kura
ierakstits burts

T # 1, piedevam, Vi< (r;=1).

Sai situacija mes teiksim, ka galvina atrodas uz ieraksta sakuma. Jaatzime
viens iznemums, proti, ja visas stinas ierakstits burts ¢, tad Tjuringa masinas
galvina apliko sunu Ry. Talako Tjturinga masinas darbibu mes jau esam
aprakstijusi ieprieks (skatit tekstu sakot ar teikumu ”Pienemsim, ka laika
momenta 7 Tjuringa masmas galvina apliuko stunu ar ierakstu r; un ta atrodas
stavokll ¢;).

Ja kada laika momenta Tjuringa masima beidz darbu un tas galvina atro-
das uz ieraksta sakuma, tad vardu (t.i, burtu virkni)

Ok Ok+15 -+ - 5 Ok+

uzskatisim par Tjuringa masinas darba rezultatu. Te

Ok £t 0y, Vi<k(oj=1) un Vi>k+u(o=1).
Atkal jaatzime viens iznemums, proti, ja visas sunas ierakstits burts ¢, tad
tukso vardu uzskatisim par Tjuringa masinas darba rezultatu.

Skaidrojums. Parasti varda definiciju vel papildina ar norunu, ka drikst
lietot ar1 ta saukto tukso wvardu, kas nesatur nevienu burtu. Sis vards ir,
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varetu sacit, vienkarsi tuksa vieta. Vienosimies tukso vietu apzimet ar grieku
burtu "lambda”: A.

Ja
Vi<sx(rj=t), Vj€0,i(rey#t) un  Vj>sx+i(r;=t),
tad teiksim, ka Tjuringa masma ¥ vardu

Toes Taet s o oo s Taetd

parstrada par vardu

Ok Ok+15 - - - 5 Ok+t
Ja Vj (r; =t), tad teiksim, ka Tjuringa masina ¥ tukso vardu parstrada par
vardu

Ok Ok+1) - - - Ok+e

JaVj (0j =), tad teiksim, ka Tjuringa masma T vardu

T T%+1, . ,7"%4_7;

parstrada par tukSo vardu A. Ja gan Vj (r; = t), gan Vj (o; = t), tad
teiksim, ka Tjuringa masina ¥ tukso vardu A parstrada par par tukso vardu A.
Visos Sais gadijumos teiksim, ka rékinasana ar Tjuringa masimu ¥ konverge.
Parejos gadijumos teiksim, ka rekinasana ar Tjuringa masimu ¥ diverge.

Lidzigi ka gadijuma ar RAM mes Tjuringa masmu turpmak identificesim
ar tas vienu butisku sastavdalu, proti, programmu. Ta, piemeram, tai vieta,
lai teiktu, ka miusu riciba ir Tjuringa masina, kuras programma ir

Gt — tTq
@10 — 0T q
CI11 — 1—|—QO

mes teiksim:
— Pienemsim, ka dota Tjturinga masina

at — tTq
@10 — 0T q
qll — ].TQO
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Sadi mes reprezenteéjam Tjiringa masinu ar programmu {Ky, Ky, K3},
kur

Ki=qt—1tTq, Ki=q0—0Tgq, Kzy=q1l—1Tq.
Dazkart ertibas labad to visu mes noformesim ka tabulu:

t 0 1
G|t T[0T q|1Taq|

2.2. Vardi

Mes jau iepriekseja paragrafa redzejam, ka Tjuringa masina parveido
vardus par vardiem. Tagad mes noprecizésim, ko 1sti meés saprotam ar ter-
minu ”vards”.

Pienemsim, ka A — galiga kopa, ko turpmak sauksim par alfabetu. Parasti
alfabeta elementi ir konstruktivas dabas objekti. Gramatu lapas iespiestie
burti ir tipisks konstruktivu objektu piemers. No kopu teorijas viedokla var
uzskatit, ka alfabets un kopa ir sinonimi (vismaz klasiskas matematikas iet-
varos). Alfabeéta elementus, t.i., elementaros simbolus, sauc art par burtiem.

Katru kopas

o0
At = | Ja
n=1
elementu u € AT sauc par alfabeta A netuksu vardu. Pienemsim, ka

w = (ug,ug, ..., u), v =(v1,V2,...,0mn)

ir alfabeta A netuksi vardi, tad

uFv = (U, Uty .o U, VL, Vo, e ey V).

So kopa AT definéto operaciju sauc par konkatenaciju.

Parasti varda definiciju vel papildina ar norunu, ka drikst lietot ari ta
saukto tuk$o vardu, kas nesatur nevienu burtu. Sis vards ir, varetu sacit,
vienkarsi tuksa vieta. Vienosimies tuksSo vietu apzimet ar grieku burtu
"lambda”: .
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Saskana ar norunu
AN = A, Vu € AT Mu = u = u#\.
Kopu
A" = ATU{N}

sauc par alfabeta A vardu kopu. Kopas A* elementus sauc par vardiem.
Ka tas tradicionali pienemts, ja nerodas parpratumi, tad konkatenacijas
operaciju izlaiz un lieto pierakstu

UV = U,
bez tam
Uiz ... U <~ (ul,uz,. .. ,uk).
Jaa =u; =uy =...=u,, tad lieto ar1 pierakstu a” = wuqus ... u,. Savukart
a’ = \
= A\

Pienemsim, ka u € A", tad skaitli n sauc par varda u garumu, ko turpmak
apzimesim ar |u|. Saskana ar definiciju pienemsim, ka |A| = 0.

Trijnieku (u, v, u’) sauc par varda v ieeju varda w, ja w = uvu'. Jaa € A
un w € A*, tad ar |w|, apzimesim burta a dazado ieeju skaitu varda v.

2.1. Piemers. Trijnieks (p, asaka, \) ir varda asaka ieeja varda pasaka.
Atzimesim, ka |pasakal, = 3, t.i., burts a varda pasaka ieiet 3 reizes.

2.2. Definicija. Vardu v € A* sauc par varda w € A* dalitaju jeb
apasvardu, ja eksisté tadi u € A* un v € A*, ka w = wvv'. Sai situacija
vardu u sauc par priedekli, bet u' — par piedekli. Ja A # u # w, tad u sauc
par stu priedekli; lidzigi, ja X # u' # w, tad u' sauc par istu piedekli.

Pienemsim, ka A = {t,ay,as,...,a,}, tad
At ~ A\{t} = {al,aQ,...,an}.

Mes lietosim pierakstu
T(u) =w,

ja Tjuringa masina T vardu u € A; parstrada par w € A*. Tatad ta vieta,
lai teiktu (skatit ieprieksejo paragrafu), ka Tjuringa masima vardu

Toes Tart1s oo vy Taetd
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parstrada par vardu
Ok Ok+15 -+ - 5 Ok+u

mes lietosim pierakstu

(Vo set1 - - Taeti) = OkOk+1 - - - Ote

un teiksim, ka Tjuringa masma ¥ vardu

Vol a1« o - Tagd

parstrada par vardu
OkOk+1 - - - Ok -

2.3. Piemeri. Dotajos piemeros uzskatisim, ka A = {t,0,1}.
(i) Tjuringa masina %,

gt — 0T q
0 — 09aq
CI11 — 1ﬁQ1

vardam u € Aj prieksa pieraksta 0, proti, Ty(u) = Ou. Shematiski tas
attelots 3. zimejuma.

3.zim. %;(u) = Ou.
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(ii) Tjuringa masina ¥,

Gt
¢ 0
q 1
g2t
72 0
¢ 1

aiz varda u € Aj pieraksta 1, proti, To(u) = ul. Tjuringa masas galvina
vispirms dodas uz varda beigam (stavoklis ¢), ieraksta 1 (stavoklis ¢;) un

L A R

19 g
0r q
LT g
t T q
07 ¢
19 g

46

aktivize stavokli ¢o, tad dodas uz varda sakumu (stavoklis ¢2) un apstajas uz

varda sakuma (stavoklis ¢g). Lidz ar to pec darba beigsanas galvina atrodas
uz ieraksta sakuma. Shematiski tas attelots 4. zimejuma.

{(h

4.z1m. Ty(u) = ul.

N
u
J 42
— t]
ul
l do
— l
ul
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(iii) Tjuringa masina T3 kope vardu, proti, T3(u) = utu. T3 vispirms
konstate, kur§ burts jakope (stavoklis ¢ ):

e ja galvina apliiko burtu ¢, tad kopesanas darbi ir beigusSies, un atliek

galvinu novietot uz ieraksta sakumu (stavoklis qip);

e ja galvina apliko burtu 0, tad ar stavoklu ¢, ¢4 palidzibu galvina nonak

lidz ieraksta beigam, ieraksta 0 (stavoklis q4), un atgriezas (stavokli
6, 03, lai nolasitu nakoso burtu;

e ja galvina apliko burtu 1, tad ar stavoklu g3, g5 palidzibu galvina nonak

lidz ieraksta beigam, ieraksta 1 (stavoklis gs), un atgriezas (stavokli
q7,q9), lai nolasitu nakoso burtu.

t 0 1
q |t Tqo|tl @ | t7 g
@ [t |07 g |17 ¢
g3 |t T g |07 g3 | 17 g3
e |0 0¢gs | OT g4 | 17 g4
@ |1 9q |07 g5 | 17 g
% |t Tg]0Tqg |17 gs
|t Tq | 0Tq | 19q
g8 |07 1| 0Tqg |17 g
@ |17 ¢ | 0Tqg | 17q
qo | tT g |09 qo|1l T qo

(iv) Tjuringa masina ¥, kope vardu pilnigi blakus, proti, T,(u) = u?. T4
vispirms strada ka Tjuringa masma T3 (stavokli ¢; 1idz gy0), tad pirmo vardu
nobida par vienu vietu pa labi, proti,

ieraksta ¢ un atceras, kadu burtu ir nodzesusi (stavoklis ¢11);
ja nodzesta 0, tad pariet stavokli gyo;
ja nodzests 1, tad pariet stavoklt ¢;3;

stavoklis q12 nodrosina 0 ierakstisanu un atceresanos, kads burts ir
nodzests;

stavoklis g3 nodrosina 1 ierakstiSsanu un atcereSanos, kads burts ir
nodzests;
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Tjuringa masina T5 vardam w prieksa konstrue apgriezto vardu, proti,

w Hw.
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Tjuringa masinas T5 darbiba lidziga T3 darbibai. T5 vispirms konstate,
kurs burts jakope (stavoklis ¢;):

e ja galvina apliuko burtu ¢, tad kopesanas darbi ir beigusSies, un atliek
galvinu novietot uz ieraksta sakumu (stavokli ¢i9, ¢11);

e ja galvina apliko burtu 0, tad ar stavoklu ¢s, ¢4 palidzibu galvina nonak
lidz ieraksta sakumam, ieraksta 0 (stavoklis ¢4), un atgriezas (stavokli
6, 03 ), lai nolasttu nakoso burtu;

e ja galvina apliiko burtu 1, tad ar stavoklu g3, ¢5 palidzibu galvina nonak
lidz ieraksta sakumam, ieraksta 1 (stavoklis g5), un atgriezas (stavokli
d7, o), lai nolasitu nakoso burtu.

(vi) Tjuringa masima % konstrue varda w apgriezto vardu w™?, proti,

Ts(w) =w™L.

t 0 1
@ [t T qo|tTq | tg
@ [t Tqa|[09¢ | 17q¢
g3 |t Tqg5 ] 0Tqg3 |17 g
G |07 g | 0T q |19q
@ |17 g ] 07¢ | 17¢s
@ | tT g | 0T g | 17 gs
qr | tT g |07 g7 | 17 gr
s |07 qu |07 g | 17 gg
@ |17 q |07 q |17 g
qo |t Tqul|tTqo|t T quo
qu | tT g |0 9qi|19qu

Tjuringa masinas %4 darbiba lidziga €5 darbibai. Vieniga atskiriba ir
komandas ar stavokli q;9. Tjuringa masina % nodzes sakotnejo vardu w.

(vii) Tjuringa masma T, vardam w tiesi prieksa konstrue apgriezto vardu,
proti, T7(w) = w™lw. T; vispirms strada ka Tjliringa masina 5 (stavokli
¢ 11dz q9), tad vardu w nobida par vienu vietu pa kreisi, proti,

e ieraksta ¢ un atceras, kadu burtu ir nodzesusi (stavoklis gio);

e ja nodzesta 0, tad pariet stavokli qs;
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e ja nodzests 1, tad pariet stavokli ¢;1;

50

e stavoklis g2 nodrosina 0 ierakstisanu un atceresanos, kads burts ir

nodzests;

e stavoklis ¢;; nodrosina 1 ierakstiSsanu un atcereSanos, kads burts ir

nodzests;

e ja paradas burts ¢, tad darbs ir padarits; ar stavokla ¢;3 palidzibu
galvina dodas uz varda sakumu.

a1
q2
qs
q4
ds
de
qr
qs
d9
dio0
qi1
q12
qi3

2.4. Vingrinajumi.

t 0 1
t T qo |t Tq |t g
tﬁqu 0<~|QQ 1(—|QQ
t Tqg5 |0 9¢q3 | 19 ¢
0r g | 09q | 19q
17 ¢ | 09¢g | 19 ¢gs
tl')qg 0|—>q6 ].|—>q6
tPQQ 0|—>q'7 1|—>Q7
OVql 0|—>q8 1|_>QS
1P g |07 g | 17 g
tTq |t Tqe|t T qn
I Tq3 |1 9q2|1 7 qn
Oﬁqlg Oﬁqlg Oﬁqll
tr g |0 9qs |1 T qs

Uzrakstit Tjuringa masinu programmas!
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2.3. Tjuringa masinas definicija

2.5. Definicija. Algebru
= (Qo,Q, A, 5,90, q1,t,T)
sauc par Tiuringa masinu, ja:
(i =Q \ {a};

(ii
(iii) QNA=10;

Q, A — galigas kopas;

) Q
) Q
)
(iv) go,q1 € Q N go # @15
(v) t e A
(vi) S={9,T,r};
)

(vil) T: Qo x A — AXx S xQ.
Intuitiva nozime tas viss mums jau ir pazistams.
2.6. Definicija. Vardu w € (Q U A)" sauc par masinas vardu, ja
w = uqav,

kur u,v € A*, ¢ € Q, a € A.
M(T) - {w|w ir masnas vards}.
Mes lietojam apzimejumu M (7T), lai uzsvertu, ka atskirigam Tjuringa ma-

Simam var but dazadi masmu vardi. Viss atkarigs no alfabetiem @ un A.

Tagad definesim attelojumu M (7)) 5 M (T'). Tai vieta, lai rakstitu

F(w) = w', turpmak mes lietosim pierakstu w F w’, un teiksim, ka 7' tiesi
parstrada vardu w par w’. Pienemsim, ka

w=ugav, kur wu,v€ A", g€ Q, ac A.
(i)Ja T:qa—b9¢ un w=A\ tad wk ¢th.

(i) Ja. T:qa—b9¢ un w=uec, kurce A, tad whku'q¢cb.
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(iii) Ja T :qa—bTq, tad wk uqgbo.
(iv) Ja. T:qa—br ¢ un wv#X tad wkhk ubgv.
(v)Ja T:qa—brq¢ un wv=A\ tad wkhk ubg't.

Saka, ka T' maSinas vardu w parstrada par masinas vardu w’, ja eksiste tada
masimas vardu virkne
Wi, W, ..., Wy, ka

(i) w=ws;
(i) Vi € 2,n w1 b wy;
(iil) w, = w'.
Sai gadfjuma lietosim pierakstu w I+ w'.
Piepemsim, ka A; = A\ {t}. Definesim divus attelojumus
p: Ay — M(T) un Y M(T) —— A"

PA it
Cu— quu, jau € Af.

R get™ = )

thgoat™ — a, ja a € A

R goaubt™ — aub, ja a,b € Af un u € A*;
parejos gadijumos attelojums 1 nav definets.

(i)

=SS €6

2.7. Definicija. Saka, ka Tjuringa masina T vardu w € A} parstrada
par vardu w' € A*, ja eksiste tada vardu virkne

w, wo, Wi, W, ka
(i) e(w) =wo;
(11) Wo I+ w1,

(iil) (wq) = w'.
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Sai gadijuma lietosim pierakstu T(w) = w'. Saka, ka rekinasana vardam w
konverge, un lieto apzimeéjumu T (w) |, ja eksiste tads vards w’, ka T(w) = w'.
Preteja gadijuma saka, ka rekinasana vardam w diverge, un lieto pierakstu
T(w) 1.

Ja apa,_1...a1aq ir skaitla x € N pieraksts 2-nieku sistema, tad
r=2"a, + 2" ta,_1 + ...+ 2a; + ao,
kur a, = 1 un visi a; € {0,1}. Sai situdcija turpmak lietosim apziméjumu
()2 = anay_1-...a1a0.
Ta, piemeram, (2), = 10, (5)y = 101, (9)2 = 1001 un (14), = 1110.

2.8. Definicija. Saka, ka Tjuringa masina ¥ = (Qo, @, A, S, g0, 1,1, T)
rekina funkciju f : N —— N, ja:

(i) {0,1} C A;
(ii) € Dom(f) & Z((x)2) I
(iii) f(z) =y < T((2)2) = ()e-
2.9. Definicija. Funkciju f : N —o— N sauc par izrekinamu pec Tjuringa,
ja eksisté tada Tjuringa masina <, kas to rekina.
2.10. Piemeri. Sekojosas funkcijas ir izrekinamas pec Tjuringa.
(i) y=0.
q1 t — 0T qo
@0 — t 7 q
a1 1 — ¢ |_) q1
Tjuringa masina nodzes ierakstu (), un ieraksta ciparu 0.

(i) y=2x.

gt — 09 q
0 — 07 q
anl — 17 q
@t — tT q
@20 — 07 q
@l — 19¢
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Mes nemam vera 2-ku sistemas specifiku, proti, ja

—~
s
~—
A

I

Ay ...A100,
tad

(Q.T)Q =dadp ... alao() .
Ta, piemeram,

(3), = 11,
(2-3)y = (6), = 110.

Lidz ar to T((x)2) = ()20, t.i., Tjuringa masma ¥ vardam (z), pieraksta
0 gala (stavoklis ¢;) un atgriez galvinu uz ieraksta sakumu (stavoklis ¢).

(i) y=x+1.

at — t9 g
G0 — 0r ¢
nl = 17 q
@t — 1Tq
20 — 17¢
@l — 07 q
gl — t T q
30 — 07 g
g1 — 17 g

Vispirms galvina dodas uz varda (z), beigam (stavoklis ¢;), tad veic
pieskaitisanu (stavoklis ¢;). Pieméram,

(4)2 = 100. No sejienes 100+ 1 = 101 (komanda: ¢ 0— 1 9 ¢3)
(19), = 10011. No Sejienes 10011 + 1 = 10100
(komandas: ¢ 1—0 9 ¢ un ¢ 0—1 9 g3)
(7)3 = 111. No Sejienes 11141 = 1000
(komandas: g2 1+—0 9 ¢ un ¢gt—1T q)

Visbeidzot galvina dodas uz ieraksta sakumu (stavoklis ¢3).
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2.11. Vingrinajumi. Pieradit, ka sekojosas funkcijas ir izrekinamas pec
Tjuringa!

) y=1L
)y =da;
(i) y=x+2;
) y=ax—1.
Pienemsim, ka & = (z1, 29, ...,x,) € N*, tad

(T)g = (21)2 % (x2)2 * ... % (x)2.

2.12. Definicija. Saka, ka Tjuringa masina T = (Qo, Q, A, S, q0, ¢1,t,T)
rekina funkciju f : N* —— N, ja:

(i) {%,0,1} C A;
(ii) # € Dom(f) & T((7)2) |;
(ili) f(z) =y T((2)2) = (y)2-

2.13. Definicija. Funkciju f : N* —o— N sauc par izrékinamu péc
Tyuringa, ja eksiste tada Tiuringa masina T, kas to réekina.

2.14. Piemeri. Sekojosas funkcijas ir izrékinamas pec Tjuringa.

(1) U§($1a$2ax3>$4a$5ax67$7) = 3.

t * 0 1
G| tTq |t |t |t q
©|tTq |[tF g |tl @|tl ¢
@ | tTq [tT7 qu |07 gs| 17T g3
G|t Tg|[tT a|tl g |tl g
Gt Tg | x Tg |0 Tg |17 g
G|t 7 q|* Tq|09g |17 g
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Nemam vera, ka sakuma ieraksts ir
(w1)2 * (w2)2 * (w3)2 * (w4)2 * (w5)2 * (w6)2 * (w7)2,

tapec janodzes vards

(w1)2 % (z2)2 %  —  stavokli qi,qq,
tad jasaglaba vards
(x3)2 —  stavokis gs,
un janodzes vards
#(24)2 * (w5)2 * (w6)2 * (x7)2 —  stavokli g3, qu.

Visbeidzot galvina atgriezas uz ieraksta sakumu (stavokli — gs, ge).

(i) z=xz+y.
t * 0 1

Q1 * T g |07 q |17 q
q2 * T oq | T g3
3 | 1Tgs 17 g | 17 g3
g | 0T g5 07 q |07 g3
s E9qs [t Tg | T qq
de * Tq3 | 0Tgs | 17 qs
qr * Tqo | 0 Tqr | 17 g
qs ¥ T qo| 09 g8 | 17 gg
9 * Vg | 0T g9 | 19 g
qo | * 7 qi2 U quo | * T qua
qu |17 qs 1T qiz |09 qu
q12 07 qie

qi3 Tqo |07 qz3 |17 qu3
q14 1T g

q15 t T qis |t T quy
e | tTq | *T qe |07 qig |17 qis
qi7 L 9qo |1 9qs|1 9 qy
q18 097q9 |07 qs|0 T qir
qio | T qo 09 qo |1 T quo
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Lielakas uzskatamibas labad mes tabula neierakstijam ¢ T qg, jo Sais
vietas vareja rakstit art ko citu, piemeram, * I ¢7. Sie ieraksti neietekme
saskaitiSsanas x + y rekinasanu. Ka masias vards kortezs (1, 3) izskatas sadi:

qi1*11.

Tagad nodemonstréesim, ka notiek rekinasana (mes praktiski visur atmetisim
burtus ¢ varda sakuma un beigas). Papildus meés atzimesim svarigakos re-
kinasanas etapus.

(1) glx11 F1gy =11 F1xgll 1% *qsl 1 xxlgst
F1*x1gsl

(i) Flxxgrl Flxgrxl F 1lgo*xl gl x x1 F q11t0 * x1
F1gi30x %1 F 10¢q13 % %1 F 1g100 % x1 F 1% g *1
F1x0qg*x1 F1x0xqgl F1x0x1gigt F1x0xqgs5l

(iii) F 1%0grx F 1% qgo0x F 1gg % 0% F gl % 0% F q11t0 * 0%
F 1¢130 %« 0%« F 10¢13 % 0% F 1g100 * 0% F 1% qqo * O
F1x0qg160x F1%00g F1%00* gt F 1% 00gs*

(iv) F1%0q50 F 1x¢qs0 Flgig*0 F q19100 F q19t100
F qo100

(i) Tjuringa masima ieraksta vel vienu zvaigzniti, un galvina parvietojas
uz varda beigam (stavoklis gs):
111 — 1xx%x11.
(ii) Tjuringa masina pieskaita 1, atzimeé nakoso poziciju un galvina at-
griezas uz varda beigam (stavoklis gs):
111 — 1x0x%1.
(iii) Tjuringa maSina pieskaita 2, atzime nakoso poziciju un galvina at-
griezas uz varda beigam (stavoklis gs):
1%0%1 — 1%00x* .

(iv) Tjuringa masina nodzes visas zvaigznites un beidz darbu (stavoklis

QO)i
1% 00%x — 100.

2.15. Vingrinajums. Uzrakstit Tjuringa masinas programmu, kas rékina
funkciju
3(1'1, X2,X3,T4,T5,Te, $7) =3 + Ts .
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3. Markova normalie algoritmi.

Markova normalie algoritmi, piemeéri. Normali izrekinamas funkcijas, piemeri.

Markova normalie algoritmi priekSplana izvirza ideju par vardu meha-
niskiem parveidojumiem, tos tiesa veida nesaistot ar kadu idealizetu masmu.

3.1. Substitucijas

Miis intereses ta sauktas substitiicijas
U —v;

te v un v ir kada fikseta alfabeta A vardi, proti, uv € A*. Pielietot sub-
stituciju vardam w € A*, nozime ta pirmo ieeju u aizstat ar v. Ta, piemeram,
pielietot substitiiciju

01 — 110

vardam 0111 nozime So vardu aizstat ar vardu 11011. Nedaudz sarezgitaka
ir situacija ar vardu

110110001100110.
Sai varda ir tris dazadas varda 01 ieejas, proti,
(11,01,10001100110), (1101100,01,100110) wun (11011000110, 01,10).

Ka jau ieprieks teicam, pielietot substitiiciju, nozime ta pirmo ieeju u aizstat
ar v. Ta rezultata, pielietot substituciju

01 — 110

vardam
110110001100110

nozime So vardu aizstat ar vardu

1111010001100110,



3. MARKOVA NORMALIE ALGORITML. 59

nevis
1101100110100110 wva1 1101100011011010.

Tagad noprecizesim, ko mes saprotam ar terminu varda u pirma ieeja

varda w.

3.1. Definicija. Varda v ieeju (uy, v, u)) varda w sauc par varda v pirmo
ieeju varda w, ja katrai varda v ieejai (u,v,u’') varda w ir speka nevienadiba
Ju| < ul.

Markova normalais algoritms paredz substitiicijas pielietosanu atkartoti,
tik ilgi, kamer tas iespejams. Ta rezultata pielietojot substitiiciju

1001 — 110

vardam
1001010010

iegiistam Sadu vardu virkni
1001010010 = 110010010 = 11100010

Sarezgitaka situacija ir ja dotas vairakas substitiicijas, tad nepieciesams
fikset linearu sakartojumu. Piemeram, dotas substitiicijas

1001 — 110 (2)
01 — 10 (3)
Sai situacija pielietojam visu laiku substittciju (2), bet substitficiju (3) pie-

lietojam tikai tad, ja nevar pielietot substituciju (2). Piemeéram, vardam
010011 pielietojot §1s substitucijas iegistam Sadu vardu virkni

010011 +~ 01101 F 10101 ~ 11001 ~ 1110

leverojam, ka katra soli censamies pielietot substituciju (2), un tikai tad, ja
to nevar pielietot, tad meginam pielietot substituciju (3). Ta vardam 010011
var pielietot substituciju (2), tapec ieglistam parveidojumu

010011 F 01101

tacu vardam 01101 nevar pielietot substituciju (2), tapéec lietojam substi-
tuciju (3)
01101 + 10101
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Tas pats attiecas uz vardu 10101, proti, vardam 0101 nevar pielietot sub-
stituciju (2), tapec lietojam substituciju (3)

10101 ~ 11001

tacu vardam 11001 substituciju (2) var pielietot, tapéc arl to pielietojam
(kaut ar1 iepriekseja soli lietojam substituciju (3))

11001 F 1110

Ja pielietota substitiicija
u — v

tad vairs nevienu substitticiju nedrikst lietot. Sada veida substiticijas sauc
par noslédzosam substitucijam. Tas paredzetas, lai varetu partraukt sub-
stitliciju pielietosanu. Piemeram, dotas substitiicijas

1001 — 110
11 —

Vardam 1010011 pielietojot §is substitucijas iegtistam sadu vardu virkni
1010011 + 101101 F 1001

Kaut ar1 potenciala nozime vardam 1001 buitu iespejams pielietot substitiiciju
1001 — 110, tomer tas netiek darits, jo iepriekseja soli pielietota nosledzosa
substiticija 11 — .

3.2. Markova normala algoritma definicija
3.2. Definicija. Kortezu
S = ((u1,v1,01), (U2, v2,02), - . ., (s, Vs, 0s))
sauc par shemu S alfabeta A, ja
Viels (wwv; € A* A 6; €0,1).
Kortezu (u;, vy, 0;) sauc par substituciju. Pari
A=(AS9)

sauc par Markova normalo algoritmu alfabeta A.
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Mes parasti lietosim 1saku terminu un Markova normalos algoritmus sauk-
sim par normaliem algoritmiem, vai vel 18ak — par algoritmiem, ja no kon-
teksta tapat bius skaidrs kada nozimetas Sis termins lietots. Parasti korteza
(u,v,0) apzimeésanai lieto pierakstu v — v, bet korteza (u, v, 1) apzimésanai
— pierakstu u — v .

3.3. Definicija. Saka, ka vards w nepaklaujas algoritmam 2, ja neviens
no vardiem
U, U,y ..., Us

nav varda w dalitajs.

Saka, ka algoritms 2 vardu w tiesi parstrada par vardu w', ja:

o Joels (w=uuv A W =uv,v);

e o ir mazakais indekss ¢, kuram vards u; ir varda w dalitajs;

e (u,uy,v) ir varda u, pirma ieeja varda w.

Ja d, = 1, tad medz lietot arT terminu algoritms A vardu w nosledzost
parstrada par vardu w'. Sai situacija lieto apzimejumu

A:whk W

Ja no konteksta tapat ir skaidrs, kurs algoritms domats, tad pieraksta
A . w F ' vieta medz lietot 1saku pierakstu w F .w’' . Ja d, = 0, tad

lieto apzimejumu
A:whkw

vai arT apziméjumu w F w’, ja no konteksta tapat ir skaidrs, kurs algoritms
domats.

Saka, ka algoritms 2 vardu w parstrada par vardu w’, ja eksiste tada
vardu virkne
Wo, W1, - -, Wr,

ka

° wo=w N wy =w';

e janu gadijuma 7 = 0, tad w nepaklaujas algoritmam %2,
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. VieO,7—2 2A:w Fwps;
° 2w, F .w,;, vaiarl
2w, 1 Fw,; un w, nepaklaujas algoritmam 2A.
Sai situacija lieto apzimejumu A(w) = w'. Ja A : w,_; F w,, tad lieto
apzimejumu
A:wkEw vai  wgEW

ja turpreti A : w,_ F w,, vai ar1 7 = 0, tad lieto apzimejumu
A:wkEw vai  wgEw
Katru vardu w; mes sauksim par starprezultatu un lietosim kadu no ap-
Zimejumiem
A - W; I+ Wi4-j5 vail w; I+ Wi4-5
te 0<i<i+j<T.

Saka, ka algoritms 2 vardam w diverge un lieto apzimejumu A(w) T, ja
eksiste tada bezgaliga vardu virkne

Wo, W1y ooy Wpy. ..

ka

® Vi A Ww; F Wi+1-

Preteja gadijuma saka, ka algoritms vardam w konverge, un lieto apzimejumu

A(w) |.
Parasti Markova normalo algoritmu (A, S) identifice ar shemu S. ArT mes
ta darisim, ja neradisies parpratumi.

3.4. Piemeri. Visos piemeros vienadibas A;(u) = w attiecas tikai uz
vardiem uw € 0,1

(i) 21 (u) = u0.

*0 — O%
*1 — 1%
*x — .0

— %
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Algoritms 2; vispirms varda sakuma ieraksta s (substitucija — ), tad
parvieto % uz varda beigam (substitucijas %0 — 0% un %1 — 1);
visbeidzot varda beigas algoritms ieraksta 0 (substitucija % — .0) un beidz
darbu. Ja u = 011, tad parstradasanas procss izskatas sadi:

011 F %011 F O%11 - Olv 1 0114 = .0111

(i1) As(u) = uw; te w — patvaligs fiksets alfabeta 0,1 vards.

*0 — O¥%
*x1 — 1%
* — w

- %

(iii) As(u) = w; te w — patvaligs fiksets alfabeta 0, 1 vards.

0 —
R
— W
(V) WneN 2u0l") =Au(17) = 17,

00 — O
10 — 0

0 —
Ta, piemeram,
2, : 1100111 = 111
(v) Vn e N 25(1"0u) = As(1") = 1™

00 — 0
01 — 0

0 —
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Ta, piemeram,

As : 1100111 11,
A5 : 01100111 = A

(vi)

00, ja u # w;

o(u) = { 11: ;a U i w?
O% — %0
1% — %1
*0 — %
*1 — %
* — .00
w0 — %
wl — %
ow — Y%
lw — %
w — .11
— %

Algoritms g vispirms parliecinas, vai w nav varda u dalitajs, piedevam, ja
w # u, tad ar substituciju w0 — %, wl — %, Ow — %, lw — % palidzibu
tas tiks konstatets (vards w tiks parveidots par vardu, kas satur %). Ta
rezultata

W - u - u'Ser” IF deu/'v” |- v = .00

e Ja turprett u = w, tad tiks pielietota substitucija w — .11

e Ja w nav varda u dalitajs, tad

u b Yeu = .00

Pienemsim, ka w = 011, tad

A : 101100 - 150 - %10 = %0 = % = .00
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00& — O&0
Ol — 1&0
10 — Ol
11 — 1&l
SO0 — 00O
Gl — 1815
& — X
* —
Ho— .
- <&

Vispirms apskatisim konkretu piemeru.

A7 0 101 F G101 F 11501 F 1810051 - 1401051
F 1d0& 1011 F 101 101> F 1O 1101
I- 19 0% 1% 101< IF 101101<) - .101101 = (101)?

Pienemsim, ka v = ajas . .. a,, kur visi a; € 0,1, tad
u* = a;dasde. .. dea,d
Tagad analizesim visparigo gadijumu.
3.5. Lemma. Jaa€0,1, pv 0,1, tad
Az : p*vadw IF p*a*vw
jebkuram w € {0,1, {1

O (i) Pienemsim, ka v = b € 0,1, tad, nemot vera pirmas cetras sub-
stittcijas, secinams

p*vadw = p*badew - p*adbw = p*a*vw.
(ii) Talakie spriedumi induktivi. Pienemsim, ka v = ub un

p*uadw’ IF p*a*uw’
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jebkuram w’ € {0,1, {1, tad
A - p*oadw = p*ubadw F p*uadbw IF p*a*ubw = p*a*vw. =
3.6. Lemma. Jovw € 0,1, tad
A - Svw - v*odw.
O (i) Pienemsim, ka v =b € 0,1, tad
Svw = Gbw F bdbOw = b*bdw.
(ii) Talakie spriedumi induktivi. Pienemsim, ka v = ua un
Suw' I+ u*udw'’

jebkuram w’ € 0,1, tad

Svw = Suaw IF u*Pudaw H u"ua&a(}wLH— u*a*uadw = v*vdw. m
3.5

Tagad més varam pamatot, ka 2;(u) = u?. Pienemsim, kau = ajas . . . a,,
kur visi a; € 0,1, tad

u b <>uL||;6u"'u<> - a;kask ... ka, kuld b ajasy ... a,udd b uu = u’.

(viii) Ag(u) =ut.

b — Kb
*d — *
*0 — O
*1 — 1%
* — .
&00 — 00
&0l — 1&0
10 — 0Ol
&ll — 1&l
— &
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Vispirms apskatisim konkretu piemeru.

As: 001 + &001F 0&01 - 01&0
F &01de0 - 100
- o100 - dedo 100
F Yo 100 - Jr 100 - 15k O
F 1900 = 10% &0 - 10% 0 - 100% F .100

Pienemsim, ka
U= a1ag ... a0y,
tad pateicoties pedejam piecam substitiicijam
u F dajasas...a, - aydajas...a, - asazdea; ... a, IF asas. .. a,ay
F dasas . ..a,dea; F asdeas . .. a,deaq I as. .. a,deardea;
- das...a,deardea |- dea,dea, 1. .. deasdeardea,
F oo, doa, 1. .. dazdeardea
Tagad pienakusi karta parejam substitiicijam
F Sedea,doa, 1. .. dazdardea; - Ka,dea, 1. .. dazdeardea
Ak oa,_1do. .. dasdardea; |- a,a,_1 ... azazkdea;

I_
Foanan_1...a3a2%a1 F a,Qn_1...asaza01%
- 1

ApQp_1 ...030907 = U~
3.3. Normali izrekinamas funkcijas

3.7. Definicija. Funkciju f : N* —— N sauc par normali izrekinamu,
ja eksiste tads normalais algoritms A = (A, S), ka
. {0,1,%} C A,

oy (¥)2, Ja f(7) =y
A(7)2) = {Q[((x)z) T, ja 7 ¢ Dom(f).

Sai gadijuma saka, ka normakais algoritms 2 rekina funkciju f : N* —o— N.
leverojiet, ja vards w nav skaitlu korteza  pieraksts divnieku sistema, tad
A(u) izturesanas drikst but patvaliga.
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3.8. Piemeri. Sekojosas funkcijas ir normali izrekinamas.

(i) o(z) = 0.

1 — 0
00 — 0
(ii) s(z) =z + 1.
*0 — O¥%
*1 — 1%
o — .1
1% — <0
0o — .1
1$ — OO0
S o—
— %

Vispirms atrodam varda beigas (substitucijas, kas satur %), tad pieskaitam
2-ku sistema skaitli 1. Pieméram,

11 F 11k 11 F 115 - 150 F $00 = .100

(iii) ul (T) = T

Ja m>1
0 -
1L - O
Ja m=1 Ox — &
& = .
*0 — O
*0 — * 1 — 1%
x1 — * ) €3 - O
0k — &
I — &
&t K
* — &
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Pienemsim, ka 7 = (3,0, 1), tad (z); =11 x0x* 1. Jam =1, tad
() =11%0%1F 11 %1 11 %% F 11x - 11 = (3),
Jam =2, tad

()2 = 110 1F 110+ 1+ 10 1 &0 * 1
F %x0+x1F0%*x1F0O1F0OH .0

Jam = 3, tad

()2 = 11x0%x1F 110+ 1F 140+ 1 - &0 x 1 - &Odl - el
F owlkH1%wF.1

Saprotams, katram m atbilst savs normalais algoritms.

(iv) z=x 4.

0 — &0 Japieskaita 0 - 2%,
14V — &l tapec japarbida tikai &
&0 — &0 pec jap .
O — &1
1ddd — +&0 Japieskaita 1 - 2%,
0+ — 1 tapec japarbida &
1+ — +0 un javeic pati pieskaitiSana.
+ — 1
0 — V0 Dodamies
1V = Vi pieskaitit 0 - 2%
*Q — Ox ’
0h — A0 Dodamies
14 — 4l ieskaittt 1 - 2%
W pieskaitl .

0 — Q<&  Konstatejam, ka japieskaita 0 - 2.
16 — &<  Konstatejam, ka japieskaita 1 - 2%.
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*0 = } Darba beigas.
— .

&
*0 — O%
*1 — 1v% _
x = O Darba sakums.

Iterativaja soli standartsituacija ir sada
uder ¥ v0<$ vai udet ¥ v1<$

Pirmaja gadijuma skaitlim u, kas reprezentets 2-ku sistema japieskaita 0,
otraja — japieskaita 1.
Pienemsim, ka

(y)g = bnbnfl e blb07

tad
TH+y=a+by+2b+...+2" b, +2,.

Se tiesa veida tiek realizeta Sada saskaitisana, piemeram,

(3,2)2 = 11%10 F 11&+ %101 11& % 100
F 118 190 I 1189 % 15
F 1&l* 1O 1l +« OO |- 1l x O +&01 * >
- 1&0L* < - 101 F 101 = (5)

3.9. Vingrinajums. Uzrakstit normala algoritma, kas rékina funkcija
S(l’l, X9, T3,T4,T5, T, ZE7) =3 + X5,

shemu!
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4. Daleji rekursivas funkcijas

Primitivi rekursivas funkcijas un predikati, piemeri. Logiskas operacijas ar
primitivi rekursiviem predikatiem. Ierobezota summa un reizinajums. Mini-
mizacijas operators un ierobezotais minimizacijas operators, piemeri. Naturalo
skaitlu kortezu kodésana. Dalgji rekursivas un visparigi rekursivas funkcijas. Akker-
mana funkcija.

4.1. Primitivi rekursivas funkcijas

4.1. Definicija. Funkcijas

0o:N—-N : z+—0;
s:N—=N : z—ax+1;

n . n .
up N =N 0 (21,29,...,2,) — Ty,

visiem m € 1,n, sauc par bazes funkcijam.
4.2. Vingrinajums. Paradit, ka bazes funkcijas ir RAM izréekinamas!
4.3. Definicija. Funkciju h : X™ —— X sauc par funkciju
f o X" —— X,
g1 X" —o— X7
g2 X" —o— X7
Jm + X" —o— X
kompoziciju, ja

h(j) N f(gl(f)’QQ(f)v s agm(j))'

Isaka pieraksta labad $ai situacija lietosim apzimejumu h = f(g1, g2, - - -, Gm)-
Vispariga gadijuma kopas var definet izmantojot ta saukto visparinato
indukcijas metodi (principu).

1. solis — nofiksejam sakotnejo kopu Sy;

2. solis — nofiksejam izveduma likumus §.
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Kopu S definéjam ka kopu, kas iegtuta no kopas Sy elementiem izmantojot
izveduma likumus §. Tagad kopu S; defingjam ka apvienojumu
S1 = So U S|. Nakosaja soli definejam kopu 5] ka kopu, kas iegtta no
kopas S; elementiem izmantojot izveduma likumus §, un definejam S, ka
apvienojumu Sy = S; U S]. Ta rezultata iegustam kopu virkni

Sy CS8 CSC...CS,C...

Visbeidzot definejam S = Sy. Dotas shemas ilustraciju skatit 5. zimeju-
k=0

ma.

5.zim. Kopas S definicija ar visparinato indukciju.

Tagad So pasu paskaidrosim ar konkretu piemeru.
4.4. Definicija. Kopu R(S) sauc par kopas
SC{f: X" - X|neN}
klonu, ja
(i) R(S) satur attelojumus
wh X" = X (21,2, ..., Ty) o Ty,

vistem n € Zy unm € 1,n;
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(11) ja’ fﬂglaQQ---agm Eﬁ(S) unh:f(gla.QQ--'agm>f tadheﬁ(S)

Saskana ar visparinato indukcijas principu klons £(.5) ir definets korekti.

4.5. Definicija. Saka, ka funkcija h(z,y) ieguta no funkcijam f(x),
9(Z,y, z) ar primitwi rekursivas shemas palidzibu, ja h defineta induktivi ar

nosaciyjumiem
{ h(z,0) = f(2);
h(i,y—i—l) ~ g(jayah(jay)>'

Speciala gadijuma, ja hi(y) defineta induktivi ar nosacyjumiem

{ hl(()) = ceN;
hmy+1) « gy, h(y)),

tad saka, ka hy ieguta no konstantes ¢ un funkcijas go(y,z) ar primitivi
rekursivas shemas palidzibu.

Abos gadijumos saka, ka funkcija h iegtita no primitivi rekursivam funkci-
jam ar primitivi rekursivas shemas palidzibu.

4.6. Definicija. Funkciju h sauc par primitivi rekursivu funkciju, ja ta
apmierina kaut vienu no sekojosiem nosacyjumiems:

e h ir bazes funkcija;
e h ir primitivi rekursivu funkciju kompozicija;

e h ieguta no primitive rekursivam funkcijam ar primitivi rekursivas she-
mas palidzibu.

Saskana ar visparinato indukcijas principu primitivi rekursivo funkciju
klase defineta korekti. Sai gadijuma

So = {o,s}U{ul|n€Z, un me1,n}.

Savukart izveduma likumi § ir sadi.
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e Ja
f: N" =N,
g+ N'—=N,
g2 N" _>N7
gmn  N'"—=N

ir kopas X funkcijas, tad
Mz) = f(91(7), 92(T), - - ., gm(T))
ir kopas X funkcija.
o Ja

f : N*"—=N,
g N*t?2 & N

ir kopas X funkcijas, tad h : N*™' — N, kas defineta induktivi ar

nosacijumiem
{ h(z,0) <= f(2);
ir kopas X funkcija.
e Ja
c € N,
g : N> =N

ir kopas X funkcijas, tad h : N — N, kas defineta induktivi ar nosaci-
jumiem

{ h(O) — C,
hMy+1) = gy, h(y))
ir kopas X funkcija.

4.7. Piemeri. Sekojosas funkcijas ir primitivi rekursivas.
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(i) VkeN sp(x)=k.

Pieradijums induktivs. Ja k = 0, tad so(z) = o(x). Ta ir bazes funkcija,
tatad — primitivi rekursiva.

Induktiva pareja: pienemam, ka funkcija sy (z) ir primitivi rekursiva. Tas
ir induktivais pienemums. Mums tagad japarada: no Sejienes izriet, ka funkci-
ja Sgi1(x) ir primitivi rekursiva. Pats pieradijums ir sads:

Spr1(x) = k+1=s(k) = s(sk(x)).

Tatad spyq(x) ir primitivi rekursivu funkciju kompozicija, tapec (Defini-
cija 4.6) sp4+1(x) ir primitivi rekursiva funkcija.

(i) VneZy o"(xy,z9,...,2,) =0.

0"(x1,x9,...,x,) =0=0(x1) = o(u}(z1, 29, ...,2,))
Tatad o"(x1,z2,...,2,) ir primitivi rekursivu funkciju kompozicija, tapec
(Definicija 4.6) o"(x1,x2, ..., ;) ir primitivi rekursiva funkcija.

(i) VneZ VkeN sp(xy,zo,...,2,) = k.
Pieradijums induktivs. Ja k = 0, tad

So(T1, Ty ..oy xy) =0 =0"(T1,29,...,2y).

Mes tikko punkta (ii) paradijam, ka o™ (1, xs, ..., x,) ir primitivi rekursiva,
tatad ar1 s (1, xe, ..., T,) ir primitivi rekursiva.

Induktiva pareja: pienemam, ka funkcija s} (z1,22,...,2,) ir primitivi
rekursiva. Tas ir induktivais pienemums. Mums tagad japarada: no Sejienes
izriet, ka funkcija s7 (@1, T2, ..., z,) ir primitivi rekursiva. Pats pieradijums
ir sads:

Spp (T, 0, xn) = k4 1=s(k) = s(s; (21, 22,...,27,)).

Tatad s} (w1, 22, ...,2y,) ir primitivi rekursivu funkciju kompozicija, tapec
(Definicija 4.6) s} (21,2, ..., ,) ir primitivi rekursiva funkcija.

4.8. Teorema. Funkcija f : N* — N ur primitivi rekursiva tad un tikai
tad, ja eksisté tada virkne

fl?f?v--wfrm (4)

ka f = fn un katram k < m izpildas kaut viens no nosacijumiem:
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i fk € N;
o fi. ir bazes funkcija,
o fi ir funkciju fi,, fi,-- -, fi. kompozicija, kur Vo € 1,s (i, < k);

o fi ieguta no funkcijam f;, f; ar primitivi rekursivas shemas palidzibu,
kuri <k unj <k;

o fi ieqguta no kadas konstantes f; un funkcijas f; ar primitivi rekursias
shéemas palidzibu, kur i < k un j < k.

O = Mes demonstresim pieradijumu, kas biitiski balstas uz visparinato
indukcijas principu. Pienemsim, ka f ir primitivi rekursiva funkcija, tad
saskana ar definiciju 4.6 izpildas kaut viens no sekojoSiem nosacijumiem:

(i) f ir bazes funkcija;
(ii) f ir primitivi rekursivu funkciju kompozicija;

(iii) f ieglta no primitivi rekursivam funkcijam ar primitivi rekursivas she-
mas palidzibu.

e Ja f ir bazes funkcija, tad funkciju virkne f;, kur f = fi, ir teorema
mineta virkne (4), tikai te m = 1.

e Ja f ir primitivi rekursivu funkciju kompozicija, tad eksiste tadas
primitivi rekursivas funkcijas h, g1, g2, ..., gn, ka f = h(g1,92, ..., gn).
Tagad nemam vera definiciju 4.6. Saskana ar visparinato indukcijas
principu (indukcijas pienemums), eksiste tadas virknes

h17 h27 I h%7

911,912, - - - 5, 914y
921,922, - - -, 92iy,

Gnl, Gn2y - - 5 Gnin

ka visas §1s virknes apmierina tadus pasus nosacijumus, ka virkne (4),
proti, h,, = h,g1;, = 91,92, = G2,---,9ni, = gn; turklat vel katram
k < s izpildas kaut viens no nosacijumiem:
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— hy €N;
— hy, ir bazes funkcija;
— hy ir funkciju hy,, by, . . ., by, kompozicija, kur Vo € 1,5 (i, < k);

— hy, iegtta no funkcijam h;, h; ar primitivi rekursivas shemas pa-
lidzibu, kur ¢ < k un j < k;
— hy ieglta no kadas konstantes h; un funkcijas h; ar primitivi

rekursivas shemas palidzibu, kur ¢ < k un j < k.

Tas pats attiecas arl uz virknem g,1, gu9, - - -, gui,, proti, katram k£ <1,
izpildas kaut viens no nosacijumiem:

— Ouk € N;

— gy ir bazes funkcija;

— gur ir  funkciju  guj,, 9ujes -5 Gvj,  kompozicija, kur
Vo €1, (jo < k);

— guk ieguta no funkcijam g,;, g,; ar primitivi rekursivas shemas
palidzibu, kur ¢ < k un j < k;

— gui leglta no kadas konstantes g,; un funkcijas g,; ar primitivi
rekursivas shemas palidzibu, kur ¢ < k un j < k.

No Sejienes, virkne

h17 h27 SRS h%791179127 <5 Y1iyy -+ 5 9nls n2, - - 7gnin7f
ir teorema mineta virkne (4).

e Ja f ieglta no primitivi rekursivam funkcijam ar primitivi rekursivas
shemas palidzibu, tad eksiste tadas primitivi rekursivas funkcijas g, h,

ka
{ f(2,0) = g(@);
Tagad nemam vera definiciju 4.6. Saskana ar visparinato indukcijas

principu (indukcijas pienemums), eksiste tadas virknes

91,92+ -y sy
hlah27"'ahl/7
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ka visas §1s virknes apmierina tadus pasus nosactjumus, ka virkne (4),
proti, g,, = g un h, = h; turklat vel katram k < s izpildas kaut viens
no nosacijumiem:
— gr €N;
— gk ir bazes funkcija;
— gy ir funkciju g;,, gi,, - - -, gi, kompozicija, kur Vo € 1,5 (i, < k);
— gy iegilita no funkcijam g;, g; ar primitivi rekursivas sheémas pa-
lidzibu, kur ¢ < £ un j < k;
— g iegtta no kadas konstantes g; un funkcijas g; ar primitivi rekur-
sivas shemas palidzibu, kur ¢ < k un 5 < k.

Tas pats attiecas ari uz virkni hq, ho, ..., h,, proti, katram k < v
izpildas kaut viens no nosacijumiem:
— hy €N
— hy ir bazes funkcija;
— hy ir funkeiju hy,, hy,, . .., hj, kompozicija, kur Vo € 1,5 (j, < k);
— hy, iegtita no funkcijam h;, h; ar primitivi rekursivas shemas pa-
Iidzibu, kur ¢ < k£ un j < k;

— hy, iegtuta no kadas konstantes h; un funkcijas h; ar primitivi
rekursivas shemas palidzibu, kur ¢ < k un 5 < k.
No Sejienes, virkne
91,92, - - - 79%7h17h’27' . '7h'l/7f
ir teorema mineta virkne (4).
Ja f iegtita no primitivi rekursivam funkcijam ar primitivi rekursivas

shemas palidzibu, tad iespejama vel otra situacija, proti, eksiste tada
konstante ¢ € N un primitivi rekursiva funkcija g, ka

{ f0) = o

fly+1) = gy, hy)).

Tagad atkal nemam vera definiciju 4.6. Saskana ar visparinato induk-
cijas principu (indukcijas piepémums), eksiste tada virkne

91,92, - - 95,

ka katram k < s izpildas kaut viens no nosacijumiem:
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— g €N;
— g ir bazes funkcija;
— gy ir funkciju g;,, gi,, - - -, gi, kompozicija, kur Vo € 1,5 (i, < k);

— g iegtta no funkcijam g;, g; ar primitivi rekursivas shemas pa-
lidzibu, kur ¢ < k un j < k;

— g ieguta no kadas konstantes g; un funkcijas g; ar primitivi re-
kursivas shemas palidzibu, kur ¢ < k un j < k.

No Sejienes, virkne
91,92, - - - 79%7cvf
ir teorema mineta virkne (4).
Pamatojoties uz visparinato indukcijas metodi, secinams, ka teoremas
nepiecieSsamais nosacijums ir pieradits.

< Pienemsim, ka f : N — N ir n—argumentu funkcija, kas ir virknes (4)
pedeja funkcija, proti, f = f,,. Mes demonstresim induktivu pieradijumu
pec m. Ja virknes (4) garums m = 1, tad iespéjamas tikai divas situacijas.

e f.. € N. Tas nozime, ka eksiste tada konstante ¢ € N, ka

Saskana ar Piemeru 4.7 (iii) funkcija s?(z) ir primitivi rekursiva.

e f,, ir bazes funkcija. Saskana ar Definiciju 4.6 bazes funkcija ir primitivi
rekursiva.

Induktiva pareja: pienemam, ja virknes (4) garums m < [, tad f,, ir
primitivi rekursiva. Paradisim, ja virknes (4) garums m = [+ 1 un f =
fm, tad f ir primitivi rekursiva. Saskana ar virknes (4) konstrukciju f,41
apmierina vienu no sekojosiem nosacijumiem.

e f.11 € N. Tas nozime, ka eksiste tada konstante ¢ € N, ka

Saskana ar Piemeru 4.7 (iii) funkcija s?(z) ir primitivi rekursiva.
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e f,..1 ir bazes funkcija. Saskana ar Definiciju 4.6 bazes funkcija ir pri-
mitivi rekursiva.

o [ ir funkciju f;,, fi,, - .., fi. kompozicija, kur
Vo €1,s (i, <m+1).

Saskana ar indukcijas pienemumu visas funkcijas f;, ir primitivi rekur-
sivas, tapec balstoties uz Definiciju 4.6 secinams: f,,, 1 arl ir primitivi
rekursiva, jo f,41 ir primitivi rekursivu funkciju kompozicija.

® fny1iegltano funkcijam f;, f; ar primitivi rekursivas shemas palidzibu,
kur i <m+1 un 5 < m+ 1. Saskana ar indukcijas pienemumu funkci-
jas f; un f; ir primitivi rekursivas, tapec balstoties uz Definiciju 4.6
secinams: f,, 41 ar1 ir primitivi rekursiva, jo f,,+1 ir iegtita no primitivi
rekursivam funkcijam ar primitivi rekursivas shemas palidzibu.

® fn41 ieglta no kadas konstantes f; un funkcijas f; ar primitivi rekursi-
vas shemas palidzibu, kur ¢+ < m + 1 un 7 < m + 1. Saskana ar
indukcijas pienemumu funkcija f; ir primitivi rekursiva, tapec balstoties
uz Definiciju 4.6 secinams: f,,,1 ar1 ir primitivi rekursiva, jo f,.1 ir
ieglita no primitivi rekursivam funkcijam ar primitivi rekursivas she-
mas palidzibu.

Pamatojoties uz indukcijas metodi, secinams, ka teoremas pietiekamais
nosacijums ir pieradits. m

4.9. Teorema. Ja f(y1,y2, ..., Ym) ir primitivi rekursiva funkcija, tad
h([El, T, ... ,ZEn) ~ f(ZL’il,[EZ‘Q, .« ,Iim),

kur Vs € 1,m (i, € 1,n), ir primitwi rekursiva funkcija.

O h(Z) = fu,(T),up(T),...,ui (T)) m
4.10. Apgalvojums. Ja f(z,y) ir primitwi rekursiva funkcija, tad
(i) h(z1,22) = f(@2,21);
(i) ho(x) = f(z,);
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(iil) hg(w1, w2, 73) = f(r2,73);
(iv) hy(x) = f(x,m), kur m € N,
i primatwi rekursivas funkcijas.

O Pirmie tris pieradijumi balstas uz Teoremu 4.9.
(i) Izvelamies i1 = 2 un iy = 1, tad h(zy,22) = f(24,,24,) ir primitivi
rekursiva funkcija un

h(zy, x2) = f(2iy, i,) = f(22,71) = hi(21, 22).

(ii) Izvelamies ;3 = 1 un iy = 1, tad h(z1) = f(xy,xs,) ir primitivi
rekursiva funkcija un

h(z1) = f(@i, 2i,) = f(21,21) = ha(21).

(iii) Izvelamies i1 = 2 un iy = 3, tad h(xy, 2, x3) = f(x4, x;,) ir primitivi
rekursiva funkcija un

h($1,$2,$3) = f(fl?il,flfiz) = f(flf2,$3) = h3(l’17$2,$3)-

(iv) Funkcija f(z1,m) ir primitivi rekursivu funkciju f(yi, y2) un s,,(x;)
(Piemers 4.7 (1)), u}(x1) kompozicija.

ha(wr) = f(z1,m) = fuy(21), sm(z1)).  ®

4.11. Piemeri. BiezZak sastopamo primitivi rekursivo funkciju piemert.

(i) If,y) =z +y.

hi (ZL’, O) = T
hi(z,y+1) = (z+y)+ 1
Balstoties uz Teoremu 4.9 varam apgalvot, ka funkcija g(x,y,2) = s(z) ir
primitivi rekursiva. Te
2 ir mainiga x; loma;
Yy — mainiga x, loma;
2z — mainiga x3 loma.
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Ta rezultata izvelamies iy = 3 un saskana ar Teoremu 4.9 varam apgalvot,
ka funkcija g(x1, x2, 23) = s(x3) ir primitivi rekursiva. No Sejienes: funkcija
hi(z,y) iegita no primitivi rekursivam funkcijam u}(z), g(z, y, z) ar primitivi
rekursivas shemas palidzibu:
hi(z,0) = wy(w);
hi(z,y+1) = glz,y, (z,y)),
tadel (Definicija 4.6) hq(z,y) ir primitivi rekursiva. Turpmakajos piemeéros
mes vairs tik detalizeti nepaskaidrosim, ka jabalstas uz Teoremu 4.9.
(i) holz,y) = wy.
ha (ZE, 0) - Oa
ho(z,y+1) = z(y+1) =2y +y.

Soreiz funkcija hy(x,y) iegilita no primitivi rekursivam funkcijam o(z),
g(x,y,2) = hi(y, z) ar primitivi rekursivas shemas palidzibu.

(iii)

v, ja x#0Vy#0;
h3<x’y)f{ 1, ja z=y=0.

h3<x70) = 1;
hy(z,y+1) = 2¢7 = avr.

Funkcija hs(z,y) ieguta no primitivi rekursivam funkcijam

Sl(x)u g(l’,y72) ~ hg(l’,Z)
ar primitivi rekursivas shemas palidzibu.
(IV) h4<.’£) — l';l.

hs(0) = 0
ha(y +1) = .

Funkcija hy(y) ieguta no konstantes 0 un primitivi rekursivas funkcijas
g(y, 2) = ui(y, 2) ar primitivi rekursivas shemas palidzibu.

(v)
0, ja z<y;

hs(2,y) = 1—y {x—y ja x >.
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hs(z,0) = x;
hs(z,y+1) = z—(y+1) = (z—y)—1.

Funkcija hs(z,y) ieguta no primitivi rekursivam funkcijam

U&(I‘), g(:v,y, Z) ~ h4(2)

ar primitivi rekursivas shemas palidzibu.

(vi)
ho(o) = se) = { § 2220

h6(0) = 0
he(y +1) =

Funkcija hg(y) ieguta no konstantes 0 un primitivi rekursivas funkcijas
9(y,2) = s1(y) ar primitivi rekursivas shemas palidzibu.

(vii)
oy = {730
Sa(x) = 1-s(x),

tatad sg(z) ir primitivi rekursivo funkciju y; —y, un s;(z), sg(z) kompozicija.

(viii)  hg(z,y) = |z —y|.
|z —y| = (z—y) + (y—2),

tatad |z — y| ir primitivi rekursivo funkciju y; + y2 un hs(z,y), hs(y, x) kom-
pozicija.
(ix) ho(z) = x!.

holy+1) = (w+ D=+ 1y
Funkcija hg(y) ieguta no konstantes 1 un primitivi rekursivas funkcijas

9(y,2z) = s(y)z (Vingrinajums 4.12 (i)) ar primitivi rekursivas shémas pa-

lidzibu.
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(x)  hio(x,y) = min(x,y).
min(z,y) = r—(r-y),

tatad min(z,y) ir primitivi rekursivo funkciju y;—y» un u3(x,y), x—y
kompozicija.

(xi)  hii(x,y) = max(z,y).
max(z,y) = x + (y—=x),

tatad max(x,y) ir primitivi rekursivo funkciju y; + yo un ui(z,y), y—=v
kompozicija.

(xii) Pienemsim, ka = # 0, tad katru y var izteikt ka summu
y=qr+r, kur 0<r<uz.

y, ja x=0;
ha(2,y) = { r, ja x #0.

leverojam, ka y + 1 = gx + (r + 1). No Sejienes

hlg(x,y) + 1, ja hlg(l’,y) + 1 7& X,
07 ja hm(l’,y) + l=u.

hlg(ﬂi’,y + 1) =
= (h2(z,y) + 1) sglhiz(z,y) + 1 — 2.

Ta rezultata

h12($70) = O,
h12(93',y + 1) = (hu(l’,y) + 1) Sg|h12([l7,y) +1- IE|

Lidz ar to funkcija hys(z,y) ieguta no primitivi rekursivam funkcijam
o(z), un g¢g(z,y,z) = (¢+1)sglz+1—2z| (Vingrinajums 4.12 (ii))

ar primitivi rekursivas shemas palidzibu.

(xiii) Piegemsim, ka = # 0, tad katru y var izteikt ka summu

y=qr+r, kuar 0<r<uz.
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0, ja x=0;
hli’)(x7y)F {q ja JJ#O

leverojam, ka y + 1 = qx + (r + 1). No Sejienes

_ hlS('r?y)v ja h12(xay+1) #07
= has(x,y) +5g(hiz(2,y + 1)).
Atszésim, ka 0 = h13(0, O) = h13(0, y) = h13(0, Yy + 1) Ta ka

—0, ja y=0:

tad
h13(07y + 1) = h13(07 3/) = hlS(an) +@(h12(xay + 1)>7
jo  hip(0,y+1)=y+1#0. Tarezultata
hlg(iC,O) = 0,
his(z,y +1) = hiz(z,y) +58(hia(x,y + 1)).

Lidz ar to funkcija hi3(z,y) ieguta no primitivi rekursivam funkcijam
o) wn g(r,y,%) = =+ 5E(hw(r,y +1)) (Vingrinajums 412 (ii))

ar primitivi rekursivas shemas palidzibu.

(xiv)

_ B L, ja hia(z,y) = 0;
le(fL',y) ~ { 0’ ja hlg(l’,y) #O

diV((L’, y) = @(hlz(% y))
Lidz ar to funkcija div(z, y) ir primitivi rekursivu funkciju 8g(y;) un hyo(z,y)
kompozicija.
Atzimesim, ja x # 0, tad

L, ja zNwy;

0, ja zty.
B 1, ja skaitlis y ir skaitla = daudzkartnis;
a 0, ja skaitlis y nav skaitla x daudzkartnis.

div(z,y) =
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4.12. Vingrinajumi. Pieradit, ka dotas funkcijas ir primitivi rekur-
swas!

(1) gi(z1,22,33) + (22 +1)%,

(ii) ga(wy,m2,23) = (w3 +1)sglrz+1— 2,

(iti) gs(z1,m2,23) = 23 +58(hi2(21, 22 +1)).
)

(iv) Pienemsim, ka fi(z), f2(Z),..., fx(Z)

ir primitivi rekursivas funkcijas. Pieradit, ka
¢ (T) = f1(@) + f2(2) + ...+ fu(@)

ir primitivi rekursiva funkcija!

(v) Pienemsim, ka f(Z) un g(z) ir primitivi rekursivas funkcijas. Pieradit,
ka Sg|f(Z) — g(Z)| ir primitivi rekursiva funkcija!
4.2. Primitivi rekursivi predikati

4.13. Definicija. Kopas N" apakskopu M sauc par naturalo skaitju kopa
N definetu n—vietigu predikatu (attiecibu).

Ja T € M, tad medz teikt, ka kortezam 7 predikats M ir patiess. Sai
situacija parasti lieto pierakstu M(Z) ~ p. Pretéja gadijuma, ja = ¢ M,
saka, ka kortezam T predikats M ir aplams un lieto pierakstu M(z) ~ a.

4.14. Definicija. Funkciju

_ 1, ja M(z)~ p;
x(@) = {0, o M(D) ~a

sauc par predikata M () raksturigo (harakteristisko) funkciju.

Predikatu M (x) sauc par primitivi rekursivu predikatu, ja ta raksturiga
funkcija x(z) ir primitivi rekursiva.

4.15. Lemma. Ja M(Z) ir primitwi rekursivs predikats, tad negacija
M (Z) ir primitwi rekursivs predikats.

O Pienemsim, ka y(Z) ir predikata M (Z) raksturiga funkcija, tad predikata
~ M (z) raksturiga funkcija x-(7) = 1—x(Z). =
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4.16. Lemma. Ja M(Z) un Q(Z) ir primitivi rekurswi predikati, tad
M(z) A Q(7)
i primativi rekursivs predikats.

O Piepemsim, ka x;(Z) un x2(Z) ir attiecigi predikatu M(z) un Q(Z)
raksturigas funkcijas, tad konjunkcijas M (z) A Q(Z) raksturiga funkcija
XA(T) = x1(T)xe (). =

4.17. Vingrinajumi. Ja M(z) un Q(Z) ir primitii rekursivi predikati,
tad
i) M@)vQw),
(if) M(z) = Q(7),
(iii) M(z) < Q(7)
i primativi rekursivi predikati.
4.18. Teorema. Ja fi(Z), f2(Z), ..., fx(Z) ir primitivi rekursivas funkci-

jaS?
M (Z), May(Z), ..., My(Z)

i primitive rekursivt predikati, turklat vel katram r € N tiesi viens no Siem
predikatiem ir patiess, tad

fl(@7 ja Ml(@ ~ p;
f@) = P, da M)~ p

i primativi rekursiva funkcija.

O Piegemsim, ka y;(z) ir predikata M;(z) raksturiga funkcija, tad (Vin-
grinajums 4.12 (iv))

f(@) = [(@)xa (@) + faZ)x2(2) + - + fi(@)x(7)

ir primitivi rekursiva funkcija. m
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4.19. Apgalvojums. Ja f(z) un g(Z) ir primitwi rekursivas funkcijas,
tad f(z) = g(x) ir primitwi rekursivs predikats.

O Funkcija 5g|f(Z) — ¢(Z)| ir predikata f(z) = g(z) raksturiga funkcija.
Ta ir primitivi rekursiva (Vingrinajums 4.12 (v)). m

4.20. Vingrinajumi. Piegpemsim, ka f(Z) un g(Z) ir primitivi rekur-
siwas funkcijas. Pieradit, ka dotie predikati ir primitivi rekursivi.

(i) f(@)#9(7),
(i) f(z) < g(2),
(iii)  f(z) <g(7).

5]

4.3. lerobezota summa un reizinajums

4.21. Definicija. Par funkcijas f(Z,t) ierobezoto summu Y f(Z,t)
<y
sauc funkciju

tg%)f(j’t) = 0,
KZHf(fat) - t; f(@.2)+ f(Z,y).

4.22. Apgalvojums. Ja f(Z,t) ir primitivi rekursiva funkcija, tad ie-
robezota summa ir primitii rekursiva funkcija.

O Piegemsim, ka S(z,y) = > f(z,t), tad
t<y

S(z,0) = 0;
S(x,y+1) = S@,y)+ f(z,y).

Funkcija S(z,y) ieguta no primitivi rekursivam funkcijam
o"(@), 9(@,y,2) = 2+ f(2,y)

ar primitivi rekursivas shemas palidzibu. m
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4.23. Sekas. Ja f(z,t) un k(z,y) ir primitwi rekursivas funkcijas, tad

ierobezota summa Y f(Z,t) ir primitwi rekursiva funkcija.
t<k(Z,y)

O Nemot vera iepriekseja pieradijuma apzimejumus, secinams

S(j7k(*’f7y)): Z f(j7t)'

t<k(Z,y)

Tatad ierobezota summa >,  f(z,t) ir primitivi rekursivu funkciju S(z, y)
t<k(Z,y)
un k(z,y) kompozicija. m

4.24. Sekas. Ja f(z,t) ir primitivi rekursia funkcija, tad > f(z,t) ir
t<y
primitivi rekursiva funkcija.

O

dfE=> fzt). =

t<y t<y+1

4.25. Definicija. Par funkcijas f(Z,t) ierobezoto reizinajumu [] f(z,t)
t<y
sauc funkciju

Hf('@t) = 1

t<0

st < (56@2) f@n,

t<y+1 t<y

4.26. Vingrinajumi. Pieradit sekojosos faktus!

(i) Ja f(z,t) ir primitivi rekursiva funkcija, tad ierobezotais reizinajums
ir primitivi rekursiva funkcija.

(i) Ja f(z,t) un k(z,y) ir primitivi rekursivas funkcijas, tad ierobezotais
reizinajums [ f(Z,t) ir primitivi rekursiva funkcija.
t<k(Z,y)
(iii) Ja f(z,t) ir primitivi rekursiva funkcija, tad [] f(Z,t) ir primitivi
t<y
rekursiva funkcija.
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4.4. Minimizacijas operators

Vispirms iepazisimies ar §1 operatora rekursivu aprakstu. Mes meklejam
vienadojuma f(z,t) = 0 atrisinajumu; mes gribam atrast mazako ¢, kas ir §1
vienadojuma sakne. Tomer mes So atrisinajumu meklesim loti primitivi.

0O—tais solis:
a) ja (z,0) ¢ Dom(f), tad atzistam, ka meklésana ir bijusi nesekmiga, un
partraucam talako meklesanu;
b) ja f(z,0) = 0, tad esam atradusi mazako atrisinajumu, un darbu beidzam;
c) ja f(z,0) # 0, tad parejam pie nakosa sola;

k—tais solis:
a) ja (z,k) ¢ Dom(f), tad atzistam, ka meklésana ir bijusi nesekmiga, un
partraucam talako meklesanu;
b) ja f(z, k) = 0, tad esam atradusi mazako atrisinajumu, un darbu beidzam;
c) ja f(z,k) # 0, tad parejam pie nakosa sola;

Secinajums. ST procedira definé kadu funkciju ¢(z), ko tradicionali
apzime sadi g(z) = ut(f(z,t) =0).
4.27. Definicija. Vispirms definejam kopu
M(z) = {t] f(z,1) = 0},
Tagad varam nodefineét pasu funkciju

§(7) = { min M (Z), ja M(Z)#0 A Vt <min M(z) [(Z,t) € Dom(f)];

nav definéta, preteja  gadijuma.

Diemzel, funkcija ¢(Z) var nebtt primitivi rekursiva pat ja f(Z,t) ir prim-
itivi rekursiva.

4.28. Piemers.

0, ja x=0;

pt(w +1=0) = { nav defineta, preteja gadijuma.
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Ta ka primitivi rekursiva funkcija ir visur defineta, tad pt(z +¢ = 0) nav
primitivi rekursiva.

Pienemsim, ka
Fun(N") = {f|f : N" —— N},

tad attelojumu

e U Fun(N") — U Fun(N") : f(Z,y) — pt(f(z,t) = 0)

n=2

sauc par minimizacijas jeb neierobezoto | operatoru.

4.5. lerobezotais y—operators

Mes meklesanu varam ierobezot nofiksejot, cik solus mes darbinasim mek-
lesanas proceduru. Tatad nofiksejam kadu skaitli y un sakam meklesanu.

0O—tais solis:
a) ja (z,0) ¢ Dom(f), tad atzistam, ka meklésana ir bijusi nesekmiga, un
partraucam talako meklesanu;
b) ja f(z,0) = 0, tad esam atradusi mazako atrisinajumu, un darbu beidzam;
c) ja f(z,0) # 0, tad parejam pie nakosa sola;

k—tais solis:
a) ja (z,k) ¢ Dom(f), tad atzistam, ka meklésana ir bijusi nesekmiga, un
partraucam talako meklesanu;
b) ja f(z, k) = 0, tad esam atradusi mazako atrisinajumu, un darbu beidzam;
c) ja f(z, k) # 0, tad parejam pie nakosa sola;

solis y: uzskatam, ka atrisinajums ir y, un beidzam darbu.

Secinajums. Si procediira define kadu funkciju ¢(z,v), ko tradicionali
apzime sadi g(z,y) = ut <y (f(z,t) =0).

4.29. Definicija. Vispirms definéjam kopu N(Z,y) = M(z) U {y}.

Tagad varam nodefineét pasu funkciju

(Z.y) < min N(z,y), ja VYt <minN(z,y) [(Z,t) € Dom(f)];
I\TY) =\ nav defineta, preteja  gadijuma.
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4.30. Sekas. Ja f(z,t) ir visur defineta funkcija, tad are
pt <y (f(z,t) =0)
ir visur defineta funkcija.

4.31. Teorema. Ja f(z,t) ir primitiwi rekursiva funkcija, tad
put <y (f(z,t) =0) ir primitivi rekursiva funkcija.

o h(“%’t) ~ H Sg(f(jvu))

u<t

leverojam, ja tog = ut <y (f(z,t) =0), tad

)L ja <t
h(x’t)_{o, ja ty<t<u.

No sejienes

D h(@,t) =to=put <y (f(z,1)=0).

t<y
Ta ka h(Z,t) ir primitivi rekursiva funkcija, tad > h(z,t) ir primitivi rekur-

t<y
stva funkcija (Apgalvojums 4.22). Lidz ar to a1 ut < y (f(z,t) = 0) ir
primitivi rekursiva funkcija, jo > h(Z,t) = pt <y (f(z,t) =0).m
t<y

4.32. Sekas. Ja f(z,t) un k(Z,y) ir primitivi rekursivas funkcijas, tad
ut < k(z,y) (f(z,t) = 0) ir primitivi rekursiva funkcija.

O Lielakas uzskatamibas labad pienemsim, ka ¢(z,u) = pt < u (f(Z,t) = 0),
bet h(Z,y) = g(2,k(2,y)), tad h(Z,y) = pt < k(z,y) (f(z,1) =0). =

4.33. Sekas. Ja f(Z,t) ir primitivi rekursiva funkcija, tad
ut <y (f(z,t) =0) ir primitivi rekursiva funkcija.
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Dpt <y (f(z,t)=0)=pt <y+1(f(z,t)=0). m

Pienemsim, ka k(Z,y) ir naturalu argumentu funkcija, tad attelojumu

s | Fan(N") — | Fun(N") : f(2,y) = put < k(Z,y)(f(z,t) = 0)

n=1 n=1

sauc par ierobeZoto p operatoru. Te speciala gadijuma pielaujams , ka f(Z,t)
ir viena argumenta t funkcija f(t), tapat arl pielaujams, ka k(z,y) ir viena
argumenta y funkcija k(y).

4.6. Citas rekursijas shemas

4.34. Definicija. Pienemsim, ka K C N". Kopas K apakskopu P sauc
par kopa K definetu n—vietigu predikatu (attiecibu).

Ja T € P, tad medz teikt, ka kortezam 7 predikats P ir patiess. Sai
situacija parasti lieto pierakstu P(Z) ~ p. Preteja gadijuma, ja z € K \ P,
saka, ka kortezam T predikats P ir aplams un lieto pierakstu P(Z) ~ a. Ja
T € N"\ K, tad saka, ka predikats P nav definéts. ST iemesla dé] predikatu
P sauc par kopa N" dajeyi definétu predikatu, un kopu K sauc par predikata
P definicijas apgabalu. Lidzigi ka funkciju gadijuma definicijas apgabala
apzimesanai lieto pierakstu Dom(P); tatad Dom(P) « K.

4.35. Definicija. Funkciju
1, ja P(z)~p;
x(@) = 0, ja P(z)~a;
nav definéta, ja = ¢ Dom(P).
sauc par predikata P(x) raksturigo (harakteristisko) funkciju.

Pienemsim, ka P(z,t) ir daleji definets predikats.

O—tais solis:
a) ja (z,0) ¢ Dom(P), tad atzistam, ka meklesana ir bijusi nesekmiga, un
partraucam talako meklesanu;
b) ja P(z,0) ~ p, tad par atrisinajumu npemam skaitli 0, un darbu beidzam;
c) ja P(z,0) ~ a, tad parejam pie nakosa sola;
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k—tais solis:
a) ja (z,k) ¢ Dom(P), tad atzistam, ka meklesana ir bijusi nesekmiga, un
partraucam talako meklesanu;
b) ja P(Z,k) ~ p, tad par atrisinajumu nemam skaitli £, un darbu beidzam;
c) ja P(z, k) ~ a, tad parejam pie nakosa sola;

Secinajums. St procedira define kadu funkciju ¢(z), ko tradicionali
apzime sadi g(z) = ut(P(z,t)).

Lidzigi var definet shemu ar ierobezoto u—operatoru. Nofiksejam kadu
funkciju k(z,y) un sakam meklesanu. Ja (Z,y) ¢ Dom(k), tad atzistam, ka
meklesana ir bijusi nesekmiga, un partraucam talako meklesanu.

O—tais solis:

a) ja (z,0) ¢ Dom(P), tad atzistam, ka meklesana ir bijusi nesekmiga, un
partraucam talako meklesanu;

b) ja P(Z,0) ~ p, tad par atrisinajumu nemam skaitli 0, un darbu beidzam;
c¢) ja P(z,0) ~ a, tad parejam pie nakosa sola;

k—tais solis:
a) ja (z,k) ¢ Dom(P), tad atzistam, ka meklesana ir bijusi nesekmiga, un
partraucam talako meklesanu;
b) ja P(Z,k) ~ p, tad par atrisinajumu pemam skaitli £, un darbu beidzam;
c) ja P(z, k) ~ a, tad parejam pie nakosa sola;

solis k(Z,y): uzskatam, ka atrisinajums ir k(Z,y), un beidzam darbu.

Secinajums. Si procediira define kadu funkciju ¢(z,v), ko tradicionali
apzime sadi g(z,y) = ut < k(z,y) (P(z,t)).

4.36. Apgalvojums. Ja P(z,t) ir primitivi rekursivs predikats, tad
ut <y (P(z,t)) ir primitwi rekursiva funkcija.

O Ja reiz P(z,t) ir primitivi rekursivs predikats, tad §1 predikata raksturiga
funkcija
)1 Ja P(@t) ~p;
X(31) _{ 0, ja P(Z,t)~a
ir primitivi rekursiva. Ta ka ut < y (5g8(x(z,t)) = 0) ir primitivi rekursiva
funkcija un ut < y (P(z,t)) = wt < y (Bg(x(z,t)) = 0), tad art
put <y (P(z,t)) ir primitivi rekursiva funkcija. m
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4.37. Vingrinajums. Ja P(z,t) ir primitwi rekursivs predikats un
k(Z,y) ir primitwi rekursiva funkcija, tad pt < k(z,y) (P(z,t)) ir primitivi
rekursiwa funkcija.

4.38. Apgalvojums. Ja P(Z,t) ir primitivi rekursivs predikats, tad
Vit <y P(Z,t) un 3t <y P(x,t) ir primiti rekursivi predikati.

O Ja reiz P(z,t) ir primitivi rekursivs predikats, tad §1 predikata raksturiga
funkcija
)L Ja P(zk) ~p;
X(SC,t) - { 0, ja P(:Tj,k) ~ Q

ir primitivi rekursiva. No Sejienes predikata V¢ < y P(Z,t) raksturiga funkci-
ja

X(@y) =] x@1).

Savukart x3(z,y) = sg(>. x(z,t)) ir predikata 3t < y P(7,t) raksturiga
t<y
funkcija. m

4.39. Apgalvojums. Ja P(yi,...,ym) ir primitivi rekursivs predikats
un f1(Z), ..., fu(Z) ir primitivi rekursiwas funkcijas, tad P(f1(Z), ..., fm(Z))
wr primitivi rekursivs predikats.

O Piepemsim, ka x(y1, . . ., ym) ir predikata P(yy, . . ., ym) raksturiga funkcija,
tad x(f1(Z),..., fm(Z)) ir predikata P(fi(Z),..., fn(Z)) raksturiga funkci-
ja. m

4.40. Piemeri.
(i) (t +1)* > z ir primitivi rekursivs predikats.
(ii) |y/x] ir primitivi rekursiva funkcija.

W] =pt <z ((t+1)* > )

(iii) Funkcija D(z) = 3 div(¢,«) ir primitivi rekursiva. Sis funkcijas
t<x
saSaurinajums D|Z, ir vienads ar skaitla = dalitaju skaitu. Funkcija div(¢, x)

definéta Piemera 4.11 (xiv).
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(iv) Pienemsim, ka P ir visu pirmskaitlu kopa. Predikats x € P ir primitivi
rekursivs. Piegemsim, ka P(x) ir predikata x € P raksturiga funkcija, tad

1, ja zeP;

P(x):{ 0, ja z¢P.

P(z) = 5g|D(x) — 2|

(v) Pienemsim, ka p(0) = 0, toties ja = # 0, tad p(x) ir pirmskaitlis, kura
numurs dabiskaja uzskaitijuma ir x. Tatad

Vispirms definesim funkciju
g(w) = pt < (w+1)(t>wAtelP).

ST funkcija ir primitivi rekursiva, jo funkcija w!+ 1 ir primitivi rekursiva, bet
predikati ¢t > w un t € P ir primitivi rekursivi predikati. Atzimesim, ka

9(0) =2, g(1) =2, g(2) =3, g(3) =5, g(4) =5, g(5) =7, ...

Pienemsim, ka w > 4, tad skaitli w! 4+ 1 nedala neviens no skaitliem
2,3,4,...,w, tapéec starp skaitliem w + 1,w + 2,...,w! + 1 ir vismaz viens
pirmskaitlis. Lidz ar to funkcija g(z) define pirmo pirmskaitli, kas lielaks par
w.

4.7. Kantora numeracija

4.41. Definicija. Funkciju
1
c(z,y) = 3 (z° + 2zy +y° + 3z +y)

sauc par naturalo skaitju kopas N paru (x,y) Kantora numeraciju.

4.42. Lemma.

n(n+1) .

clr,y)=T(x+y)+z, kur T(n) <= 5
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O
1 2
Poager - EROETIEY G
1 2 2 1 1
= §(x +2xy+y)+§(x+y)+§(2x)

1
= 5(x2+2xy+y2+3x+y):c(x,y). ]

4.43. Sekas. Ran(c) C N.

O Ta ka viens no skaitliem n, vai n+1 ir parkaitlis, tad T'(n) = @ eN
katram naturalam skaitlim n. No Sejienes

clr,y) =T@x+y)+zeN. =
4.44. Lemma. YneN Tn)+n+1=T(n+1).

O

nn+1 nn+1 2(n+1
T(n)+n+1 = %jtnjtl: (2 )+ (2 )

_ (n+2)2(n+1) CT(ht1).

4.45. Sekas.  Funkcija T :N—-N:n— @ i augosa.
4.46. Sekas. c:N? — N ir injekcija.
O (i) Pienemsim, ka z +y < 2’ + ¢/, tad
cry) = Tty +oe<TE+y)+rty+l
= Tx+y+1) <T@ +y) <T@ +y)+a
= c(a,y).
(i) Pienemsim, ka x + y = 2’ + ¢/ un c(z,y) = c(2’, /), tad
Tx+y) +x=clr,y)=cl@,y)=T" y)+ .
/

No Sejienes x = 2/, tapec y = y/.
c(z,y) #c(2',y). =

Tas nozime, ja (z,y) # (2/,y'), tad
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4.47. Lemma. c:N? — N ir sirjekcija.
O Pienemsim, ka n € N, tad eksiste (Sekas 4.45) tads y, ka
T(y) <n<T(y+1).
Ta ka (Lemma 4.42) c(x,y) =T(x +y)+x, tad

c(0,y) = T(y),
cdly—1) = T(y) +1,

clk,y—Fk) = T(y) +k,

c(y,0) = T(y)+y=T(y+1)—1. (Lemma 4.44)
Jareiz T(y) <n < T(y+1), tad eksiste tads k, ka c(k,y — k) =n. =
4.48. Teorema. Funkcija c: N> — N ir bijekcija.
O Sekas 4.46 un Lemma 4.47. =

4.49. Lemma. Ja c(x,y) =n, tad

o e [

v = |1 S = ),

kur g(n) = |v8n+ 1].
O Pienemsim, ka n = ¢(x,y) = % (2% + 22y + y* + 3z + y), tad

on = 2>+ 2xy+ >+ 3+,
8n+1 = 4a?+ 8xy +4y* + 122 + 4y + 1.

Nemam vera, ka

(22 + 2y +1)? = 42 + Sxy + 4y° + 4o + 4y + 1,
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tapec 8n + 1 = (2x + 2y + 1)? + 8x. Savukart
(22 + 2y + 3)? = 42 + 8xy + 4y* + 120 + 12y + 9,
tapec 8n + 1 = (2x + 2y + 3)? — 8z — 8. No Sejienes

(r+2y+1)2<  8n+1 < (2z+2y+3)7
20 +2y+1< V/8n+1 <2z42y+3,
20 4+2y+1< |V8n+1| <2x+2y+ 3,

20 +2y+1< q(n) < 2z 42y + 3,
1 q(n) 1
e S O 14
Tyt < 5 Tyl
-1
rry< 1 <z4y+1.

2
leverojam, ka g¢(n) = |v/8n + 1] > 1, tapec q(n) — 1 = q(n)—1. Lidz ar
to

<z+y+1,

-1
J <zr+y+1

Ta ka abi skaitli gan « + y, gan x + y + 1 ir veseli skaitli un

{MW*l

< 1
5 J r+y+1,

tad

x—i—y:{

Atgriezamies nedauz atpakal:



4. DALEJI REKURSiIVAS FUNKCIJAS 100

Lidz ar to

T(x+y)= %(w+y)(m+y+ 1) = % {q(n);lJ V("); 1J :

Tagad atsaucamies uz Lemmu 4.42: ¢(z,y) = T(x + y) + =, tadel
g(n)—1] |a(n) +1

1
2
Takaz+y= {%J, tad y = Lq(")qJ —r = {q("Q)qJ —c2(n)=c%(n). m

4.50. Sekas. Funkcijas
c:N—N, &:N—=N
i primitive rekursivas.
4.51. Apgalvojums. Attelojums
¢ N —= N :nw(c3(n),c(n))
ir attélojuma c : N> — N inversais attelojums.

O Pienemsim, kan € N, tad eksiste tadi z,y, ka c(z,y) =n,joc: N> - N
ir sirjekcija. Saskana ar Lemmu 4.49 x = ¢(n) un y = c3(n). Lidz ar to

cocH(n) = c(ci(n), 3(n) = c(z,y) = n.
Pienemsim, ka (a,b) € N?, tad saskana ar Lemmu 4.49
T oclab) = (o clab), Goclab) = (D). m

Vispariga gadijuma naturalo skaitlu kopas N m—dimensionalo kortezu

(21,23, ...,x,) Kantora numeraciju ¢" : N* — N define induktivi.
A N->N : 27— 1,
A N2 =N : (z1,19) — c(w1,79),
AN = N o (31,29, 73) = (P (21, 72), T3),

AN N (2,20, T, Tpgr) o e(CH (T, T, T, D)
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4.52. Definicija. Funkciju
" N*"— N

sauc par naturalo skaitju kopas N n—dimensionalo kortezu (xy,z3,...,T,)
Kantora numeraciju.

4.53. Vingrinajumi.
(i) Pieradit, ka ¢" : N — N ir bijekcija.

(i) Piepemsim, ka n > 2 un

& = dlodd ja dieln—1,
o=
Pieradit, ka attelojums
¢c":N-=>N":aw (c(a),c5(a),...,cr(a))

ir attelojuma ¢ : N* — N inversais attelojums.
(iii) Pieradit, ka attelojumi
'l ey, e

n’

ir primitivi rekursivas funkcijas.

4.8. Daleji un visparigi rekursivas funkcijas

4.54. Definicija. Funkciju h sauc par daleji rekursivu funkciju, ja ta
apmierina kaut vienu no sekojosiem nosaciyjumiems:

e h ir primitivi rekursiva funkcija;
o h ir daleji rekursivu funkciju kompozicija;

e h iequta no daleji rekursivam funkcijam ar primitivi rekursivas shemas
palidzibu,

o h ieguta no daleji rekursivas funkcijas ar neierobeZota p operatora pa-
lidzibu.
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4.55. Definicija. Predikatu P(z,t) sauc par daleji rekursivu predikatu,
ja ta raksturiga funkcija ir daleji rekursiva.

4.56. Apgalvojums. Ja P(Z,t) ir daleji rekursivs predikats, tad
ut(P(Z,t)) ir daleji rekursiva funkcija.

O Iverojam, ka

pt(P(z,1)) = pt(sg o x(z,t) = 0),
kur x(z,t) ir predikata P(z,t) raksturiga funkcija. Ta ka P(z,t) ir dalgji
rekursivs predikats, tad (Definicija 4.55) x(Z,t) ir dalgji rekursiva funkcija.
Lidz ar to ut(P(z,t)) ieguta no dalgji rekursivas funkcijas ar neierobezota p
operatora palidzibu, tatad pt(P(z,t)) ir daleji rekursiva funkcija (Definici-
ja4.54). m
4.57. Definicija. Visur definetu daléji rekursivu funkciju sauc par vis-
parigi rekursivu funkciju.
Izradas, ka eksiste visparigi rekursivas funkcijas, kas nav primitivi re-
kursivas. Tada, piemeram, ir Akkermana funkcija, ko define sadi:
v(0,y) = y+1,
¢<$+1>O) ~ 1/1(1’71)7

4.58. Lemma. Akkermana funkcija ir defineta korekti.

O Vispirms kopa N? definésim linearu sakartojumu.

(0,00 < (0,1) < ... < (0,k) <
(L,o) < (1,1) < ... < (Lk) <
(m0) < (1) < ... < (k) <

Tagad N? ir lineari sakartota kopa. Izmantojot indukciju paradisim, ka
Akkermana funkcija 1) : N> — N definéta korekti.

(i) ¥(0,k) = k+ 1.

(i) Induktivais pienemums: funkcija ¢ (z,y) defineta visiem pariem (x,y),
ja (z,y) < (n+1,0). ¥(n+1,0) = ¥(n,1).

(iii) Induktivais pienemums: funkcija ¢ (z, y) defineta visiem pariem (x, y),
ja(z,y) <(n+1Lk+1). v(n+1,k+1) = ¢¥(n,¢(n+1,k)). =
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5. RAM izrekinamas funkcijas

Programma standartizskata, programmu konkatenacija. Dalgji rekursivo funkci-
ju sakars ar RAM izrekinamam funkcijam

Musu merkis — paradit, ka RAM izrekinamo funkciju klase sakrit ar
daleji rekursivo funkciju klasi.

5.1. Programma standartizskata

5.1. Definicija. Programmu P = Ky, K,, ..., K, sauc par programmu
standartizskata, ja katrai sis prgrammas nosacitas vadibas komandai J(m, n, q)
skaitlis ¢ < 17+ 1.

5.2. Lemma. Katrai programmai P eksiste programma P’ standartizskata,
kas réekina to pasu attelojumu, proti,

Y(ry) € K° Plry) | b Plry) | b.

O Pienemsim, ka P = Ki, K,,...,K,. Defingjam jaunu programmu
P = K{,K},...,K., kur

K {J(m,n,T—l—l), ja Ki=J(m,n,q) Nq>T1+1;

K;, preteja gadijuma. |

Pienemsim, ka P = Ky, Ky, ..., K, un P = K|, K}, ..., K! ir divas pro-
grammas standartizskata. Programmu

P” = KlaK27"'7KT7KT+17KT+27"'7KT+S
sauc par programmu P un P' konkatnaciju, ja

P J(m,n,q+7), ja K= J(m,n,q);
THeY K/, pretgja gadijuma.
Sai gadijuma lietosim apziméejumu P’ = P#P".
Pienemsim, ka P(rg) | un (r},) ir beigu konfiguracija, tad lietosim apzi-

mejumu P(rg) | (r}).
No programmu konkatenacijas definicijas uzreiz izriet, ka

Ary) [P(re) L (r) AP (ry) L (rp)] < PP (re) L (rg).
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Tatad, ja mes rekinam ar programmu P pie sakuma konfiguracijas (ry) un
iegustam beigu konfiguraciju (r}); péc tam So beigu konfiguraciju izman-
tojam ka sakuma konfiguraciju rekinasanai ar programmu P’ un iegustam
beigu konfiguraciju (ry), tad to pasu mes iegusim, ja veiksim rekinasanu ar
programmu konkatenaciju P” pie sakuma konfiguracijas (ry).

Turpmak mes uzskatisim, ka visas programmas ir standartizskata.

5.2. Programma P[l},ls,... 1, — [

Mes velamies uzrakstit programmu, kas saturiski dod to pasu rezultatu,
ko programma P, tikai ar dazam modifikacijam. Pienemsim, ka (ry) ir
sakuma konfiguracija un

Ty, = 21,71y, = X2y...,T7, = Tn-

Mes velamies, lai
o P(xy,x9,...,2,) | < Plly,lo, ..., L, — () |,
o P(xy,x9,...,2,) L bAPlly,lo,... L, — (rg) L (ry) = 1 =0,
o i <o (PYNi#l=71l=r;

Tatad meés velamies, lai programma P[ly, [, ..., [, — [] nemtu sakuma datus
no Sunam ar numuriem lq, lo, . .., l,, beigu rezultatu ievietotu Suna ar numuru
[ un darba gaita neizbojatu sunu saturu sakuma indeksiem 7 # [.

Defingjam attelojumu p : Z°US°UT°UJ° — Z, ar sadiem nosacijumiem:

p:Z° =7, Z(u) — u,
p:S°—7Zy : Su)r—u,

p:T° — 7, T(u,v) — max(u,v),
p:J° =7, J(u,v,q) — max(u,v).

Pienemsim, ka programma P = K, Ky, ..., K;, tad o(P) = max p(K;).
i€lr
Saturigi tas nozime, ka programma P rekinasana neizmanto Sunas, kuru
numuri ir lielaki par o( P).
Piepemsim, ka p,(P) = max(n,o(P)). Saturigi tas nozime, ka RAM
rekinot n argumentu funkciju ar programmu P neizmanto Stnas, kuru numuri
ir lielaki par g,(P), un Sajas sunas ierakstits skaitlis 0.
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Pienemsim, ka m > max(0,(P),1,l2,...,ln,1). Definejam programmu

P = K{,K},...,K., kur
Zu+m), ja K;=2
S(u+m), ja K;=S
T(u+m,v+m), ja K;=T
Ju+m,v+m,q), ja K;=J

Pienemsim, ka

Po = T(ll,m—i—l),T(lg,m—{—Q),,T(ln,m—i—n),
Zm+n+1),Z(m+n+2),....Z(m+n+ 0,(P)),

tad

Pm[ll,lg,..‘,ln — l] ~ PO#P'#T(m—f— 1,l)
Saskana ar konstrukeiju, ja m > max(0,(P),l1,1ls, ..., 1, 1), tad programmas
Plly, 1o, ..., 1, — I] lomai der katra programma P,,[l1,ls,... 1, — I].

5.3. Lemma. Ja f(y1,%2,---,Ym), 91(Z),92(Z), ..., gm(Z) ir RAM izre-
kinamas funkcijas, tad h(z) = f(g1(Z), g2(Z), . . ., gm(T)) ir RAM izrékinama
funkcija.

O Ja reiz f(y1, 92, ..., Ym) ir RAM izrekinama funkcija, tad eksisté pro-
gramma P, kas RAM-rekina So funkciju. Tas pats attiecas uz funkcijam
g:(T), proti, eksiste programmas G, kas RAM-rekina funkcijas ¢;(7).

Izvelamies k > m + n, tad programma

Gi[1,2,...,n —n+1]
#G31,2,...,n —n+2#.. . #GP[1,2,...,n — n+m]
#En+1,n+2,....n4+m — 1]

RAM-rekina funkciju h(z). =

5.4. Lemma. Ja f(z) un g(z,y,z) ir RAM izréekinamas funkcijas, tad
h(zZ,y), kas defineta ar primitii rekursivo shemu

{ h(z,0) = f(2);
h(i:,y—i—l) ~ g(i’,y,h(i’,y)).

ir RAM izrekinama funkcija.
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O Ja reiz f(z) ir RAM izrekinama funkcijas, tad eksisté programma P,
kas RAM-rekina So funkciju. Tas pats attiecas uz funkciju ¢(z,y, z), proti,
eksiste programma G, kas RAM-rekina funkcijas g(z,y, 2).

Izvelamies & > n + 3, tad programma

Fp[1,2,...,n — n+ 2]
a. J(n+1,n+3,b)
S(n+3)
Gil1,2,...,n,n+1,n+2—n+ 2
J(1,1,a)
b. T(n+2,1)
RAM-rekina funkciju h(z). Te a = |Fg[1,2,....n > n+2]|+ 1 un b =
a+|Gp[1,2,....n,n+1,n+2—>n+2]|+3. =

5.5. Vingrinajums. Ja g(y,z) ir RAM izrekinama funkcija un hy(y)
defineta induktivi ar nosacijumiem

{ hl(()) = ceN;
hly+1) = gy, hy)),
tad hi(y) ir RAM izrekinama funkcija.

5.6. Lemma. Ja f(Z,y) ir RAM izrékinama funkcija, tad

h(z) = py(f(z,y) =0)

ir RAM izrékinama funkcija.

O Jareiz f(z,y) ir RAM izrekinama funkcijas, tad eksisté programma P,
kas RAM-rekina So funkciju.

Izvelamies & > n + 3, tad programma

Fp[1,2,...,n,n+1—n+ 2]
J(n+2,n+3,b)
S(n+1)
J(1,1,1)
b. T(n+1,1)

RAM-rekina funkciju h(z). Te b= |Fg[1,2,...,n,n+1 —-n+2]|+4. =
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5.7. Apgalvojums. Katra primitivi rekursiva funkcija ir RAM izréki-
nama.

O (i) Katra bazes funkcija ir RAM izrekinama (Vingrinajums 4.2).

(ii)) RAM izrekinamu funkciju kompozicija ir RAM izrekinama funkcija
(Lemma 5.3).

(iii) Ja h ieguta ar primitivi rekursivas shemas palidzibu no RAM iz-
rekinamam funkcijam, tad h ir RAM izrekinama (Lemma 5.4 un Vingri-
najums 5.5).

Tagad balstoties uz primitivi rekursivas funkcijas definiciju (Definicija 4.6)
un visparinato indukcijas metodi, secinams, ka katra primitivi rekursiva
funkcija ir RAM izrekinama. =

5.3. RAM izrekinamas un daleji rekursivas funkcijas
5.8. Teorema. Katra daléeji rekursiva funkcija ir RAM izrékinama.

O (i) Katra primitivi rekursiva funkcija ir RAM izrekinama (Apgalvo-
jums 5.7).

(ii)) RAM izrekinamu funkciju kompozicija ir RAM izrekinama funkcija
(Lemma 5.3).

(iii) Ja h ieguta ar primitivi rekursivas shemas palidzibu no RAM iz-
rekinamam funkcijam, tad h ir RAM izrekinama (Lemma 5.4 un Vingri-
najums 5.5).

(iv) Ja h iegtita no RAM izrekinamas funkcijas ar neierobezota p opera-
tora palidzibu, tad h ir RAM izrekinama (Lemma 5.6).

Tagad balstoties uz dalgji rekursivas funkcijas definiciju (Definicija 4.54)
un visparinato indukcijas metodi, secinams, ka katra daléji rekursiva funkcija
ir RAM izrekinama m

Atlikusaja dala mes paradisim, ka katra RAM izrekinama funkcija ir daleji
rekursiva.

5.9. Piemeri. (i) Piegemsim, ka
r=pips?. . e,
kur p; = p(i) (p(7) definiciju skatit Piemera 4.40 (v)), tad

B Qy, ja r£0£yANy <n,
kan(% y) ~ { 0, preteja gadijuma.
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Ta, piemeram,

27 ja Y= 17
kan(12,y) =< 1, ja y=2,
0, parejos gadijumos.

Rezultata
12 = 22 .3 = p(1)kan(1271)p<2)kan(12,2).

No funkcijas kan(x,y) definicijas izriet, ka

_ [t <zl ), ja x#0#y,
’“m(x’y)_{ 0, ja =0Vy=0.
Ja x # 0 # y, tad predikats pty+1 1 x aizstajams ar nosacijumu (skatit
Piemeru 4.11 (xiv))

div(p,',z) = 0.

Tas savukart ekvivalents ar nosacijumu (skatit Piemeru 4.11 (iii))
div(hs(py,t+1),2) =0
jeb
div(hs(p(y),t +1),z) = 0.

Ta ka funkcija div(hs(p(y),t + 1), x) ir primitivi rekursiva, tad balstoties
uz Sekam 4.33 un Teoremu 4.18 secinams: funkcija kan(z,y) ir primitivi
rekursiva.

(ii) Funkciju f: N — N kas defineta ar rekursiju
f0) = 1,

f(1) 2,
fle+2) = fl)+ flz+1),

sauc par Fibonaci virkni.
Vispirms nodemonstresim, ka funkcija

g(:v) - of(@)gf(z+1)
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ir primitivi rekursiva. No funkcijas g(x) definicijas izriet, ka

f(x) = kan(g(x),1),
fle+1) = kan(g(x),2);

g(0) = 2703/ =21. 32 =18,
g(:U + 1) _ 2f(:c+1)3f(x+2)
— of(et+l)gf(@)+f(z+1)

_ 2kan(g(:):),2) 3kan(g(:):),1)+kan(g(:v),2) )

Tatad funkcija g(z) ieguta no konstantes 18 un funkcijas

2kan(z,2) 3kan(z,1)+kan(z,2)

ar primitivi rekursivas shemas palidzibu.
5.10. Vingrinajumi.  Turpmak pienemsim, ka m > 0 un
v = Wy Um),
kan(z) <= (kan(z,1),kan(z,2),..., kan(z,m)).
(i) Pieradit, ka funkcija
m(t) — { hia(m,t), ja t#0 mod m,

m, ja t=0 modm

ir primitivi rekursiva. (Funkcijas hi definiciju skatit Piemera 4.11 (xii).)

(ii) Pienemsim, ka &(y), ¢ € 1,m, ir primitivi rekursivas funkcijas. Pie-
radit, ka

ir primitivi rekursiva funkcija.

(iii) Paradit, ka sekojosas funkeijas ir primitivi rekursivas! (Funkcijas hq3
definiciju skatit Piemera 4.11 (xiii).)

p(Z, t) ~ p(m<t))kcm(z’m(t))7
Gi(z,t) =  his(p(z,1),2),
Ga(z,t) = p(m(t)"0Y,

G(z,t) = Gi(z,t)-Ga(z,1).
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5.11. Teorema. Ja funkcijas ¢; : N* — N, & : N* — N, ¢ € 1,m,
i primativi rekursivas, tad funkcijas
yz(j7t+1) ~ gz(yl(j7t+1)77yz—l<j7t+1>7yz(i‘7t)a7ym(j’t))

vistem © € 1, m ir primitivi rekursivas.

O Ta ka G(z,t) (skatit Vingrinajumus 5.10) ir primitivi rekursiva, tad
funkcija F'(z,t), kas ieguta ar primitivi rekursivas shemas palidzibu

Fz,t+1) <= G(F(z,t),t+1),

ir primitivi rekursiva.

Pienemsim, ka

Y1 Y2 Yy
Z=pi Py .. 0,

kur Vj p; = p(j), un m(t) = ¢ (skatit Vingrinajumus 5.10), tad
p(z,t) = pY,
Gl(zvt) = Hpiha
i
H(kan(z),t) = &(9),
GQ(Z,t) _ pfi(ﬂ)7
Gzt) = i@ T]pt.
J#i

No sejienes
yi(z,t) = kan(F(z,mt),1).

Tatad ar1 funkcijas y;(Z,t) ir primitivi rekursivas. =
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5.12. Vingrinajums. Ja funkcijas (; : N* - N, & :N™ - N, i € 1,m,
i primativi rekursivas, tad funkcijas
vi(z,0) — G(2),
yl('fvt—i_l) ~ éz(yl(jvt%yQ(j?t)a7ym(‘f7t>>
vistem 1 € 1, m ir primitivi rekursivas.
5.13. Teorema. Katra RAM izrékinama funkcija ir daléji rekursiva.

O Pienemsim, ka f(z) ir n argumentu RAM izrekinama funkcija. Tas
nozime, ka eksiste tada programma

P=K, Ks,.. K,

ar kuru RAM-rekina So funkciju f(z). Pienemsim, ka o, (P) = m (attelojuma
0 definiciju skatit 104. Ipp.). Mes defingjam funkcijas

0, ja K,=27(),
vi+1, ja K,=15(i),

Uk, ja Ky=T(k,1),

Yi, parejos gadijumos.

conf;(y, s) =

Ta ka mes zinam kada izskatas s—ta komanda, tad

fu(@), ja s=1,
fia(9), ja s =2,
confy(g,s) =4 - - - - - .
fie (@), Ja s=r,
Yi, parejos gadijumos.

Katra funkcija f;; ir primitivi rekursiva, proti, ta ir kada no funkcijam o™ (y)
(Piemers 4.7 (ii)), u}*(9), vai s o uj"(y). Katrs predikats s = j ir primitivi
rekursivs (Apgalvojums 4.19), tapec (Teorema 4.18) conf;(7, s) ir primitivi
rekursiva funkcija. Saturigi funkcija conf;(g, s) modele i—tas Sunas izmainu
s-tas komandas iespaida.

Tagad modelesim nakoso komandu.

q, ja K, = J(”a”vQ) un Yo = Y,
nx(g, 5) < s+1, ja se€l,7 un K, nav izskata J(u,v,q),
¥8) = vai arl ¥, # Yo,

7+ 1, parejos gadijumos.
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Pienemsim, ka programma P nosacitas vadibs mainas komandas ir
Ki1 = J(ulavlvch)a
Ki2 = ‘](u27v27q2)a

Ki = J(U,%, Use,y Q%)a
tad

Q1, Ja s=1 N Yuy = Yoy
s+1, ja S:il/\ym?’éyvm
q2, Ja S=13 A Yuy = Yoy,
3+17 ja SIi?Ayuz#y’Um

P2 ja § =1, A Yu,e = Yv,e»
S+1a ja S:i%/\yu%#yv%a
s+1, ja se€1,7\{i1, iz, ... 05},
T+ 1, parejos gadijumos.

\

Pienemsim, ka
1,7\{i1,’i2,...,i%} = {jl;an---7jo‘}7
tad
SGL_T\{il,iQ,...,i%}<:>S:j1\/S:j2\/...\/$:jo-.

Tagad atsaucoties uz Teoremu 4.18 secinams: nx(y, s) ir primitivi rekursiva
funkcija.

Visbeidzot modelesim rekinasanu ar programmu P. Isaka pieraksta labad
leviesisim apzimejumu

Conf(z,t) = (Confy(z,t), Confy(z,1), ..., Conf,,(z,1)).

Definejam funkcijas, i € 1, m,

( . o r; ja 1<mn,
Confy(2,0) <= { 0 ja i>n.
Conf;(z,t+1) = conf;(Conf(z,t),Nx(z,t)).
Nx(z,0) = 1,
| Nx(7,t+1) = nx(Conf(z,t),Nx(z,t))
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Saskana ar Vingrinajumu 5.12 visas funkcijas Conf;(z,¢) ir primitivi rekur-
stvas, un arl funkcija Nx(Z, t) ir primitivi rekursiva. Saturigi kortezs Conf(Z, t)
rada, kada izskatisies konfiguracija pec ¢ darba soliem, funkcija Nx(z, t) rada,
kada biis nakosa komanda péc t darba soliem.

Tagad varam nodemonstreét, ka funkcija f(z) ir dalgeji rekursiva. Vispirms
definejam funkciju

Stop(z,t) = Nx(z,t) sg|T + 1 — Nx(z,1)].

Saturigi ja Stop(Z,ts) = 0, tad rekinasana ir beigusies un pirmaja Suna
atrodas funkcijas f(z) vertiba.
Funkcija

To(2) = pt(Stop(z,t) = 0)

ir daleji rekursiva, tapec art funkcija
f(z) = Conf,(z,Ty(z))
ir daleji rekursiva. m

Atzimesim, ka latviesu matematiki ir nopietni piedalijusies un art mus-
dienas piedalas algoritmu teorijas izpete. Ta Vilnis Detlovs (ilggadéjs Latvi-
jas Universitates docetajs) pieradija teoremu:

5.14. Teorema. Funkcija f ir normali izrekinama tad un tikai tad, ja
ta ir dalej rekursiva.

Domaju, ka lasitajs, kas apguvis dotaja konspekta piedavatos pieradi-
jumus, spes novertet s rezultata nozimigumu. Sis rezultats 1953. gada tika
nopublicets ka 1ss zinojums; 1958. gada tas tika publicets izversta varianta.
Tas ir viens no retajiem gadijumiem, kad respektabls zurnals publice visu
disertaciju bez saisinajumiem.



