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Ievads

Vesels skaitlis, tapat ka vienkarsakas geometriskas figuras, vesturiski ir
viens no pirmajiem jédzieniem matematika. Jau senaja Griekija (VI gs. p.
m. e.) zinaja vienadojuma z? + y* = 2? atrisinajumus. Vacu matematikis
Karlis Fridrihs Gauss (XIX gs.) izstradaja pamatmetodes kongruencu teorija.
Tas pamatrezultatus art Sodien izmanto gan algebra, gan kriptografija. Skait-
lu teorija kalpo par instrumentu rezultatu formulesanai citas matematikas
nozarés, tai skaita ari algoritmu un varbutibu teorija. Ipasa loma skaitlu
teorijai ir dazadu pseidogadijumskaitlu generatoru radiSanas procesa.

Sakara ar e-parvaldes un e-komercijas ievieSsanu aktualizejas datu aiz-
sardzibas problemas, kas biitiski balstas uz skaitlu teorijas atzinam. Ta
rezultata skaitlu teorija musdienas vairs nav tikai tiri teorétiska matematikas
disciplina.

Kursa merkis — iepazistinat ar skaitlu teorijas pamatjedzieniem un meto-
dem, kuras plasi lieto citas disciplias.



Apzimejumi

- —  negacija,

VvV  — disjunkcija, A — konjunkcija,

= — implikacija, < — ekvivalence,

A~a — izteikums 2 ir aplams,

A ~p — izgteikums 2 ir patiess,

3 —  eksistences kvantors, V — universalkvantors,

dlx P(z) —  eksisté viens vienigs tads x, kam izpildas nosacijums P(z),
r € X — elements x pieder kopai X jeb x ir kopas X elements,
ACB — kopa A ir kopas B apakskopa,

AUB, ANB, A\ B — kopu A un B apvienojums, skelums, starpiba,
min X —  kopas K minimalais elements,

max K — kopas K maksimalais elements,

= , = — vienadibas saskana ar definiciju,
In={12....n}:kn={kk+1,...,n}, tek<n,

7 — veselo skaitlu kopa, Z, = {z|x € Z Nz > 0},
Ne=7Z,U{0},N_. = Z\Z,,

P —  visu pirmskaitlu kopa,

Q@ — racionalo skaitlu kopa,

R — realo skaitlu kopa, C — komplekso skaitlu kopa,

|K| — kopas K apjoms,

Ny — kopas N apjoms, ¢ — realo skaitlu kopas R apjoms,
<£L‘,y> ~ (:zr,y) ~ {{Ilf}, {(L’,y}},

(1,22, .. . xn) = (X1, 29, ..., Tp_1), Tn),

A1><A2><...><An;{(131,;1:2,...,1:”)|Vi61,_n(1:iEAi)}, An’
firem—y, f:X—o>Y, X—c{—>Y,

Dom(f) = {z|Iy €Y (f:2—y)}, Ran(f) = {y|3z e X (f:2—y)},
XY, XLy, XY, XY,

|| = max{t |t <z A t €L}

{e} = o la),

m
Yo = G+ Qg1+ Oy,
i=k



H Q; = Qg4 - - - Qm,

i=k

a~b — skaitlis b ir skaitla a daudzkartnis,

atb — skaitlis b nav skaitla a daudzkartnis,

D(ay,as,...,a,) = {q|Vi € 1,n q \ a;},

Id(aq, a9, ..., a,) = max D(ay,as,...,a,),

md(ay,as,...,a,) — skaitlu ay,as,...,a, mazakais kopigais dalamais,
[ql; qz; .. -, Qn] o gaﬁga kézu dalaa

(1592, - -y Gn,y-..] —  Dbezgaliga kezu dala,

a =b(modm) —  skaitli @ un b ir kongruenti péc modula m,
[ = {b| a =b(mod m)}, iznemot 1. nodalu,

{[0], [1],..., [m —1]},
;{[Hld(a m)—l A la] € Zp},
O — pieradijjuma sakums,
m — pieradijuma beigas;
= — implikacijas zimi pieradijuma sakuma mes izmantojam, lai noraditu,
ka tagad sakas teorémas nepiecieSama nosacijuma pieradijums,
< — $o zimi pieradijumos meés izmantojam, lai noraditu, ka tagad sakas

teoremas pietiekama nosacijuma pieradijums.
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1. Aritmetikas aksiomatika

Pamatjedzieni un atvasinati jeédzieni. Dekarta reizinajums, attélojums. Al-
gebriska sistema. Formala aritmetika. Matematiskas indukcijas metode. Vesela
skaitla daudzkartni.

Attistitas teorijas pamatiezime ir ”speles noteikumu” fiksesana. Tapec
rodas uzdevums veidot teoriju ar vislielako rtupibu un logisko precizitati. Tie
apgalvojumi, kurus izmanto kaut kada pieradijuma, arl pasi prasa pieradiju-
mu ar kadu agraku apgalvojumu palidzibu, savukart agrakie apgalvojumi
ar1 japierada, utt. Kura vieta $ai spriedumu keédei bus gals (precizak —
sakums)? Tada vispar nav. Kada ir izeja no aprakstita skietami bezceriga
stavokla? Matematiki So ”Gordija mezglu” nav atraisijusi, bet vienkarsi
parcirtusi. Proti, kada vieta spriedumu kede dazi apgalvojumi tiek akcepteti
bez pieradijuma. Tos sauc par aksiomam.

Lidziga situacija ir ar jedzieniem. Katra definicija jaunais jedziens tiek
konstruets ar citu jedzienu palidzibu. Ta rezultata katra definicija saistas
ar citam, kuras define tos jedzienus, kas apskatamaja definicija tiek uzskatiti
par zinamiem. Piemeram, par taisnes nogriezni sauc taisnes dalu, kas atrodas
starp diviem punktiem. Bet ka definet jedzienus ”taisne” un ”starp”? Tatad
definicijas veido tadu pasu bezgaligu virkni ka pieradijumi. Tadel dazus je-
dzienus izvelas bez definicijas. Tos sauc par pamatjedzieniem jeb sakotnejiem
jedzieniem. Parejos (definétos) jedzienus sauc par atvasinatiem jedzieniem.
Pamatjedzienu un aksiomu izveles pamatotiba daudzejada zina ir arpus mate-
matikas. Te jabalstas gan uz filozofiju, praksi, gan zinatnes metodologiju.
Matematikas sistematizacija devinpadsmita gadsimta beigu posma lava se-
cinat, ka viens no perspektivakajiem pamatjedzieniem matematika ir kopas
jedziens. To var izveleties par vienigo pamatjedzienu visa matematika.

Kopu {{z}, {z,y}} sauc par elementu z € X uny € Y sakartotu pari un
lieto apzimejumu (x,y) vai (x,y). Pari ((x1,22,...,Tn_1),Tn), kur Vi € 1,n
(x; € A;) sauc par n-dimensionalu kortezu par kopam Ay, As, ..., A,. Turp-
mak n-dimensionala korteza apzimesanai lietosim pierakstu (zq,xo, ..., ;).
Par kopu Ay, As, ..., A, Dekarta reizinajumu sauc visu n-dimensionalo kor-
tezu kopu par kopam Ay, As, ..., A,, t.i.,

Al XAQ X ... XAn — {(ZE17J/’2,...,ZE”)|V'L.€].,_TL(I‘Z‘ GAZ)}

Ja A=A =A,=...= A, tad lieto ar1 pierakstu A" <= A; x Ay x ... X A,.
Kopas A1 x Ay x ... x A, apakskopu ¢ medz saukt ar1 par n-vietigu attieksmi
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(attiecibu, predikatu), kas defineta kopa A; X Ay X ... X A,.

Trijnieku f = (X, Y, F), kur F C X XY sauc par attelojumu jeb funkciju,
ja visiem kopas F' elementiem (z,y), (z,2) ir speka vienadiba y = z. Kopu
X sauc par attelojuma [ starta jeb izejas kopu, Y — par finisa jeb ieejas
kopu, F' sauc par grafiku. Ja (z,y) € F, tad lieto pierakstu f(z) = y jeb
f :x+— y. Visparigs pieraksts f : X —o— Y (lieto arT pierakstu X —<]>c—> Y)
norada, ka f ir attelojums ar starta kopu X un finisa kopu Y.

Kopu

Dom(f) = {z[IeY (f:2—y)}

sauc par attelojuma f : X —— Y definicijas apgabalu. Savukart kopu

Ran(f) = {y|Fz e X (f:x—y)}

sauc par attelojuma f wvertibu apgabalu. Attelojumu f : X —o— Y sauc par
visur definetu attélojumu, ja Dom(f) = X. Sai gadijuma meédz lietot vienu
no apzimejumiem

FiX-Y vai XLy

Preteja gadijuma attelojumu f : X —— Y sauc par daléji definétu, proti, ja
dr € X x ¢ Dom(f).

Visur definetu attelojumu g : X; x Xo x ... x X, — X, 41 sauc ari par
n-vietigu algebrisku operaciju.
Attelojumu f : X —o— Y sauc par sirjekciju un lieto apzimejumu
f X — Y, jaRan(f) = Y. Attelojumu f sauc par injekciju un lieto
apzimejumu f : X — Y, ja dazadiem elementiem x1, x5 atbilst dazadi vy, ys,
ti.,
V(w1,22) € X2 [11 # 20 = f(11) # f(22)].

Ja algebriska operacija h : X — Y ir gan sirjekcija, gan injekcija, tad to sauc
par bijekciju.
Trijnieku (K, O, A) sauc par algebrisku sistemu, ja
(i) K ir netuksa kopa,
(ii) O ir algebrisku operaciju o; : K*) — K kopa,

(iii) A ir dazadu attieksmju o; € K™® kopa.
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Ja kopas O un A ir galigas, un nerodas parpratumi, piemeram,

02{01,02’,,,7Ok}7 AZ{QlaQQ;"'aQW})

tad (K, O, A) vieta lieto pierakstu

<K;017027'"aok;Q17927"'an>'

Ja O = (), tad algebrisko sistemu sauc par modeli, ja turprett A = (), tad —
par algebru. Sai situacija (K, 0, A) vieta attiecigi licto pierakstu (K, A) vai
(K,O), vai ar1 attiecigi (K; 01, 02, - - -, Om) vai (K;01,09,...,0%).

Mes nofiksesim aritmetikas aksiomatiku. Algebrisku sistemu

(N;0,8,4+,5=,<)

sauc par formalo aritmetiku, ja ta apmierina sekojosas aksiomas:

NI1. s(x) # 0,

N2. s(z) =s(y) =z =y,

N3. 24+ 0 =0,

N4 2+ s(y) = s(z +y),

N5, 2-0=0,

N6. z-s(y) = (z-y) + =,

N7. =(z < 0),

N8 z<s(y)y ©x<yVe=uy,

N9. F(0,2) AVy(F(y,z) = F(s(y),2)) = F(x, 2).

Te 0 — nullvietiga operacija; s — vienvietiga operacija; +, - — divvietigas
operacijas; =, < — divvietigas attiecibas. Kaut ar1 attistot formalu teori-
ju mes abstrahejamies no konkretas interpretacijas, mes tomer visu laiku
nemam vera, ka §1 algebriska sistema kalpo mums no skolas laikiem labi
pazistamo operaciju un attiecibu aprakstam, proti,

e (0 apzime skaitli nulle,
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e + apzime saskaitiSanas operaciju,
e - apzime reizinasanas operaciju,
e = apzime vienadibu,

e < apzimeé mazaks par.

Nedaudz neparasts ir apziméjums s(z), kas saturiski apzimé operaciju
x + 1. Visbeidzot pedeja aksioma N9 patiesiba ir bezgala daudzas aksiomas.
Te F(z,z) ir klasiskas predikatu logikas formula no mainigajiem

Ty 21,29, vy Zn.

F(x, %) lietots ka saisinajums pierakstam F(z,z1, 2o,...,2,). ST aksioma
N9 katram konkretam predikatam F' saturigi izsaka kadu apgalvojumu par
naturaliem skaitliem. Pasu aksiomu N9 medz saukt par matematiskas induk-
cijas aksiomu (principu, metodi).

Matematiskas indukcijas aksioma ir svarigakais instruments ar ka pali-
dzibu elementaraja skaitlu teorija pierada daznedazadus apgalvojumus, lem-
mas un teoremas. Pielietojot matematiskas indukcijas metodi, parasti visus
spriedumus sadala 3 solos:

1. solis — parbauda izteikuma F'(0, Z) patiesumu;

2. solis — pienem, ka F(z,z) ir patiess kadai patvaligi fiksetai vertibai
x = y un, vadoties no §1 pienémuma, pierada, ka F'(x, z) ir patiess art
x vertibai y + 1;

3. solis — pamatojoties uz matematiskas indukcijas metodi, secina, ka
jebkuram naturalam skaitlim x izteikums F'(z, ) ir patiess.

1. soli parasti sauc par indukcijas bazi, 2. soli — par induktivo pareju.
2. soli japierada izteikums

Vy e N (F(y,z) = F(y+1,2)).

Tatad japierada, ka patvaligam y izteikums F(y + 1, Z) ir patiess, ja pienem
par dotu, ka patiess izteikums F(y,z). Sai situacija apgalvojumu F(y, 2)
medz saukt par induktivo pienemumu.
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Nekas principiali nemainas, ja kopas N vieta apliko kopu
N_ = Z\Z,.
Tagad matematiskas indukcijas metode izskatas sadi

F(0,z), VyeN_ (F(y,z2)= F(y—1,2))
Ve € N_ F(z,2)

Parasti indukcijas baze pieradama samera viegli, biezi vien pat triviali.
Grutaka spriedumu dala slepjas induktivaja pareja.

Veselo skaitlu kopu var ieviest balstoties uz naturalo skaitlu kopu N.
Shema ir sekojosa: vispirms kopa N? defingjam ekvivalences tipa predikatu,
proti,

(a,b)w(x,y)éz?a—b:x—y\/b—a:y—x.

Ta ka kopa N atnemsana ne vienmer ir defineta, tad mums jabut nedaudz
uzmanigiem. ST iemesla del mes lietojam nosacijumu

a—b=rz—-—yVb—a=y—uz,
nevis nosacijumu a — b = x — y. Atzimesim, ja a > b, tad (a,b) ~ (a — b,0);

ja turpreti b > a, tad (a,b) ~ (0,b — a).
Ekvivalences tipa predikats ~ kopa N? define klases

=
1
—~
8
NS
S~—
—
s
S
SN—
2
—~
e
(e
S—
-

e

Ta rezultata iegustam faktorkopu

g
—
8
s
B
s
2
=
&
—

N?/~ = {[a]|la € N} U {[—a]|a € N}.

Vel tikai sai faktorkopa janodefine saskaitisana, rezinasana un attieciba ma-
zaks par, un tad jau gredzenu N2/~ ar precizitati lidz izomorfismam var
uzltukot par veselo skaitlu gredzenu Z.
Musu kursa uzdevums ir elementara skaitlu teorija, nevis matematikas pa-
mati, tapec mes jautajumam par aksiomatiku pieskaramies tikai garamejot.
Galvenajam skaitlu kopam, kuras matematika izmanto loti biezi, pieskirti
patstavigi standartapzimejumi (diemzel sakara ar teorétiskas datorzinatnes
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strauju ienaksanu musdienu zinatne dazi apzimejumi vairs nav interpretejami
viennozimigi).

7. — visu veselo skaitju kopa,
Z, = A{x|x€Zunz>D0},
N A Z-‘r U {0}7
Q = {f xGZuny€Z+},
Y
R — visu realo skaitju kopa,
C — visu komplekso skaitju kopa,

Ka jau atzimejam naturalo skaitlu kopa N ne vienmer var veikt atpemsa-
nas operaciju. ST iemesla deél arT ieviesta veselo skaitlu kopa Z. Tacu veselo
skaitlu kopa ne vienmer var veikt daliSanas operaciju, tapec ieviesta racionalo
skaitlu kopa Q.

Pirmaja tuvinajuma skaitlu teoriju var raksturot ka matematikas discip-
Inu, kas interesejas tikai par veseliem skaitliem, racionalo skaitlu lauku jau
atstajot citu matematikas nozaru parzina, piemeram, algebras. Saprotams
Sis iedalijums ir nosacits, tacu tas zinama mera pamato, kapec tiesi skaitlu
teorija apluko jautajumus, kas saistiti dalamibas problematiku.

1.1. Definicija. Pienpemsim, ka a un b ir veseli skaitli, piedevam b # 0.
Skaitli b sauc par skaitla a dalitaju, ja

dg € Za=lg.

Sai situdcija lieto apziméjumu b~a, un skaitli a sauc par skaitla b daudzkartni.
Skaitli ¢ sauc par skaitlu a un b dalijumu. Gadijuma, ja b nav skaitla a
dalitajs, tad lietosim pierakstu b a.

1.2. Apgalvojums. Jaa~ b un b~ c, tad a \ c.
O Saskana ar doto a ~. b un b \ ¢, tapec
dpeZb=ap un dq € Z c = bq.

No Sejienes
¢ =bq = (ap)q = a(pq).
TakapgeZ,tada~c. =
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1.3. Apgalvojums. Pienemsim, ka
n—+ny+ne+...+ng=mqy+mg+...+mg,.
Ja Via~n; unVja~m;, tad a~n.
O Saskana ar doto Vi a \. n; un Vj a \x. m;, tapec

Yidp; € Z n; = ap; un Vj3dq; € Z mj = ag.

Rezultata
n = mi+mo—+...+My—MN1 —No—...— Ng
= aqy+aga+...+ag, —apy —apz — ... — aps
algr+q+...+q—p1—DP2— ... —Ds)
Takagr+¢@p+...+¢G—p1—p2—...— ps €EZ, tada~n. =

1.4. Vingrinajumi. Pieradit sekojosas dalamibas attieksmes ipasibas!

(i) Va€Z (a#0=a~\0);

(i) Va e Z £1\ q;

(iii) dalamibas attieksme ir gan refleksiva, gan transitiva;
(iv) Va € Z. Vb € Zy (a~b= a <),

(V) a~bAbNa=a= =t
(vi)ja~bAa~c=a~b=Eg

(

(

(

(

—

v
vil) a N\ b= Vx € Z a \ bz;
vill) aNbAa~c= Vo eZVy € Z a~ bz + cy;
iX) aNbAx~Ny= ax \ by;

x) Va € ZVb € ZNx € Z (ax \ bx = a \. b).

Un tagad nodemonstrésim ka izmantojama matematiskas indukcijas me-
tode elementaras skaitlu teorijas rezultatu pamatosanai.

1.5. Apgalvojums.

VaeZVbeZ, FqeZ bg<a<blg+1)
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O Pieradijumu sadalisim divas dalas.
(i) Vispirms ar matematiskas indukcijas palidzibu pieradisim apgalvoju-
mu

VaeNVbeZ,3qgeZ bg<a<blg+1). (1)
Indukcijas baze: ja a=0, tad
b-0<0<b(0+1).

No Sejienes redzams, ka ¢ = 0.
Induktiva pareja: pienemam, ka apgalvojums (1) ir pareizs, ja a = y. Tas
ir induktivais pienemums. No Sejienes, eksisté tads vesels skaitlis ¢/, ka

b <y <bld+1).
e Jay+1<b(¢d+1), tad musu riciba ir nevienadibas
b <y<y+1<b(¢d+1),
un skaitla ¢ lomai varam nemt ¢, t.i., ¢ = ¢'.

e Preteja gadijjuma b(¢' +1) < y+ 1. Takab € Z,, tad b > 1. No
Sejienes, nemot vera induktivo pienemumu,

y+1<y+b<bld+1)+b=>0b(g+2).
Esam konstatejusi, ka Sai gadijuma
b(¢'+1) <y+1<bld +2).
Tatad skaitla ¢ lomai varam nemt ¢’ + 1, t.i., ¢ = ¢ + 1.
(ii) Tagad ar matematiskas indukcijas palidzibu pieradisim apgalvojumu
VaeN_VbeZ,IqeZ bg<a<blg+1). (2)

Indukcijas baze, t.i., ja a = 0, jau pieradita (i) dala.
Induktiva pareja: pienemam, ka apgalvojums (2) ir pareizs, ja a = y. Tas
ir induktivais pienemums. No Sejienes, eksiste tads vesels skaitlis ¢/, ka

by <y <b(¢d+1).
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e Ja bg <y — 1, tad musu riciba ir nevienadibas
b <y—1<y<blg+1),
un skaitla ¢ lomai varam nemt ¢, t.i., ¢ = ¢'.

e Pretgja gadijuma y — 1 < bg’. Taka b € Z,, tad b > 1. No Sejienes,
nemot vera induktivo pienpemumu,

y—1>y—0>b¢ —b=0(¢ —1).
Esam konstatejusi, ka sai gadijuma
b —1)<y—1<bq.

Tatad skaitla ¢ lomai varam nemt ¢’ — 1, ti.,, ¢ =¢ — 1. =
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2. Skaitlu kopigie dalitaji un dalamie.

Teorema par dalisanu ar atlikumu. Eiklida algoritms. Skaitlu kopigie dalitaji
un dalamie.

VienoSanas. Turpmak si kursa ietvaros, ja tas netiks speciali atrunats,
vist skaitfe ir veseli pozitivi skaitli. Turklat vel, mes aplukosim tikai skaitju
pozitiwos dalitajus.

Sts nodalas pamatmeérkis ir Eiklida algoritms un ta lietojumi skaitlu ko-
pigo dalitaju atrasanai. Vispirms pieversisimies daliSanai ar atlikumu.

2.1. Teorema.
VaeZVb3lgeZ3reN(a=bg+rAr <b).

O Vispirms pieradisim eksistenci un tad unitati.
Saskana ar apgalvojumu 1.5

dgeZbg<a<blg+1).

No Sejienes izvelamies r <= a — bg. Esam ieguvusi vienadibu a = bg + 7.
Taka bg < a <b(qg+ 1), tad

0=bg—bg< a—bg <blqg+1)—bqg=0,
t.1., 0< r < b.

Atliek pieradit unitati. Ja nu eksiste vel kadi citi ¢’ € Z un r’ € N tadi,
ka
a="bq +r" Nr'" <b,

tad
a = bg+r
a = bqd+1r
0 = blg=q)+(r—1)

un
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0< r <b

-b< - <0

—-b< r—7r" <b.

No apgalvojuma 1.3 seko, ka b~ (r — 7’), tacu intervala | — b; b ir tikai
viens skaitlis, kas dalas ar b. Tas ir skaitlis 0. Tatad r — ' =0, t.i., r = r'.

Mes ieprieks konstatejam, ka 0 = b(q — ¢’) + (r —1’). No Sejienes (ja reiz
r=1'")izriet, ka 0 =b(¢ — ¢'). Takab+#0,tad ¢g—¢ =0, t.i., ¢ =¢. Lidz
ar to unitate ir pieradita. m

2.2. Piemers. —7 = 3(-3) + 2.
Sai pieméra a = —7,b=3,¢= -3 unr = 2.

2.3. Definicija. Piepemsim, ka a € Z, b € Zy un a = bq + r, kur
r € [0;b], tad skaitli g sauc par nepilno dalijumu, bet skaitli r — par atlikumu.

2.4. Sekas. Jaa=bq+ 1, a,q € Z, un r =0, tad nepilnais dalyjums ir
vienads ar dalijjumau.

2.5. Definicija. Skaitli g sauc par skaitju a1, as, ..., a, kopigo dalitaju,
jaVic1l,nq-\ a,.

Lielako no skaitlu aq,as,...,a, kopigajiem dalitajiem sauc par skaitlu
ai,as, ..., a, lielako kopigo dalitaju. Skaitlu aq,as,...,a, lielaka kopiga da-
litaja apzimesanai lietosim pierakstu ld(aq, az, ..., a,).

Nedaudz formalak to visu var paskaidrot sadi. Pienemsim, ka

D(ay,as,...,a,) = {q|Vi € 1,n g\ a;},

tad
Id(ay,as,...,a,) = max D(ay, az, ..., a,).

2.6. Definicija. Skaitlus ay,as, ..., a, sauc par relativiem pirmskaitfiem,
jald(ay,as,...,a,) =1. Ja

Vivj (i # j = 1d(a;, a;) = 1),

tad skaitlus ai,as, ..., a, sauc par savstarpejiem pirmskaitjiem.
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2.7. Sekas. Savstarpéji pirmskaitli ir ar relativi pirmskaitli.

2.8. Sekas. Skaitju parim jedzieni "savstarpeji pirmskaitli” un "relativi
pirmskait]i” sakrit.

2.9. Teorema. Ja a ir b daudzkartnis, tad D(a,b) = D(b).

O = Piegemsim, ka ¢ € D(a,b), tad ¢ \ b. Tas nozime, ka ¢ € D(b).
Esam paradijusi, ka D(a,b) C D(b).

< Pienemsim, ka ¢ € D(b), tad ¢~ b. Saskana ar doto a ir b daudzkartnis,

t.i., b a. Tagad, atsaucoties uz apgalvojumu 1.2, secinams: ¢ \ a. Lidz ar
to ¢ € D(a,b). Esam pieradijusi, ka D(b) C D(a,b). =

2.10. Sekas. Ja a ir b daudzkartnis, tad 1d(a,b) = b.
O Tikko pieradijam, ka D(a,b) = D(b), tapéc

ld(a,b) = max D(a,b) = max D(b) =b. m
2.11. Teoréma. Ja a = bq + ¢, tad D(a,b) = D(b,c).

O = Pienemsim, ka d € D(a,b), tad d \ a un d \ b. Saskana ar doto
¢ = bq — a, tapec (apgalvojums 1.3) d \ ¢. Lidz ar to d € D(b,c). Esam
paradijusi, ka D(a,b) C D(b,c).

< Piegemsim, ka d € D(b,c), tad d ~ b un d ~ ¢. Saskana ar doto
a = bq + ¢, tapec (apgalvojums 1.3) d \ a. Lidz ar to d € D(a,b). Esam
paradijusi, ka D(b,¢) C D(a,b). =

2.12. Sekas. Ja a =bq + ¢, tad 1d(a,b) =1d(b, c).
O Tikko pieradijam, ka D(a,b) = D(b, c), tapéc
d(a,b) = max D(a,b) = max D(b,c) = 1d(b,c). m

Eiklida algoritms. Pienemsim, ka rq € Z, bet r; € Z...
(i) Skaitli ry izsaka forma

ro = r1q1 + T2, kur 0<ry<r.

Jary = 0, tad Eiklida algoritms beidz darbu. Ja ry # 0, tad Eiklida algoritms
atkarto soli (i) par 7o nemot ri, bet par r; nemot r.
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(ii) Induktivais solis. Pienemsim, ka ieguta vienadiba
Tn-1 = TnQn + Tni1, kur 0<rpp1 <7y

Ja r,y1 = 0, tad Eiklida algoritms beidz darbu. Preteja gadijuma, t.i.,
rne1 7 0, Eiklida algoritms atkarto soli (i) par ro nemot r,,, bet par r pemot

Tnat1-
2.13. Sekas. Fiklida algoritms vienmer beidz darbu galiga solu skaita.

O Saskana ar Eiklida algoritmu iegtistam vienadibas

ro = T1q1 + T2, 0<ry <ry;
7"1:7“2(]1—|-T3, 0§’I"3<7“2;
Tio1 = Tiq; + Tiy1, 0 < rip1 <m;

Ta rezultata
™ >T9> 0. 2>Tip1 > ... > 0.

Esam ieguvusi dilstosu naturalo skaitlu virkni. Sadas virknes elementu skaits
neparsniedz skaitli 71 + 1. Tatad Eiklida algoritms nestradas vairak par ry
soli. Tas ar1 nozime, ka Eiklida algoritms beidz darbu galiga solu skaita. m

Mes tikko pieradijam, ka katram skaitlu parim ro € Z, vy € Z, eksiste
tads n € Z., ka izpildas vienadibas

To = r1q1 + T2, 0<7’2<7’1;
r1="Toq1 + 73, 0 <73 <y
Tic1 = Tiq + Tita, 0 <ripr <71y (3)
T'n—2 = Tpn—1qn—1 + T'n, 0< Ty < Th_1;
Tno1 = TnQn + Tnii, 0="7n1 <7y

Tatad

T'n—1 = Tndn. (4>
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2.14. Apgalvojums. D(a,b) = D(1d(a,b)).

O Izmantojam vienadibas (3), 9 lomai nemot skaitli a, bet r; lomai —
skaitli b. Tagad, balstoties uz teoremu 2.11, iegistam

D(a,b) = D(ro,r1) = D(r1,7m9) = D(r2,73) = . ..
D(ri—y,m;) = D(ri, i) = . ...
D(Tn—Qa Tn—l) = D(rn—lvrn)-

Visbeidzot, atsaucoties uz vienadibu (4) un teoremu 2.9, secinams
D(rp_1,m) = D(ry).
No sejienes D(a,b) = D(r,), un tapec
ld(a,b) = max D(a,b) = max D(r,) = r,. (5)

Tas parada, ka
D(ld(a,b)) = D(r,) = D(a,b). m

2.15. Sekas. Skaitju a un b lielakais kopigais dalitajs 1d(a,b) ir vienads
ar pedejo nenulles atlikumu FEiklida algoritma.

O Skatit formulas (3) un (5) =
2.16. Piemers. Atrast 1d(525,231)!

Risinajums. Izmantojam Eiklida algoritmu:

525 :231=2
— 462
231 :63 =3
- 189
63 :42 =1
— 42
42: 21 =2

Ta ka pedejais nenulles atlikums ir 21, tad 1d(525,231) = 21.

2.17. Apgalvojums. ld(am,bm) = m ld(a,b).
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O St apgalvojuma pieradijums balstas uz Eiklida algoritmu (skatit vie-
nadibas (3)). Par ro nemot a, bet par r; — b iegust: 1d(a,b) = r,. Ja
vienadibas r;_1 = 1;q; + ;11 abas puses pareizina ar m, tad

Ti—1M = Tymaq; + ri41m.

Taka 0 <r;, <ry,tad 0 < mr;y < mr;. Tas pamato sekojosas formulas

rom = rimq; + rom, 0 < rom < rim;

rim = romqy + r3m, 0 < rsm < rom;
Ti—1M = T;Mg; + Tir1M, 0 <ripim <rym;
Tn_oM = Tp_1MGn_1 + TpMm, 0<r,m<r,_im;
Tn—1M = TpMGy + Tne1MM, 0=rpr1m < rpym.

Saskana ar Eiklida algoritmu tas nozime, ka ld(am, bm) = r,m.

Ta ka r, = 1d(a,b), tad
m1d(a,b) = r,m = 1d(am,bm). m
2.18. Teorema. Ja ld(a,b) =d, tad Ix € Z3Iy € Z ax + by = d.

O Pienemsim, ka skaitliem rp = a un r; = b pielietots Eiklida algoritms
un iegutas izteiksmes (3), tad (sekas 2.15) r,, = 1d(a, b).
Pieversamies velreiz vienadibam (3). Te

'n—2 = Tn—1qn—1 + T'n, 0< Tn < Th_1;

Tn—1 = TnQn + Tnti, 0="ni1 <7Tn.
Tas demonstre, ka skaitliem r,_s un r,_; pielietots Eiklida algoritms, tapec
1d(r, o, Tn1) =Ty
Savukart no vienadibas
Tn—2 = Tp—1qn—1 1 Tn

izriet, ka

"n =Tn—2 — Tn—-1qn—1 -
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Ta, rezultata
ld(Tn—Qa rn—l) =Tn =Tn—2 —Tp—-1qn-1,

b,
EIxn—Q € Zayn—2 € Z Tn—2Tp_2 + T 1Yn—2 = ld(rn—% Tn—l) .

Dotaja gadijuma x, o =1, Yp_2o = —qpn_1.
Talakie spriedumi induktivi. Pienemsim, ka

dx;, € Z3y; €2 1wy + gy = (1, i) -

Saskana ar (3)
Ti1 = Tii + Tip1,

tapec (sekas 2.12)
ld(’f‘i_l,’f‘i) = ld(ri,mﬂ)
= 1%+ g1y
= 1% + (ric1 — i)Y
= iy 1T — vids) -
Esam paradijusi, ka
v, € Z3yis €L ricamiog + 1Yo = 1d(rimy, 1)
Lidz ar to saskana ar indukcijas principu
Jxg € Z3yo € Z  rowo + 1Yo = 1d(ro, 1) -

Tagad atliek tikai atcereties, ka o = a, r1 = b un 1d(rg, 1) = d, lai secinatu,
ka
arg+byy=d. m

2.19. Sekas.
ld(a,b) =1 & Ir€ZIyecZ ar+by=1.

O = NepiecieSamais nosacijums ir nepastarpinatas sekas no tikko pieraditas

teoremas.
< Piegemsim, ka ld(a,b) = d, tad d \ a un d \. b. No Sejienes

d~ar+by=1.

Tas iespejams tikai tad, jad =1. m
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2.20. Apgalvojums. Ja d~ a un d~\ b, tad

() - 2

O Saskana ar apgalvojumu 2.17

a b a b
1d(a, b) = ld<a .~ d) —d 1d<3, E)'
No Sejienes pec izdalisanas ar skaitli d iegtustam apgalvojuma pieradijumu. m

2.21. Apgalvojums. Ja d~ a un d~\ b, tad d ~\ 1d(a,b).

O Saskana ar apgalvojumu 2.14 D(a,b) = D(ld(a,b)). Ta ka d €
D(a,b), tad d € D(1d(a, b)), t.i., d~ 1d(a,b).

2.22. Apgalvojums. Ja 1d(d,b) =1, tad 1d(ad,b) =1d(a,b).
O (i) Vispirms ieverojam, ka
Id(ad,b) ~ ad un ld(ad,b) \ ab.
Saskana ar apgalvojumu 2.21
ld(ad,b) \ 1d(ad, ab) = ald(d,b) = a.

Ta rezultata
ld(ad,b) ~a un ld(ad,b) \b.

Tas saskana ar apgalvojumu 2.21 lauj secinat, ka ld(ad,b) \ 1d(a,b). No
Sejienes 1d(ad, b) < 1d(a,b).
(ii) Ieverojam, ka

ld(a,b) ~ad un 1d(a,b) \b,
tapec saskana ar apgalvojumu 2.21 1d(a,b) \ 1d(ad,b). No Sejienes
1d(a, b) < 1d(ad, b).

Tagad nemot vera gan punkta (i), gan punkta (ii) pieradito secinams:

1d(ad, b) = 1d(a, ). m
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2.23. Apgalvojums. Ja 1d(a,b) =1 una~bd tad a~d.
O Nemot vera sekas 2.10
1d(a, bd) = a,
jo a . bd. Tagad, atsaucoties uz apgalvojumu 2.22, secinams
ld(a,d) = 1d(a,bd) = a.

Tatad a~d. =

2.24. Apgalvojums. Ja Vie 1,mVje1l,n ld(a;,b;) =1, tad

Id(ayas . . . apm, bbby ... by,) = 1.
O Més nemam vera apgalvojumu 2.22. Katram j € 1,n
ld(ajas...am,b;) =1d(as...am,b;) = ... =1d(am, b;) = 1.

No Sejienes

ld(alag...am,blbg...bn) = ld(alag...am,bg...bn)
= ...=ld(aas...ap,b,)=1.m

2.25. Definicija. Katru veselu pozitivu skaitl, kas ir visu doto skaitju
daudzkartnis sauc par So skaitju kopigo dalamo.

2.26. Sekas. Skaitliem a1, as,...,a, eksisté kopigais dalamais.

O Reizinajums ajas . . . a, ir skaitlu a1, as, ..., a, kopigais dalamais. m

Mazako no skaitlu ay,as, ..., a, kopigajiem dalamajiem sauc par skaitlu
ai,as, ..., a, mazako kopigo dalamo. Skaitlu aq,as,...,a, mazaka kopiga
dalama apzimesanai lietosim pierakstu md(ay, as, . .., a,).

2.27. Sekas. Skaitliem ay,as, . .., a, eksiste mazakais kopigais dalamazis.
O Reizinajums ajas . . . a, ir skaitlu ay, as, . . . , a,, kopigais dalamais. Tagad

atliek tikai parbaudit vai tikai kopa 1,aqas...a, neeksisté kads par skaitli
aias . ..a, mazaks skaitlu a1, as, ..., a, kopigais dalamais. m
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2.28. Apgalvojums. Skaitlis m ir veselu pozitivu skaitju a un b kopigais
dalamars tad un tikas tad, ja

ab

d(a.b)

3t€Z+ m =

O =- Pienemsim, ka m ir skaitlu a un b kopigais dalamis, tad a ~~ m un
b~ m. No Sejienes eksiste tads k, ka m = ak un 3 € Z,..
Pienemsim, ka

un 0 =
tad 1d(«, ) = 1. No Sejienes

~ b Bld(ab) B
Taka 7 € Z,, tad ar1 %’“ € Z, . Tas nozime, ka §~\ ak. Tagad nemam vera,
ka ld(«, 3) = 1, tapec § \ k. Tatad eksiste tads t € Z,, ka k = t. Lidz ar
to

m _ak _aldeb)k _ ak
b

b B

m ok aft
— = — .

No sejienes

a ab t=a b t
Sy - Y 1d(a,b)
Lidzigi
ab a
b t=b /
> 1d(a, b) 1d(a,b)
jO m € Z+. |
ab
2.29. Sekas. md(a,b) =
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b
Bridinajums. Vispariga gadijuma md(a,b,c) # e
1d(a, b, ¢)
Jaa=2b=3unc=06, tad
2-3-6 abc
md(a, b, c) = md(2,3,6) = 6 # 36 . (ab.0)

24
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3. Pirmskaitli.

Pirmskaitli. Eratosfena siets. Kanoniskais sadalijums.

3.1. Definicija. Veselu pozitivu skaitli a sauc par pirmskaitli, ja ta vie-
nigie dalitagi ir 1 un pats skaitlis a.

3.2. Definicija. Veselu pozitivu skaitli a sauc par saliktu skaitli, ja ta
dalitaju skaits ir lielaks par 2.

3.3. Apgalvojums. Skaitla a mazakais no 1 atskirigais dalitajs ir pirm-
skaitlis.

O Ja g ir mazakais no 1 atskirigais skaitla a dalitajs un ¢ ir salikts skaitlis,
tad
dp(l<p<qgNpNq).
Esam ieguvusi, ka
PN q un q~a.
No Sejienes p \ a. Tatad ¢ nav mazakais no 1 atskirigais skaitla a dalitajs.
Pretruna! m

3.4. Apgalvojums. Salikta skaitla a mazakais no 1 atskirigais dalitajs
nav lielaks par \/a.

O Pienemsim, ka ¢ ir mazakais no 1 atskirigais salikta skaitla a dalitajs,
tad dp (gp = a). Ta ka a ir salikts skaitlis un ¢ ir pirmskaitlis (skatit
ieprieksejo apgalvojumu), tad g # a, tapec p # 1. Jareiz p # 1 un p \ a, tad
p > q, jo q ir mazakais no 1 atskirigais skaitla a dalitajs. No Sejienes

a=qp>qq=q

jeb
Val=a> ¢, t.i., Va>gq =

3.5. Apgalvojums. Pirmskaitju ir bezgala daudz.
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O Ja p1,ps...,p ir visi iespejamie pirmskaitli, tad pirmskaitlis p, kas
dala summu
a<=pip2---pr+1

nesakrit ne ar vienu no skaitliem py,ps ..., pr. Pretéja gadijuma p ~\ 1 (ska-
t1t apgalvojumu 1.3). Pretruna, jo meés pienémam, ka citu pirmskaitlu ka
P1;P2..., Pk Nav. MW

Turpmak visu pirmskaitlu veidoto kopu apzimesim ar burtu P.

Eratosfena siets — algoritms visu pirmskaitlu atrasanai, kas nepar-
sniedz doto skaitli n.
(i) Uzraksta visus skaitlus

2,3,...,n. (6)

Sis virknes (6) pirmais skaitlis 2 ir pirmskaitlis. Virkne (6) atstaj skaitli
2, bet parejos skaitla 2 daudzkartnus izsvitro.

(ii) Induktiwais solis. Pienemsim, ka virkne (6) atrasti pirmie k pirmskaitli
P1,P2, - -, Pp- Virknes (6) pirmais neizsvitrotais skaitlis p, kas atskiras no
visiem skaitliem pq, po, ..., pi, ir pirmskaitlis, jo tas saskana ar konstrukciju
nedalas ne ar vienu no skaitliem pq, po, ..., p.

Virkne (6) atstaj skaitli p, bet parejos skaitla p daudzkartyus izsvitro.

(iii) Algoritmu turpina Iidz atrasts tads pirmskaitlis ¢, ka ¢* > n.

3.6. Sekas. Rikojoties ar Eratosfena sietu induktivaja soly (ii) pirmais
virkne (6) neizsvitrotais no p atskirigais pirmskaitja p daudzkartnis a > p*.

O Pienemsim, ka p~a un p < a < p?. Saskana ar apgalvojumu 3.4 salikta
skaitla a mazakais no 1 atskirigais dalitajs ¢ nav lielaks par y/a. Tatad

dg(1<qg<p A g~a).

Ta ka mazakais no 1 atskirigais skaitla a dalitajs ¢ ir pirmskaitlis (apgalvo-
jums 3.3), tad skaitlis a izsvitrots kada no ieprieksejiem soliem. =

3.7. Sekas. FEratosfena siets korekti sastada pirmskaitju, kas neparsniedz
n, tabulu.

O Pienemsim, ka a ir salikts skaitlis un a < n. Saskana ar apgalvoju-
mu 3.4 ta mazakais dalitajs p nav lielaks par \/a. Tatad a ir pirmskaitla
(apgalvojums 3.3) p daudzkartnis un p < /a.

Jaa < n,tad v/a < +/n, tapec p < y/n. Lidz ar to a izsvitrots no saraksta
(6) ka pirmskaitla p < \/n daudzkartnis. m
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3.8. Apgalvojums. Jaa € Zy unp € P, tad 1d(a,p) = 1 vai art p \ a.
O Ta ka ld(a,p) ~p € P, tad

ld(a,p) =1 vaiart  ld(a,p) =p. =

3.9. Apgalvojums. Jap~ [[a; unp € P, tad
i=1

Jelm p-a;.
O Saskana ar apgalvojumu 3.8
Viel,m | ld(a;,p)=1 vaiart p~a; |

Ja Vi e 1,mld(a,p) =1, tad nemot vera apgalvojumu 2.24 secinams:

ld(ﬁ a;,p) = 1.
i=1

Pretruna! Tatad kaut viens a; dalas ar p. m

3.10. Apgalvojums. Katrs vesels skaitlis, kas lielaks par 1, ir vai nu
pirmskaitlis, vai ari (ar precizitati lidz reizinataju secibai) viena vieniga veida
sadalas pirmskaitju reizinajuma.

O Jaaé€Z, un a > 1, tad ar p; apziméjot no 1 atskirigo mazako skaitla
a dalitaju, kas saskana ar apgalvojumu 3.3 ir pirmskaitlis, iegtist a = pya;.
Ja a; > 1, tad ar p, apzimejot no 1 atskirigo mazako skaitla a, dalitaju,
iegﬁst ayp = P2as.
So procediiru turpina lidz ieglist a, = 1. Skaitla n eksistenci garante
fakts, ka
a>a;>as > ...

ir dilstosa naturalo skaitlu virkne, un tapec ta nevar saturet vairak par a
locekliem, t.i., n < a.
Ta rezultata
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a = pin
a1 = Paaz
Gy = Pps3as
Gp—2 = Pn-10n-1
An-1 = DPn
aa1as ...0n = (plal)(p2a2)(psa3) - (pn—lan—l)pn
a = p1p2 e pn

Tagad pieversisimies unitatei. Ja pienem, ka

a=aq1q2...4k,

kur visi ¢; ir pirmskaitli, tad

PiD2---Pn = QG2 .-Gk - (7)

Taka ¢1 ~ q1q2 - - - qx, tad g1 ~ p1p2...p,. Tas nozime (skatit apgalvojumu
3.9), ka eksiste vismaz viens tads p;, ka ¢; \ p;. Ta ka reizinataju seciba
nav svariga, tad var pienemt, ka tiesi p; dalas ar ¢;. Nemot vera, ka p; ir
pirmskaitlis, secinams: p; dalas ar 1, vai arT ar p;, un tikai ar Siem skaitliem;
tapec ¢ = p;. Vienadibas (7) abas puses saisinot ar p; = ¢ iegust

P2...Pn=Gq2...4k.

So procediru var turpinat lidz kada no vienadibas (7) pusem vairs nebus
reizinataju atskirigu no 1. Konkrétibas labad var pienemt, ka n < k, tad

1= qn+19n+2 - - - Gk - (8>

Ta ka vienadiba (8) nevar but speka, ja kaut vienam j € n+ 1,k ¢; > 1, tad
tas nozime, ka n = k.

Lidz ar to pieradits, ka ¢1qs ... g ar precizitati Iidz reizinataju secibai ir
ta pati izteiksme p1py...p,. =

3.11. Definicija. Katru pirmskaitli p, kas dala skaitli a sauc par skait|a
a pirmreizinataju.
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3.12. Definicija. Reizinajumu pips ... pn, Sauc par skaitja a sadalijumu
pirrmreizinatajos, ja

Viclnp, €P A a=pps...pn.

3.13. Definicija. Reizinajumu p{'p3*...poSm, sauc par skaitla a kano-
nisko sadalijumu, ja

VielnpeP ANae€Zy N Vjeln(i#j=p#p;)
A a=pi'py? .. pom.

3.14. Apgalvojums. Katram veselamskaitlim, kas lielaks par 1, (ar pre-
cizitati lidz reizinataju secibai) eksisté viens vienigs kanoniskais sadalijums.

O Saskana ar apgalvojumu 3.10 skaitlim a ar precizitati lidz reizinataju
secibai eksiste viens vienigs sadalijums pirmreizinatajos

a=qqo...qm- (9)
Apzimejot ar pi,pa,...,p, dazados skaitla a pirmreizinatajus un ar
aq,qy ..., o, — skaitu, cik katrs no reizinatajiem ieiet vienadiba (9), iegust

a1, 0 (%
a=p; Py ...p," .

Jaa =1l .Tf’“ ir skaitla a kanoniskais sadalijums, tad

a="Triry...rnra’rg ... T2 . .. TETE ... Tk (10)
—— e ——— N—_——
1 reizes B2 reizes B reizes

taju secibai ir viens vienigs, tad tas nozime, ka

{T17T27"’)Tk} - {plap2"'7pn}

Nemot vera, ka visi r; ir dazadi, tapat ar1 visi p; ir dazadi, secinams: k = n.

Ta ka elementu r; seciba gan pieraksta (10), gan pieraksta {ry,rs,..., 7} nav
svariga, tad var pienemt, ka ry = py,ro = po, ..., 1, = pn. Velreiz atsaucoties
uz apgalvojumu 3.10 tagad secinams, ka 31 = a1, 82 = aa, ..., 3, = ay,. Lidz

ar to esam pieradijusi, ka skaitlim a (ar precizitati lidz reizinataju secibai)
eksiste viens vienigs kanoniskais sadalijums. =
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3.15. Piemers. Skaitja 130931 kanoniskais sadalijums:

130931 = 311 - 421.

3.16. Apgalvojums. Ja a = pi"p5?...p%" ir skaitla a kanoniskais sa-
dalijums, tad jebkurs skaitja a dalitajs

d=plp> . pP (11)

kur
0<6 <a,0< B < g,...,0<8, <ay,

O = Ja d\ a, tad eksite tads vesels skaitlis ¢, ka a = dgq. Tatad visi
skaitla d pirmreizinataji ieiet skaitla d kanoniskaja sadalijuma ar pakapi ne
lielaku, ka tie ieiet skaitla a kanoniskaja sadalijuma. Tapec d ir izskata (11).

< Ja d ir izskata (11), tad d \ a, jo

a:d=p Py pmbh ez, m

3.17. Piemers. Skaitja 60 = 2% -3 -5 dalitaji ir
1,2,3,4,5,6,10,12, 15,20, 30, 60.

3.18. Apgalvojums. Id(ay,as, ..., a,) =[] p",
kur p; ir skaitju aq,as. ..., a, kopigais pirmreizinatajs; «; ir mazaka pakape
ar kadu p; veiet skaitju aq, as. . .., a, kanoniskajos sadalijumos.

0O Ja Vj (d\ a;), tad Vj3g; (a; = dg;). Tas nozime, ka jebkurs skaitla d
pirmreizinatajs p; ir ar1 katra skaitla a; pirmreizinatajs; tapec p; ieiet skaitla
d kanoniskaja sadalijuma ar pakapi, kas neparsniedz mazako no pakapem ar
kadam p; ieiet skaitlu a; kanoniskajos sadalijumos.

No otras puses, ja:

(i) jebkurs skaitla d pirmreizinatajs p; ir ar1 katra skaitla a; pirmreizinatajs;

(ii) skaitlis p; ieiet skaitla d kanoniskaja sadalijjuma ar pakapi «;, kas
neparsniedz mazako no pakapem ar kadu p; ieiet visu skaitlu a; kanoniskajos
sadalfjumos, tad Vj (d \ a;).

Tatad nosacfjumi (i) un (ii) ir nepiecieSami un pietickami, lai d butu
skaitlu aq, as, ..., a, kopigais dalitajs.

Pats lielakais no skaitliem d ir tas, kura kanoniskaja sadalijuma katrs p;
ieiet ar vislielako pakapi, proti, pakapi, kas ir vienada ar mazako no pakapem
ar kadam p; ieiet skaitlu a; kanoniskajos sadalijumos. m
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3.19. Apgalvojums. Skaitjlu ay,as,...,a, kopigo dalitaju kopa
D(ay,asg, ..., a,) sakrit ar skaitla 1d(ay, as, . . ., a,) dalitaju kopu.

O Japarada, ka

{d|VjeTn(d~a)} = {6]6~1d(apaz ... a)},

proti,
D(ay,aq,...,a,) = D(1d(ay, az, ..., a,)).
TakaVje1l,n ld(ay,as,...,a,) \ a;, tad saskana ar apgalvojumu 1.2
{66~ 1d(ay,as,...,a,)} C{d|Vjel,n(d~\a;)},
£

D(ld(ay,as,...,a,)) € D(ay,as,...,a,).

No otras puses, ja Vj € 1,n (d \ a;), tad Vj3g; (a; = dg;). Tas nozime,
ka jebkurs skaitla d pirmreizinatajs p; ir ar1 katra skaitla a; pirmreizinatajs;
tapec p; ieiet skaitla d kanoniskaja sadalijuma ar pakapi, kas neparsniedz
mazako no pakapem ar kadam p; ieiet skaitlu a; kanoniskajos sadalijumos.

Saskana ar apgalvojumu 3.18 skaitla 1d(aq, as, ..., a,) kanoniskais sada-
ljjums

ld(ay,a,...,a,) = pypy? ... pek
satur pirmreizinataju p; ar pakapi «;, kas ir tiesi vienada ar mazako no
pakapem ar kadu p; ieiet skaitlu aq, as, . . ., a,, kanoniskajos sadalijumos. Lidz
ar to, ja
d=p'p’ ;"
tad Vi 3; < ;. Tatad
{d|Vjel,n(d~a;)} C{0|d~1d(ay,as,...,a,)},

ti.,
D(ay,aq,...,a,) € D(1d(ay,az,...,a,)).

Visu savelkot kopa tagad varam secinat, ka

D(ay,as,...,a,) = D(1d(ay,as,...,a,)). =
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3.20. Piemers.

6791400 = 23-3>.52.7%.11,
178500 = 22.3.5%.7.17,
27720 = 23.32.5.7-11.

No sejienes
1d(6 791 400, 178 500,27 720) = 2*-3-5-7 = 420.
3.21. Apgalvojums. Jald(a,b) =1 una~c, b~ ¢, tad ab\ c.

O Saskana ar doto a \ ¢, tapec 3d (¢ = ad). Tagad atsaucoties uz
apgalvojumu 2.23 secinams: b ~\ d. Tatad 39 (d = bd). Lidz ar to

¢ =ad = a(bd) = (ab)d,
kas ar1 parada, ka ab~ c. m

3.22. Apgalvojums. Skaitju ai,as, ..., a, mazakais kopigais dalamais

md(ay, ag, ..., a,) = pr”,
i

kur
pi — pirmreizinatajs vismaz vienam no skaitliem a;;
a; — maksimala pakape ar kadu p; ieiet skaitju a; kanoniskajos sadalijumos.

O Ja m ir skaitlu ai,as,...,a, dalamais, tad Vj3g; (m = a;q;). Tas
parada, ka jebkura skaitla a; pirmreizinatajs p; ir skaitla m dalitajs. Sim
dalitajam p; skaitla m kanoniskaja sadalijuma jaieiet ar pakapi a; ne mazaku
par maksimalo no pakapem ar kadu p; ieiet skaitlu a; kanoniskajos sadalijumos
(apgalvojums 3.16).

No otras puses, ja:

(i) jebkura skaitla a; pirmreizinatajs p; ir arT skaitla m pirmreizinatajs;

(ii) skaitlis p; skaitla m kanoniskaja sadalijjuma ieiet ar pakapi «; ne
mazaku par maksimalo no pakapem ar kadam p; ieiet skaitlu a; kanoniskajos
sadalijumos, tad m ir skaitlu aq, ao, ..., a, kopigais dalamais.

Tatad nosactjumi (i) un (ii) ir nepiecieSami un pietiekami, lai m butu
skaitlu aq, as, ..., a, kopigais dalamais.

Pats mazakais no skaitliem m ir tas, kura kanoniskaja sadalijuma katrs
skaitlu a; pirmreizinatajs p; ieiet ar pakapi o, kas ir tiesi vienada ar mak-
simalo no pakapem ar kadam p; ieiet skaitlu a; kanoniskajos sadalijumos. m
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3.23. Vingrinajums. Ja ld(a,b) =1, tad
Vm € NVn € N1d(a™,b") =1.
O Skatit apgalvojumu 2.24 =

3.24. Apgalvojums. Ja ai,as,...,a, ir savstarpeji pirmskaitli, tad So
skaitju mazakais kopigais dalamais

md(a,as,...,a,) = aras...a,.
O (i) Vispirms paradisim, ka
Vk € 1,n md(ay,as,...,a,) = ajas . .. agdy .

Pieradijums induktivs pa k.

Indukcijas baze: ta ka a; ~ md(aq,as,...,a,), tad eksiste tads di, ka
md(ay, as,...,a,) = ayd;.
Induktiva pareja: piepemsim, ka md(ay,as,...,a,) = ajay. .. ag_1dg_1.

Saskana ar 2.24
ld(aas ... ag_1,ar) = 1.

Ta ka ar, ~ md(ajas...a,) = ajas...ap_1dp_1 un ld(ajay ... ap_1,a;) = 1
(apgalvojums 2.24), tad ax \ di (apgalvojums 2.23). No Sejienes, eksiste tads
dy, ka dy_; = ad,. Tatad

md(ay, az,...,a,) = a1as ... ap_1axdy .

Lidz ar to veikta induktiva pareja.
(ii) Mes tikko pieradijam, ka

md(ay, az,...,a,) = a1as...a,d, > ajas ... a,.
Tagad nemam vera, ka Vi (a; \ ajas . ..a,), tapec
md(ay, az,...,a,) < ajas...a,.
Tikko konstatéetas nevienadibas lauj secinat, ka

md(a,as,...,a,) = aaz...a,. "
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3.25. Teorema. Skaitju ay,as,...,a, kopigo dalamo kopa sakrit ar so
skaitju mazaka kopiga dalamam daudzkartnu kopu.

O Ja m ir skaitlu aq, as, . . ., a, kopigais dalamais, tad Vi (a; ~ m). Tatad
katram a; eksiste tads ¢;, ka m = a;q;. Tas parada, ka katra skaitla a;
jebkurs pirmreizinatajs p; ir skaitla m dalitajs. Sim dalttajam p; skaitla m
kanoniskaja sadalijuma jaieiet ar pakapi (; ne mazaku par maksimalo no
pakapem ar kadam p; ieiet skaitlu a; kanoniskajos sadalijumos. Tas nozime,

ka
m=d[[p,
j

kur p; ir pirmreizinatajs vismaz vienam no skaitliem a;, savukart 3; ir pakape,
kas nav mazaka par maksimalo no pakapem ar kadam p; ieiet skaitlu a;
kanoniskajos sadalijumos.

Saskana ar apgalvojumu 3.22

md(ay, ag, ..., a,) = Hp?j :
J

kur

pj — pirmreizinatajs vismaz vienam no skaitliem a;;

a; — maksimala pakape ar kadu p; ieiet skaitlu a; kanoniskajos sadalijumos.
Tatad Vj o; < 3. No Sejienes

m : md(ay,as, ..., a,) = defj_aj €Z,.
J

Lidz ar to md(ay, ag, ..., a,)~m, t.i., m ir md(ay, as, . . ., a,) daudzkartnis. m
3.26. Piemers. Skaitju

1800 = 2%.3%.52,
3 780 22.33.5.7,
8910 = 2-3*.5.11

mazakais kopigais dalamais ir skaitlis

md(1 800, 3 780,8 910) = 2% -3*.5%. 711 = 1 247 400.
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4. Kezu dalas.

Kezu dalas. Eilera algoritms. Rekurences vienadojumi.

4.1. Definicija. Vektoru pari(q1,qs,-..,qn), (61,02, ...,0,) sauc par ga-
ligu kezu dalu, ja:

(i) Vi > 1¢; > 0;

(ii)

1
g2 +
g3+
1
+ I
¢i-1+ —
¢; sauc par i—to nepilno dalyjumu;
0; sauc par i—to tuvinajuma dalu.
Galigas kezu dalas apzimesanai lieto pierakstu [q1; qa, . - ., ¢,]. Galigu kézu
dalu [q1; o, - .-, qn] sauc par skaitla a € R reprezentaciju, ja « = 6,. Sai
gadijuma mes ar1 teiksim, ka kezu dala [¢1; qo, . . ., ¢, reprezente skaitli .

4.2. Definicija. Virknpu pari (¢;)icz,, (6:)icz, sauc par bezgaligu kéZu
dalu, ja katram i vektoru paris (qi,q2,-..,q;), (01,09,...,0;) ir galiga kezu
dala.

Bezgaligas kezu dalas apzimesanai lieto pierakstu [g1; ¢a, - .., qn, - . .|. Bez-
galigu kezu dalu [¢1;qa, - -, Gn, - - -] sauc par skaitla o € R reprezentaciju, ja
a = lim §,. Sai gadijuma mes arT teiksim, ka kezu dala [g1;q2,. .., Gn, - -]

reprezente skaitli a.

Eilera algoritms. Dots reals skaitlis a.

Algoritma sakums. Defingjam a; = « Aprekinam ¢; = |aq].
(i) Ja {an} = 0, tad algoritms beidz darbu;

1
{ar}’
darbu saskana ar induktivo soli.
Induktivais solis. Dots reals skaitlis a,,. Aprekinam ¢, = |, ].
(i) Ja {a,,} =0, tad algoritms beidz darbu;

(i) ja {a1} # 0, tad aprekinam oy = un talak algoritms turpina
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1

{an}’
darbu saskana ar induktivo soli.
Ta rezultata katram realam skaitlim « Eilera algoritms, ja tas ir beidzis
darbu, tad ir uzgenerejis divas galigas virknes:

(ii) ja {an} # 0, tad aprekinam ;1 = un talak algoritms turpina

q1,492; - - -, qn;
A, 09, ...,0,.

Preteja gadijuma Eilera algoritms genere divas bezgaligas virknes:

41,492, ---54n; - - -
A1, 09,...,0,,...

Atzimesim, ka Eilera algoritms var ari nebut algoritms §1 varda preciza
nozime, piemeram, ja skaitlis o nav efektivi uzdots.

4.3. Apgalvojums. Ja q; skaitlim o« generéti saskana ar Filera algorit-
mu un {a,} # 0, tad
[QIv q2;---54n, anJrl]

i skaitja o reprezentacija.

O Pieradijums induktivs pa n.
1

{aa}

Indukcijas baze. Piegpemsim, ka {an} # 0, tad ¢1 = |1 un ap =

No sejienes kezu dalai [¢1; ap] tuvinajuma dala
1
52:CI1+Q—= L] +{a} = =a.
2

Induktiva pareja. Pienemsim, ka {a,,} # 0, tad arT {«,,_1} # 0. Saskana
ar indukcijas pienemumu kezu dalas [q1;qo, - . ., gn_1, @] tuvinajuma dala

1
a1+

Qo +
q3+

qn—1 + —

n



4. KEZU DALAS. 37

Mums japarada, ka

Q1+ 1 =q«.
g2 +

q3+

+

n—1 + —1
qn +

Qpyq

Nemot vera induktivo pieneémumu, tas nozime, ka mums pietiek pieradit

vienadibu «,, = ¢, + )
Opi1

1
{an}

Saskana ar Eilera algoritmu ¢, = |a,,| un a,41 = . No Sejienes

qn +

Ot = lan] +{an} = an.

Lidz ar to veikta induktiva pareja. m
4.4. Apgalvojums. Ja q; skaitlim o jeneréti saskana ar Eilera algorit-
mu un {a,} =0, tad
[q15G2, - - -+ ]

i skaitja o reprezentacija.

O Ja reiz {a,} =0, tad {a,—1} # 0. Saskana ar apgalvojumu 4.3

1 —
Q1+ 1 =«.

Q2 +

q3+

Gn—1 + —

n

Tagad pieversanies Eilera algoritmam:

G = o] = o] +0 = |a,] +{a,} = a,.
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Tatad
1
q2 +
g3+
1
+ I
qn—1 + —
B 1
= Q1+ B I
q2
g3+
1
T
qn—1 + —
Tas arl nozime, ka kezu dala [q1; go, - - . , o] reprezente skaitli . m
4.5. Apgalvojums. Piepemsim, ka a € Q.
T
(i) Izvelas rog € Z un 11 € Zy ta, laild(rg,m1) =1 un a = —.
(&
(i) Skaitlu parim ro,ry pielieto Eiklida algoritmu:
ro = riq; + 72, 0<ry <71y
T = Toqy + T3, 0 <173 < ro;
Tio1 = Tig; + Tig1, 0 <rip1 <ri
Tng = Tn1Gy_y + 7o, 0< 7y < Ty
Tn—1 = an;z + T'n+1, 0= Tyl < Tn.

Ja q; skaitlim « generéti saskana ar Eilera algoritmu, tad ¥i (¢} = q;) un
{an} =0.

O Pienemsim, ka saskana ar Eilera algoritmu ieguti skaitli

41,92, -Gk, - - -
1,09, ... ,0k,...
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Sobrid més nezinam, vai §s virknes ir galigas, vai bezgaligas, tapec pa-
gaidam So faktu nefiksesim.

Talakais pieradijums induktivs.

Indukcijas baze.

7’0:7’1(]/1+TQ un 0§7’2<T1.
Saskana ar ry izveli ry # 0, tapec

To

T
/

¢+ .
1 T1

r
Téka—oza:alun0§r2<rl,tad
™

’
lag] = q4 un {1} = 2
1

Lidz ar to ¢§ = ¢; un {ay} = 0 < ry = 0. Tas nozime, ka Eilera algoritms
Sai bridi beidz darbu tad un tikai tad, ja Eiklida algoritms beidz darbu.
Indukcijas solis. Més pienemam, ka

GO =00 =0 q 1 = Gi-1;

To 1

ri—2
] = —,0g = —,...,04_1 = ;
1 T Tri—1
T2 T3 T;
{Oél}:_,{062}:_,'--,{041'_1}: .
T T

i1

un {a;_1} = 0 < r; = 0, proti, mes pienemam, ka Eilera algoritms 8ai bridi
beidz darbu tad un tikai tad, ja Eiklida algoritms beidz darbu.
Saskana ar Eiklida algoritmu

/
ri_lzriqi—i—riﬂ un 0§T¢+1<7”i.

Ta ka r; # 0, tad

Tri—1 Tit1

!
=q;+
T T
un

Ti—1 1

_— = — = ;.
T {%‘-1} '
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Ta rezultata

T
lai| = ¢ un {o;}) = L

T
Tas lauj secinat, ka ¢} = ¢; un {o;} = 0 < 1,47 = 0 . Tas nozime, ka Eilera
algoritms Sai bridi beidz darbu tad un tikai tad, ja Eiklida algoritms beidz
darbu. Lidz ar to pilniba veikta induktiva pareja. m

4.6. Teorema. Filera algoritms skaitlim o beidz darbu galiga soju skaita
tad un tikai tad, ja o € Q.

O = Ja Eilera algoritms beidz darbu galiga solu skaita, tad eksiste tads
a,, ka {a,} = 0. Saskana ar apgalvojumu 4.4 kezu dala [¢1; e, ..., ¢, ir
skaitla a reprezentacija, proti,

g2 +

q3+

1
1
dn—1 + —

n

_|_

< Ja a € Q, tad saskana ar apgalvojumu 4.5 Eilera algoritmu var reducet
uz Eiklida algoritmu. Ta ka Eiklida algoritms beidz darbu galiga solu skaita,
tad arl Eilera algoritms beidz darbu galiga solu skaita. m

Rekurences virknes. Katrai realo skaitlu virknei (gn)nez, definésim
ViI’kI}U parl (Pn)n€N7 (Qn)nGN:
PB+=1 P+ q, Po+ gL+ Phs;
Qo=0, Qh1r=1 Qn+= ¢uln1+Qn2.

4.7. Definicija. Virknes (P,), (Q.) sauc par virknes (q,) rekurences
virknem.

4.8. Lemma. Pienemsim, ka (P,), (Q,) ir virknes (g,) rekurences virk-
nes, bet (P.), (Q.,) ir virknes (q.,) rekurences virknes. Ja q}, = ¢n+1, tad

Pn+1 = Q/n_’_QIPr/“
Qn-i-l = Prlz‘
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O Pieradijums induktivs pa n.

Indukcijas baze.

(i) Saskana ar virkpu (

tapec

Savukart

Q1=1 un PFP;=1,

(ii) Saskana ar virkpu (

tapec
Savukart
tapec Pll = QQ.
Induktiva pareja.
Pn+1
Qn+1

4.9. Lemma. Katrai kézu dalai [q1; gz, - - -

Qo+ aPy=q="r.

tapec P

@q +1;

I+ aq1q2,

QL+ qP =P

Q2 = Q1+ Qo

Qn+1Pn+Pn 1

Py

= (g2
= (q2,

P,),(Q,) un (P),(Q.) definiciju
Pi=q; Pb=1 un Q;=0,

:Q1~
P,),(Qn) un (P)),(Q;,) definiciju
Py =qP +F
Q/1+QIP1

Qn+1(Q;L—1 + QIP, 1)+ Qn 9 Q1Pn 2

qqlz(Q/ gt alP

1) + @,

ann 1+ Qn 2 + (h(an/

Qn+q1 n7

Gnt1Qn + Qn—1
Pl 5 — Pl

4Py

b,

by = "

Qn

7Qn7“

ot al,

+ P, )

| twvinajuma daja
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O Pieradijums induktivs pa n.
Indukcijas baze.

5y = gy = T
1= = — = =

I
Induktiva pareja.

Pienemsim, ka jebkurai kezu dalai §, = —

n
/

P
45 dhy -4, .. ] ir speka vienadiba ¢/, = —*

42

Tatad art kezu dalai

Q
Izvelamies ¢, = @g;+1. Sai situacija
1
Ony1 = @1+ 1
Qo +
q3+
1
T 1
qn +
Qn+1
B 1
gt
1
_'_
qul +—
1
= ¢+ 5

Q, _ ab+0Q, b5
h+— =75 =~ -

P! P! Qn
Pedgja vienadiba iegiita balstoties uz lemmu 4.8 m

105
4.10. Piemers. Skaitja o = 35 wzvirzijums kezu dala.

Risinajums. Izmantojam Eiklida algoritmu:
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105 :38=2
- 76
38 :29 =1
- 29
29 9 =3
- 27
9 :2 =4
- 8
2 1 =2
Tagad varam sastadit tabulu:
i 211 3| 4 2

P 1231147105
O, lol1 1] 417 38

105
Ta rezultata kezu dala [2; 1,3, 4, 2] reprezente skaitli ETR

4.11. Apgalvojums. Ja
(i) [q1;G2,- -+, qn, - -] ir kéZu dala;
(ii) 6, — n—ta tuwvinajuma daja;
(iii) (P), (Qn) — $is kezu dalas rekurences virknes, tad

(i) PuQn-1— QuPry = (—1)",

=t

O (i) Pieradijums induktivs pa n.
Indukcijas baze.
PiQo— 1k = 1'0—1‘1:(_1)1;
PQ1 — Qa1 = (
= (an+1)—(g2-1+0)q
1= (-1)".

Induktiva pareja.

P+ F) -1 — (@1 + Qo)o

43
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(GnPr-1+ Pr2)Qn-1 — (@uQn-1 + Qn2) P
= @u(Po1Qn-1 — Qn-1P1)
P oQn 1 — QnoPy
_(Pn—lQn—Z - Qn—lpn—Z)
(= )

Pnanl - annfl

_I_

(i)
. & . Pn—l
571 - 571*1 B Qn Qn—l
_ PnQn—l - QnPn—l _ (_1)71 -
Qn@nfl Qnanl .

s ns Q1] 11 skaitla a reprezentacija

4.12. Apgalvojums. Ja [q1; ¢, ...
kezu dala ar Eilera algoritmu, tad
i) (selin=>Qu1<Qs) N (2<s<n= Q1 <Qy),
i) se€2n=0,1<a<ds V d1>a>0,

1
(iii) 1<s§n:>|a—5s|<(8_1>2.

O (i) Pieradijums induktivs pa s.
Indukcijas baze.
Q=0 Q1=102=¢-1+0=>21=0Q,
Q3 =q@Q2+ Q1> Qo+ Q1> Q2.

Induktiva pareja.

Qs - qus—l + Q8—2 > Qs—l + Qs—? > Qs—l .
(ii) Apskatisim kezu dalu [q1;q, - .., s, s41], un atbilstosas rekurencu
virknes (P), (QF). Atzimesim, ja i < s, tad

Pis:]Din:/Pi un Qf:Q?:/Qz

No Sejienes
Py g1 Ps + Py
o = 5 =
Qs+1 Oéerle + stl
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un

CV.erlps + Psfl _ E

a5+1Qs + Qs—l Qs

(as+1Ps + Ps—l)Qs - Ps(as—HQs + Qs—l)
(as+1QS + stl)Qs

as+1Pst + Ps—le - as—l-lPst - Pst—l
(a8+1Qs + stl)Qs

_<P5Q5_1 - QSPS—I)

(as—i-le + Qs—l)Qs

_ _(_1)5 _ (_1)8_1 (12)
(as-‘rle + Qs—l)@s (as-i-le + Qs—l)@s ‘

Ta ka

tad

(as-l-le + Qs—l)Qs > Qg > 0 . (13)
Tatad o — s = (—1)*"ta,, kur a, > 0. Tas nozime, ka

(—0s>0 AN a—0s1<0) V (a—06s<0 AN a—d51>0),
0 < ¥ <d5_1 V 01 < <.
(iii) Nemot vera (12) un (13)

1
o — 6] < =

Q:
Savukart no (i) izriet, ka
QS>Q571>"'>Q2217

t.i., Q, > s — 1. Tatad

1
(s —1)%

la —d] <
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4.13. Teorema. Ja bezgaliga kézu dala [q1; o, - - - Gn, - - -] Skaitlim « ¢ Q
requta ar Eilera algoritmu, tad $i kezZu dala reprezente skaitl .

- 1
lim o — 6] < lim — = 0.
s—>oo‘ ‘ T s—o00 (5 — 1)2
Tatad lim 0, = . =
Pasaulslavena probléema. Pienemsim, ka [q1;¢2,...,qpn,...] skaitlim

V/2 iegiita ar Eilera algoritmu. Vai virkne (g,) ir ierobezota?
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5. Funkcijas.

Popularakas skaitlu teorija lietotas funkcijas. Multiplikativas funkcijas. Mebiusa
un Eilera funkcijas.

5.1. Apgalvojums. Kapinatajs ar kadu dotais pirmskaitlis p ieiet skaitja
n! kanoniskaja sadalijuma ir vienads ar

ERENE

O Vispirms atzimesim, ka rinda (14) isteniba ir galiga summa, jo
n

{—J = 0 tiklidz n < p™. Ja
pm

p<2p<...<kp<n<(k+1)p,
tad n
k< —-—<k+1.
p

n
No Sejienes k = {—J Tatad ir tiesi k£ tadu skaitlu starp 1 un n, kas dalas
p
ar p. Lidzigi, ir tiesi L%J tadu skaitlu starp 1 un n, kas dalas p*. Vispariga
p

n
gadijuma tas nozime, ka ir tiesi L_SJ tadu skaitlu starp 1 un n, kas dalas ar
p

S

P
Takan!=1-2-...-n, tad katram a € 1,n jaatrod tads m, ka

pm\a/\pmﬁl)(a;

un summaciju javeic pa visiem a € 1,n, t.i., jaatrod
n
E max{m |p™ \ a}.
a=1

Ja
1<a<n Ap"~aAp"ia,

tad skaitlis @ summa (14) ieskaitits tiesi m reizes, proti:
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1) a ir starp tiem {EJ skaitliem, kas dalas ar p;
p

n
2) a ir starp tiem L—QJ skaitliem, kas dalas ar p?;
p

n

m) a ir starp tiem {—J skaitliem, kas dalas ar p™;
pm

bet

m+1) a nav starp tiem {

—~ +1J skaitliem, kas dalas ar p™*!.
p

Lidz ar to skaitlis a summa (14) ieskaitits tiesi m reizes; un tads pats
spriedums ir speka par jebkuru skaitli @ € 1,n. Tapéc

St =[3] [5]+[3] -

p2

5.2. Piemers. Kapinatajs ar kadu skaitlis 3 ieiet skaitja 367! kanonis-

kaja sadalijuma ir
367 n 367 n 367 n 367 n 367
3 9 27 81 243

= 122440+ 13+4+1=180.
Multiplikativas funkcijas.
5.3. Definicija. Funkciju
0:72, — C

sauc par multiplikativu funkciju, ja:
(i) Ja 0(a) # 0,
(ll) 1d(a17a2) =1 = 9(@1@2) = 6(@1)0((12).

5.4. Piemers. Vs € C 0(a) = o ir multiplikativa funkcija.
(i) 1°=1+#0;

(ii) (a1a2)® = ajas.

5.5. Apgalvojums. Ja 0 ir multiplikativa funkcija, tad (1) = 1.



5. FUNKCIJAS. 49

O Ta ka 6 ir multiplikativa funkcija, tad eksiste tads a, ka 6(a) # 0.
O(a) =0(a-1) =0(a)d(1) .
No Sejienes pec saisinasanas ar f(a) iegustam 1 = 60(1). =

5.6. Apgalvojums. Ja 0 ir multiplikativa funkcija un visiem indeksiem
1,7 1zpildas nosacijums
7 7&@ = ld(ai,aj) =1,

tad

k k
i=1 i=1
O Pieradijums induktivs pa k.

Indukcijas baze.

Saskana ar doto € ir multiplikativa funkcija, tapec

0 (H ai> = 0(a102) = 0(a1)0(az) = [ [ 0(as) .-

Induktiva pareja.

({1e) = (1)) o (1)

(67

5.7. Sekas. Ja 0 ir multiplikativa funkcija un pl'ps® ... .pe* ir skaitla a
kanoniskais sadalijums, tad

0(a) = 0(p"ps” - . ") = 0(p1") 0(p5°) - - O(pi") -
O Sekas no apgalvojuma 5.6 m

5.8. Teorema. Nosacijumi:
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Ho(1) <= 1;
i) Vpe PVYaeZ, Jlcee CH(p®) = ¢

(
(
(i) § # § = pi # py;
k k
(iV)Vk€Z, . VicLLk[p,€P A a; €7, :>9(Hp?i) = [T0(p")]
i=1 i=1
viennozimigi define multiplikativu funkciju 6.

O Nosactjums (i) nodrosina, ka Ja #(a) # 0. Savukart nosacijums
(ii) nodrosina, ka 6 definéta visam pirmskaitlu pakapem. Ja a nav viena
pirmskaitla pakape, tad a = p{"p3?...pp", kur p{'p3?...pp* ir skaitla a
kanoniskais sadalijums un & > 1. Sai gadijuma funkciju 6 definé nosacijums
(iv). Ta ka katram skaitlim ar precizitati lidz reizinataju secibai eksiste
viens vienigs kanoniskais sadalijums, tad nosacijums (iv) funkciju 6 define
viennozimigi.

Atliek parliecinaties, ka funkcija @ apmierina nosactjumu

ld(ahag) =1 = (9((11@2) = 9(0,1)9(@2) .

Pienemsim, ka

a; = p‘f”p‘iz- DR,
Qa2 = (h Q2 "’q’rﬂln

ir attiecigi skaitlu a; un ay kanoniskie sadalijumi. Ja ld(aq,as) = 1, tad visi
p; atskiras no visiem ¢;. Lidz ar to

a1, o ar B1 B2

P1 D" - -Pr 41 Go QTIBLn

ir skaitla ayas kanoniskais sadalijums. No Sejienes

o1, (2 ag B

O(aras) = 0T pS* ... P qs ... ql")
0(py™)0 ( ). 0(py" )Q(Qfl)e(qg2)---9(qg”)
= 0 ps? .. P )0 45" - )
(a

)()

ST teorema parada, ka multiplikativa funkcija @ ir viennozimigi definéta,
jaVpePVaeZ, ce CH(p*) = c

= 0
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5.9. Piemers. Nosacijums
VpePVaeZy 60 : p*+—2
define multiplikativu funkciju.
Sai gadijuma, ja p{'ps?...pe* ir skaitla a kanoniskais sadalijums, tad

0(a) = 2*. Pirmajiem 12 pozitivajiem naturalajiem skaitliem multiplikativas
funkcijas 6 vertibas ir sadas:

5.10. Apgalvojums. Multiplikativu funkciju reizinajums ir multiplikativa
funkcija.

O Pieradijums induktivs pa k, kur k£ reizinataju skaits.

Indukcijas baze.

Pienemsim, ka 6(a) = 6,(a)f2(a), kur 0,6, ir multiplikativas funkcijas,
tad

Ja ld(ab) = 1, tad

O(ab) = 01(ab)bs(ab)

Induktiva pareja nesatur nekadas jaunas idejas, tapec So pieradijuma dalu
atstajam lasitajam ka vingrinajumu. =

5.11. Teoréma. Ja 0 ir multiplikativa funkcija, a = pi'ps*...pe~ ir
skaitla a kanoniskais sadalijums, tad

S o) =TS0

d~a i=1 j=0
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ko« i A
o Do) = Do D> 6w 0
i=1 j=0 B1 Br=0
= Z O(pl'ps® .. .ok .
0<fi <

Tagad atsaucoties uz apgalvojumu 3.16 secinams, ka

Z O(pl'ps* .. .pRk) = Z@(d) . =
0<fi <o e

5.12. Apgalvojums. Ja pi'ps?...p.~ ir skaitla a kanoniskais sadali-
Jums, tad st skaitja dalitaju skaits

k

7(a) = [J(1 + o).

i=1

O Atceramies (piemers 5.4), ka funkcija 6(a) = @® ir multiplikativa funkci-
ja. Ta ir multiplikativa funkcija ari, ja s = 0. Sai situacija Va 0(a) = a® = 1.
Tagad atsaucoties uz teoremu 5.11 iegistam

ko« k
Y0 =TI> 0w) =T +a).
d~a i=1 57=0 i=1
No otras puses
d Od=) 1=7(a). =

d~a d~a
5.13. Piemers.

7(720) = 7(2*- 3% 5) = (4 + 1)(2+ 1)(1 + 1) = 30.
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5.14. Apgalvojums. Funkcija T ir multiplikativa funkcija, kas pilniba
definejama ar nosacijumu

VpePVYaeZ, 7(p*)=a-+1.
O Nemot vera teoremu 5.8 mums faktiski ir japarbauda tikai §1s teoremas
nosactjums (iv). Saskana ar apgalvojumu 5.12

T(Hpi”) = H(l ta) = HT(pf‘i) . =

(98

5.15. Apgalvojums. Ja p{'p5®...p;
Jums, tad $i skaitla dalitaju summa

i skaitla a kanoniskais sadali-

k a;+1

pi 1

S =117, —
o1 Pi

O Pieradijums kope apgalvojuma 5.12 pieradijjumu. Atceramies (piemers
5.4), ka funkcija #(a) = a® ir multiplikativa funkcija. Ta ir multiplikativa
funkcija ari, ja s = 1. Sai situacija Va 6(a) = o' = a.

Tagad atsaucoties uz teoremu 5.11 ieglistam

Sow = TI o) -1 -T1%

d~a i=1 j=0 i=1 j=0 i=1

> 0d)=> d=5(a). m=

d~a d~a

No otras puses

5.16. Piemers.

2 -1 3-1 52-1
S(720) = S(2*-3%.5) = 1T 3T T 1

32—-1 27—-1 25-1
. . =31-13-6 = 2418.
1 5 1 31-13-6 8

5.17. Apgalvojums. Funkcija S ir multiplikativa funkcija, kas pilniba
definejama ar nosacijumu

pa+1 -1

VpePVYaecZ, Sp*) =
p—1
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O Pieradijums kope apgalvojuma 5.14 pieradijumu. Nemot vera teoremu
5.8 mums faktiski ir japarbauda tikai §1s teoremas nosacijums (iv). Saskana
ar apgalvojumu 5.15

sqT#) Hp@ —=TI56). =

5.18. Definicija. Multiplikativu funkciju
w: Ly — 7
sauc par Mebiusa funkciju, ja

i) VpeP up) = -1
(i) VpePVaecZ, [a>1= up*) = 0.

5.19. Piemers.

p(1) =1, p2)=-1, u@3)=
n(4) =0, u(5)=-1, pu6)=
u(7)=-1, u(8) =0, u(9)=
p(10) =1, p(11) =1, p(12) =

5.20. Sekas. Ja skaitla a = p{*p3?...pe* kanoniskaja sadalijuma kaut
viens kapinatajs o > 1, t.i., ja a dalas ar no skaitja 1 atskirigu kavadratu,
tad p(a) = 0.

O Pienemsim, ka pi'ps?...p.* ir skaitla a kanoniskais sadalijums un
as > 1, kur 0 < s < k, tad

pla) = M(Hp?i)zl_[u(p?i)

=1
k
= HM )=0-[[nr)=0. =
z;és 'Z:éé

5.21. Sekas. Ja skaitla a kanoniskais sadalyjums ir pips . .. pk, tad
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5.22. Teorema. Ja 0 — multiplikativa funkcija un pi*ps? ... pL~ ir skaitla
a kanoniskais sadalijums, tad

k

> u(@od) =] —6m).

d~a i=1

O Vispirms ieverojam, ka funkcija

v(a) = p(a)f(a)

ir multiplikativa funkcija, jo ir multiplikativu funkciju reizinajums (apgalvo-
jums 5.10). Talak balstamies uz teoremu 5.11. Ja pi'ps?...pp* ir skaitla a
kanoniskais sadalijums, tad

> @) =TT v,

Tagad nemam vera Mebiusa funkcijas 1pasibas.

i) VpeP wv(p)=upop =-0p);
(i) VpePVaeZy vp*™)=p@p )o@ ) =0-0p""")=0.

No sejienes

:1 :O v(p}) = ili“ +u(p) = ﬁ(l o).
Tatad
S uad) = Yovid) = o) = f{“ o). m
5.23. Sekas.

~J 0, ja a>1,
dz’u(d){l, ja a=1.

O Nemot teorema 5.22 funkciju # identiski vienadu ar 1 ieglist piera-
dijumu. m
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5.24. Sekas.

k 1

Z#d _ ) A ==), ja a>1,
d - = 7

d~

—
[

ja a=1.

)

1
O Nemot teorema 5.22 funkciju § = a=! = = ieglist pieradijumu. m
a

5.25. Teorema. Ja

(i) (61,02...,0n) € Zy;
(i)  (e1,09,...,¢,) €C;

tad

O Vispirms més nemsim vera sekas 5.23.

Z ¢ 2 Z c; Z p(d) 2 Z Ci Z p(d) = Z Z cip(d)
51'211 5iZ:1 dgiéi d~0; d~J;

Tas nozime, ka tiek parskatiti visi pari (¢, d) un summa tiek ieklauti tikai tie
locekli, kas apmierina nosacijumu d \ ¢;. Tatad

$ = LX) = 3 cald) =33 e
‘ (i,d

doud)Y =) p(d)S,. m

d~0;

5.26. Piemers. Pienpemsim, ka
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(i) (61,62,85) = (1,6,1),
(i) (e1, c2,c3) = (2,3,2),

o7

tad
S=2+42=4,
S1=24342=7, S, =3,
Sy =3, S, =0,
5520, 56:3;

> u(d)Ss = p(1)S1+ u(2)Ss + p(3)Ss + p(4)Ss + 1(5)Ss + 1(6)Ss

d

= 7-3-3+0+0+3=4=S5.

5.27. Definicija. Funkciju ¢ : Z, — Zy sauc par Filera funkciju, ja

pla) = [{reN|z<a A ld(z,a) =1}].

5.28. Piemers.

(1) =1, jo 1d(0,1)=1;

02)=1, jo 1d(1,2)=1,
bet 1d(0,2) = 2;

p(3)=2, jo 1d(1,3)=1d(2,3) =1,
bet 1d(0,3) = 3;

o(4) =2, jo 1d(1,4)=1d(3,4) =1,
bet 1d(0,4) = 3,1d(2,4) = 2;

o(5) =4, jo 1d(1,5)=1d(2,5) = 1d(3,
bet 1d(0,5) = 5;

p(6) =2, jo 1d(1,6)=1d(5,6) =1,
bet 1d(0,6) = 6,1

Qg

5.29. Teorema. Ja p{'p5®...p;,

tad
2 2

i skaitla a kanoniskais sadalijums,

pl@) =a[J0 - ) =TTw - 5.

g i=1

Speciala gadijuma, ja p € P un o € Z,

o(p*) =p* —p*

1
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un
o(p)=p—1.

O Pieradijums balstas uz teoremu 5.25. Izvelamies
(i) (01,02...,64) = (1d(1,a),1d(2,a),...,ld(a —1,a),1d(a,a));
(i) (e1,¢2,...,¢0) = (1,1,...,1),
tad

1 1€Zy Ni<a
o d(i,a) = 1

S S END DU CE DR
i €L, ANj<a jEL, Aj<a
N9, d~1d(j,a) d~j Nd~a

Tagad izanalizesim, kadus skaitlus dala skaitlis d.

j=d = d\j/\Cj:L
j=2d = d~j A c¢=1,

No Sejienes

0, ja dfa;
3 = $0Jadia | _
N s, ja d~a [ ) a
j€Zs N j<a 7 ja d\a.
d~j Nd~a
Saskana ar teoremu 5.25
p(d)

S = Zﬂ(d)SdZZM(d)%:a e
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Visbeidzot atsaucoties uz sekam 5.24 secinams

p(d)
aZT_

d\a

Tatad, ja skaitla a kanoniskais sadalifjums ir pj" p5

pla) =a]](1- %) = pi'py”

i=1 ¢
5.30. Piemeri.

i) 60

(i) 19
©(19)

a

k

1
[[a-=), ja a>1
i=1 pi
1, ja a=1.
e ppk, tad
k 1 k
R (1—f):H(p?i—p?i_l). m
i=1 v i=1
4.15=2%.3-5;
1 1 1
60(1 — =)(1—=)(1— =
( 2)( 3)( 5)
1 2 4
60 == - =16
2 3 5 ’
9.9 =3%

31 -3 =81-27=>54;

pirmskaitlis, tapec
19—-1=18.

5.31. Apgalvojums. FEilera funkcija ¢ ir multiplikativa funkcija, kas

pilniba definejama ar nosacijumu

VpePVYaeZ, o(p*)=p"—p .

1

O Pieradijums kope apgalvojuma 5.14 pieradijumu. Nemot vera teoremu
5.8 mums faktiski ir japarbauda tikai §is teoremas nosacijums (iv). Saskana

ar teoremu 5.29

e[ =110 =pi ) =T e). =

i=1
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5.32. Apgalvojums.
Z o(ld)=a.
d~a
O Ja pi"p3?...pp*
teoremu 5.11

ir skaitla a kanoniskais sadalijums, tad saskana ar

Yoy = TIew) =TT+ >0 -]

k

= [+ i =0+ @ —p)+ @) =)+ + @ — )]
=1
o

k
= pr‘i:p‘flpga...pk =a. =
i=1

5.33. Piemers. Ja a = 12, tad

Y oeld) = o(1)+¢(2) + ¢(3) + ¢(4) + ¢(6) + ¢(12)

1 1
= 14+1+2+42+42+12(1- 7)1~ )

1 2
= 8412 ---=8+4=12.
+12- 52 =8+

Saprotams, ja nemam vera tikko pieradito apgalvojumu 5.32, tad nekadi
aprekini nav vajadzigi.
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6. Kongruences.

Kongruences, to veidotie gredzeni.

6.1. Definicija. Ja (a,b) € Z*>, m € Z, un

a = mt;+q,
b = mtz‘l'(Jz,

t1,to ir attiecigi skaitlu a,m un b, m nepilnie dalijumi,
a1 = q2,

tad skaitjus a un b sauc par kongruentiem pec modula m.

Sai situacija lieto pierakstu

a = b(mod m) ;

un saka: skaitlis a kongruents b pec modula m. Skaitli m sauc par moduli.

6.2. Apgalvojums.

a=bmodm)=m~a—>b.
O = Pienemsim, ka a = b(mod m), tad

a = mt;+q,
b = mt2+QQ,

kur tq,ty ir attiecigi skaitlu a, m un b, m nepilnie dalijumi un
a1 =qz.
No sejienes

a—b = mty+q —mty — @
mty + g2 — mta — g2
= mt1 —mt2 :m(t1 —t2>
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Tas art nozime, ka m ~ a — b, jo t| — ty € Z.
< Pienemsim, ka m ~ a — b un

= mt1+q17
b = th‘I'QQ,

kur ¢, ts ir attiecigi skaitlu a, m un b, m nepilnie dalijumi, tad
a—b = mti+q —miy — ¢
= m(ty —t2) + (@1 — q2) .
Saskana ar doto m ~ a — b, tapec (apgalvojums 1.3) m ~ ¢; — ¢o. Ta ka
t; un ty ir nepilnie dalijumi, tad
0< Q1 <m

—-m < —Q2 <0

-_m< q1— @ <m.

Intervala | — m;m/[ ir tikai viens skaitlis, kas dalas ar m. Tas ir skaitlis 0.
Tatad ¢ — g2 = 0, t.i., g1 = qo. Lidz ar to pieradits, ka a = b(mod m). m

6.3. Apgalvojums.
a=bmodm) < I eZ (a=b+mt).
O = Pienemsim, ka a = b(mod m), tad

mt1+q17
b = mt2+q2a

kur tq,ty ir attiecigi skaitlu a, m un b, m nepilnie dalijumi un

q1 = (2.

No sejienes

a = mi+q =mi + ¢
= miy + g2 +mily — misy
= miy + qo + miy — mis
= b+m(ty —t2)
= b+ mt,
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kurt = t; —ty € Z.
< Pienemsim, ka a = b+ mt, tad a — b = mt. Tas nozime, ka m ~ a — b.
Saskana ar tikko pieradito apgalvojumu 6.2 a = b(mod m). m

Tikko pieraditie apgalvojumi ir ekvivalenti skaitlu a un b kongruences
pec modula m definicijai. Tas nozime, ka katru no Siem apgalvojumiem var
pienemt ari par definiciju skaitlu a un b kongruencei pec modula m.

6.4. Definicija. Piepemsim, ka E ir kopa K visur defineta divvietiga
attieciba. Attiecibu E sauc par:
(i) refleksivu, ja  E(x,x) ~ p;
(ii) simetrisku, ja  E(x,y) ~p= E(y,x) ~ p;
(iii) transitivu, ja  E(z,y) ~p A\ E(y,z) ~p= E(x,z) ~ p.

Kopa K visur definetu attiecibu F sauc par ekvivalences tipa predikatu,
ja ta ir gan refleksiva, gan simetriska, gan transitiva.

6.5. Apgalvojums. Skaitlu a un b kongruence pec moduja m kopa Z ir
ekvivalences tipa predikats.

O Attiecibas = refleksivitate un simetriskums nepastarpinati izriet no

a = b(mod m) un b = c¢(mod m),

tad
dt, € Z (a=b+ mt) un Jty € Z (b= c+ mtsy).
No sejienes
a = b+ mty =c+ mty +miy
= c+m(t1 +t2).
Tatad a = ¢(mod m), t.i., transitivitate ir pieradita.
Lidz ar to paradits, ka skaitlu a un b kongruence pec modula m kopa Z

ir ekvivalences tipa predikats. m
Ja reiz = ir ekvivalences tipa predikats, tad ekvivalences klases

[a] = {b|a = b(mod m)},
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veido kopas Z sadalijumu, proti,

Izmantojot sis ekvivalences klases definejam faktorkopu
Ekvivalences klasi [a] sauc par skaitla a rezidiju.

6.6. Apgalvojums. Ja Vi € 1,n a; = b;(mod m), tad

En:ai = i b;(mod m) .
i=1 i=1

O Saskana ar apgalvojumu 6.3
VZEL_TLEMZEZ aZ:bl—i—tl,
tapec
S u=Yhemdn
i=1 i=1 i=1
Tas demonstre, ka

iai = ibi(mod m). m
i=1 i=1

Tagad atkartosim dazus algebras jedzienus.

6.7. Definicija. Visur definétu attelojumu f : X™ — X sauc par alge-
brisku n—vietigu operaciju.

6.8. Definicija. Kortezu (A, O) sauc par algebru, ja
(i) A — netuksa kopa,

(ii) O ir algebrisku operaciju o; : A*® — A kopa.
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Ja kopa O ir galiga, un nerodas parpratumi, piemeram,
O = {o01,09,...,0,},
tad (A, O) vieta lieto pierakstu
(A 01,09,...,0,).

6.9. Definicija. Algebru (G, o) sauc par grupoidu, ja o ir divvietiga al-
gebriska operacija.

Ka tas parasti pienemts, arT mes Sai situacija, teiksim: kopu G sauc par
grupoidu, ja taja defineta divvietiga operacija G x G = G. Sada izteiksmes
forma ir visparpienemta, ja define algebru.

6.10. Definicija. Grupoidu G sauc par komutativu grupoidu, ja taja
wzpildas aksioma
TY = YT .

Ka parasti sadas situacijas operacijas simbols un universalkvantori netiek
lietoti, bez tam klusu ciesot pienemts, ka (z,y) € G2

6.11. Definicija. Grupoidu G sauc par pusgrupu, ja taja izpildas ak-
sioma
(ry)z = x(yz).

Pusgrupas G elementu A sauc par neitralo elementu, ja visiem kopas G
elementiem x izpildas nosacijums

ANE=2 =2a)\.

Dazkart neitralo elementu sauc par vienibas elementu vai nulli. Pusgrupu ar
neitralo elementu sauc par monoidu.

Monoida elementu y sauc par elementa x dualo elementu, ja xy = A = yx.
Dazkart dualo elementu sauc par apgriezto vai pretejo elementu.

6.12. Definicija. Monoidu G sauc par grupu, ja

Vedy 2y =A=yzx.
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6.13. Apgalvojums. Algebra
(Zm, +),
kur [a] + [b] = [a 4 b], ir komutativa grupa.

O (i) Apgalvojums 6.6 parada, ka saskaitisana kopa Z,, defineta korekti,
proti, ja [a] = [@'] un [b] = [b'], tad [a + b] = [@’ + V'].

Tagad mes parbaudisim visas komutativas grupas aksiomas.

(ii) Operacija + kopa Z,, ir asociativa. Tiesam

[a] + (L] +[c]) = la]+[b+c]=[a+ (b+0)
= [(a4+b)+c]=[a+b+[c]=([a] +[b]) +[c].

(iii) Klase [0] ir neitralais elements. Tie§am
0] +[a] = [0 + a] = [a] = [a + 0] = [a] + [0].
(iv) Elementa [a] pretejais elements ir [—a]. Tiesam
[—a] +la] = [-a+a] =[0] = [a —a] = [a + (—a)] = [a] + [=q].
(v) Operacija + kopa Z,, ir komutativa. Tiesam
[+ b =[a+b=[b+a]=[b]+[a. m

6.14. Apgalvojums. JaVi € 1,n a; = b;(mod m), tad

n n

Hai = Hbi(mod m).

i=1 i=1
O Saskana ar apgalvojumu 6.3
Vieln3dt, €Z a;=b;+t,,
tapec
aray = (b1 + mty)(bs + mts)
= bibg + m(bity + t1by + miqts) .

Tas demonstre, ka a;as = bybe(mod m).
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Talakais pieradijums induktivs pienemot, ka

k k

Hai = Hbi(mod m).

i=1 i=1
k+1 k k k+1
HCLZ' = (H CLi)CLk_H = (H bi)bk—H = H bl . |
i=1 i=1 i=1 i=1

6.15. Apgalvojums. Algebra
<Zm> '>>

kur [a] - [b] = [ab], ir komutativs monoids.

O (i) Apgalvojums 6.14 parada, ka reizinasana kopa Z,, definéta korekti,
proti, ja [a] = [@'] un [b] = [V'], tad [ab] = [a'V'].

Tagad mes parbaudisim visas komutativa monoida aksiomas.

(ii) Operacija - kopa Z,, ir asociativa. Tiesam

lal - ([b] - e]) = la] - [be] = [a(be)]
= [(ab)c] = [ab] - [c] = ([a] - [b]) - [¢] .

(iii) Klase [1] ir neitralais elements. Tiesam

1] [a] = [10] = [a] = [o1] = [a] - [1].
(iv) Operacija - kopa Z,, ir komutativa. Tiesam

[a] - [b] = [ab] = [ba] = [b] - [a] .

Ka tas tradicionali pienemts (ja neradisies parpratumi) mes reizinasanas
zimi - izlaidisim, proti, [a][b] = [a] - [b].

6.16. Definicija. Algebru (A, +,-) sauc par komutativu gredzenu, ja
e taja izpildas aksioma x(y + z) = vy + xz,
o (A, +) ir komutativa grupa,

e (A, ) ir komutativs monoids.
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6.17. Sekas. Algebra
<Zm7 =+, '>7

1 komutativs gredzens.

O Nemot vera apgalvojumus 6.13 un 6.15, vienigais, ko vel mums ir
japierada ir distributivais likums.

[a}((b] +[c]) = lallb+¢] = la(b+¢)]
= [ab+ ac] = [ab] + [ac] = [a][b] + [a][c]. =

6.18. Definicija. Gredzena elementus a un b sauc par nulles dalitajiem,

ja
(i) a # 0 # b;
(i) ab = 0.

6.19. Apgalvojums. Ja a ir gredzena G nulles dalitajs, tad $im ele-
mentam neeksiste apgrieztais elements.

O Pienemsim, ka a ir gredzena G nulles dalitajs, kuram eksiste apgrieztais
elements, proti, da’ € G a'a = 1 = ad’. Ta ka a ir nulles dalitajs, tad
e G (b#0 A ab=0). No Sejienes

b=1b=dab=d0=0.
Pretruna, job# 0. =

6.20. Piemers. Gredzena Zg

Tatad gredzena Zg gan skaitla 2, gan skaitla 3 rezidijs ir nulles dalitajs.
Lidz ar to gredzena Z,, ne vienmer iespejama dalisSana. Nakosais apgalvo-
jums parada, ka dazos gadijumos tomer daliSana ir iesp€jama.

6.21. Apgalvojums. Ja
(i) a=b modm,
(i) d~a A d\b,
(i)  1d(d,m) =1,
tad

mod m .

ISHRS

a
d
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O (i) Saskana ar doto a = b(mod m), tapéc (apgalvojums 6.2) m ~ a — b.
(i) Saskana ar doto d . a A d \ b, tapec

Jda (e = ad) A 36 (b= pd).

No Sejienes
a—b=ad—pd=(a—p)d.
Tatad d ~ a — 0.
(iii) Takald(d,m) = 1 un m~ (a—p)d, tad (apgalvojums 2.23) m~a—pf.
Lidz ar to
a

b
= ﬂ—c—l mod m. =

6.22. Apgalvojums. Ja a = b(mod m), tad ak = bk(mod m).

O Jareiz a = b(mod m), tad m~a—>b. No Sejienes m~ (a—b)k = ak —0bk,
t.i., ak = bk(mod m). =

6.23. Apgalvojums. Ja

(i) a=b modm,
(i) d~a A d~b A d~m,

tad
a_b
d d
O Saskana ar doto d~a A d~ b A d~ m, tapec
Ja(a=ad) A 3B (b=pd) AN I (m = pd),

turklat vel a = b mod m, tadel 3t a = b+ mt. No Sejienes

mod

SE

ad = Bd + pdt .
Ta ka d # 0, tad
a= [+ put,
t.i.,
a=F mod pu
jeb
gzg mod%. |



6. KONGRUENCES. 70

6.24. Lemma. Ja Vi € 1,n (a; ~m), tad md(ay,as, ..., a,) ~ m.
O Pienpemsim, ka skaitlu aq,a9,...,a, mazaka kopiga dalama
md(ay, ag, ..., a,) kanoniskais sadalfjums ir p{'p5*...pp*. Saskana ar ap-

galvojumu 3.22 katram ¢ eksiste tads j, ka p;" \ a;. Ta rezultata pi" ~ m.
Tas lauj secinat, ka skaitla m kanoniskais sadalijums satur reizinataju pf ‘ar
pakapi 3; > «;.

No sejienes

md(ay,as,...,a,) =pi'ps*...pRFNm. =
6.25. Teorema. Ja Vi € 1,n a = b(mod m;), tad
a = b(mod md(my, ma,...,my)).
O Saskana ar doto Vi € 1,n (m; ~\ a — b), tapec (lemma 6.24)
md(mq, ma,...,m,) N a—Db.

No sejienes a = b(mod md(my, ma,...,my,)). ®

6.26. Apgalvojums. Ja

(i) a=b mod m,
(i) d~m,

tad
a=b modd.

O Saskana ar doto m ~. a — b. No Sejienes: ta ka d ~m, tad d~ a — b, t.i,

a=bmodd). m
6.27. Apgalvojums. Ja

(i) a=b mod m,
(i)  d~m,
(iii)  d~b,
tad
d~\a.
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O Saskana ar doto 3t a = b+ mt. No Sejienes: ta ka d ~ m un d \ b, tad
d~a. =m

6.28. Apgalvojums. Ja

a=b modm,

tad
Id(a,m) =1d(b,m) .

O Saskana ar doto 3t a = b+ mt. No Sejienes (sekas 2.12)

ld(a,m) =1d(b,m). m
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7. Pilnas un reducetas atlikumu sistemas.

Pilnas un reducetas atlikumu sistemas. FEilera un Ferma teorema. Publiska
kriptosistéma RSA.

Vispirms atgadinasim divas definicijas no ieprieksejas nodalas.

[a]
Zm

{b| a = b(mod m)},
{l0],[1],...,[m —1]}.

1

1

7.1. Definicija. Skaitli

npel

sauc par rezidija [a] mzako nenegativo atlikumau.
7.2. Definicija. Skaitli

(sgnz) min |z|
z€[a]

sauc par rezidija [a] mazako atlikumu pec absolutas vertibas.

Te sgnx ir signum no x, proti, reala argumenta funkcija

-1, ja <0,
sgnr = 0, ja =0,
1, ja >0.

7.3. Sekas. Jar — rezidija [a] mazakais nenegativais atlikums, bet p —
st pasa rezidija mazakais atlikums pec absolutas vertibas, tad izpildas sadi
nosacyumi:

(i) T<T:>p:7”,

2
(ii) r>%:>p:m—r,
m m o m
(iii) 7"—5:>,0€{5,—5}.
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O Skaitlim r tuvakais negativais rezidija [a] elements ir skaitlis r» — m.
Atliek noskaidrot, kas mazaks: r vai |r —m/|. Tas ar ir skaitlis p.
(i) Jar < %, tad
m m

—m<—-—m=——.
r m 5 m 5

No sejienes |[r —m| > 2. Tatad p = r.
(ii) Ja r > %, tad
.m m
r—-m>-——m=——.
2 2

No Sejienes [r —m| < %. Tatad p = |[r —m|=m —r.
(iil) Jar =3, tad r — &t = =2 tapec p € {F, -} =

7.4. Definicija. Skaitjus x1, o, ..., T, sauc par pilnu atlikumu sistemu
pec modula m, ja elementi x; pieder daZadiem rezidijiem.

7.5. Sekas. Skait]i 0,1,...,m — 1 sastada pilnu atlikumu saistemu pec
moduja m un tie ir mazakie nenegativie atlikumia.

7.6. Sekas. Ja m ir nepara skaitls, tad skaitli

m—1 m—1
- ...,—1.0,1,..., ——
2 ) ) ) ) ) b 2

sastada pilnu atlikumu saistemu pec modula m un tie ir mazakie atlikuma pec
absolutas vertibas.

O Skatit sekas 7.3 m

7.7. Sekas. Ja m ir para skaitlis, tad gan skaitfi

m m
——+1,...,—-1,0,1,..., —
2+7 ? e ) 727
gan
m m
- .., —1,0,1,...,——1
27 Y >y 72

sastada pilnu atlikumu saistému pec modula m un tie ir mazakie atlikumsi pec
absolutas vertibas.

O Skatit sekas 7.3 m
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7.8. Sekas. Ja skaitju x1,xs, ..., 2, vidu nav pec modula m kongruentu
skaitju, tad sie skait]i sastada pilnu atlikumu sistému pec modula m.

7.9. Teorema. Ja ld(a,m)=1,b€ Z un
L1, L2y, Tm
i pilna atlikumu sistema pec modula m, tad ary

Y1, Y2, - -+ s Ym,

kur
Y = ax; + ba

i pilna atlikumu sistema pec modufa m.
O Pienemsim, ka
y; =y; mod m,

tad
ar; +b=azr; +b mod m,

un tapec
ar; = ar; mod m.

Ta ka ld(a, m) = 1, tad nemot vera apgalvojumu 6.21, secinams
T; = ;.
Tas iespejams tikai tad, ja:=7. m
7.10. Apgalvojums. Ja p € P, tad gredzens (Z,,+,-) ir lauks.

O Mes jau zinam (sekas 6.17), ka (Z,, +, -) ir komutativs gredzens. Atliek
paradit, ja [z] # [0], tad eksiste tads y € Z, ka [z][y] = [1].
Ja reiz [z] # [0], tad ld(z,p) = 1. Nemam skaitlus

0,1,...,p—1.

Sie skaitli sastada pilnu atlikumu sistemu péec modula p, tapec (teorema 7.9)
ar1 skaitli
x-0,x-1,z-2,...,x(p—1)

sastada pilnu atlikumu sistemu pec modula p. Tas nozime: eksiste tads y, ka
zy€[l]. m
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7.11. Definicija. Skaitlus
T1,T2,...,Tnp
sauc par reducetu atlikumu sistému pec modula m, ja:

(i)  elementi z; pieder dazadiem rezidijiem,

(i)  1d(x;,m) =1,

(iii)  saraksts x1,29,...,x, ir maksimals péc skaita sada nozime:
ja sarakstam xy, xs, ..., T, pievieno kadu elementu x,1, tad saraksts
T1,L2y -3 Tp, Tpt1

neapmierina vismaz vienu no nosacijumiem (i) vai (ii).

7.12. Apgalvojums. Katra reducéta atlikumu sistéma pec modula m
satur tiesi p(m) elementus.

O Apgalvojums 6.28 lauj secinat, ka elementu x; izvele reducetas atlikumu
sistemas sastadiSanai nav atkariga no konkreta elementa, bet tikai no rezidija.
Tatad sastadot reduceto atlikumu sistemu péec modula m var aprobezoties
ar skaitliem

0,1,...,m—1.

Starp Siem skaitliem ir tiesi ¢(m) elementu, kas apmierina definicijas 7.11
nosacjumu (ii). =

7.13. Sekas. Ja visi skaiti
L1, Ty ..y Ty
ir no dazadiem rezidijiem, n = @(m) un
Viel,n Id(x;,m)=1,

tad sie skaitli
L1, X2, Tn

sastada reducétu atlikumu sistemu pec modula m.
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O Pieradijums nepastarpinati seko no definicijas 7.11 un apgalvojuma
712. m

7.14. Sekas. Kopas
Ly, = { la] [ 1d(a,m) =1 A [a] € Zun}

elementu skaits |Z%,| = o(m).

O Ja x1,x9,...,x, ir reduceta atlikumu sistema pec modula m, tad
{[:Cl]a [%2], R [xn]} g Z:(n
Ta ka saraksts x1, xo, ..., x, pec skaita ir maksimals, tad
{[za], ], . [wn]} = 27,

Saskana ar apgalvojumu 7.12 n = p(m). =
7.15. Teorema. Jald(a,m) =1 un
T1,X2, ., Ty
ir reduceta atlikumu sistema pec modula m, tad ary

Y1,Y25 -« Ym,
kur
Y; = aly,

i reduceta atlikumu sistema pec moduja m.

O Ta ka skaitlu
Y1, 92, - -y Ym
ir tik pat daudz, cik skaitlu

L1, L2y« 5T,

tad (sekas 7.13) atliek parbaudit tikai definicijas 7.11 nosacijumus (i) un (ii).
(i) Ta ka ld(a,m) = 1, tad gemot vera teoremu 7.9, secinams: visi ele-
menti y; pieder dazadiem rezidijiem.
(ii) Tagad mes nemam vera ne tikai nosacijumu ld(a,m) = 1, bet ar1
nosacjumu Vi € 1,n  1d(z;, m) = 1. No Sejienes atsaucoties uz apgalvojumu
2.22, secinams

ld(y;, m) = 1d(az;,m) =1d(z;,m) =1. =
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7.16. Teorema (Eilers). Jam > 1 unld(a,m) =1, tad
a?™ =1 mod m.

O Pienemsim, ka
L1, T2, .-+, Tn,

ir reduceta atlikumu sistema pec modula m, tad
axi, Ao, ..., ATy,
ar1 ir reduceta atlikumu sistéma pec modula m. Ta rezultata
Vidlj x; =ax; mod m.
Ta ka (Zy,, ), kur [a] - [b] = [ab], ir komutativs monoids, tad
a”ﬁ:rj = ﬁax]- = ﬁxz mod m .
i=1 j=1 i=1
Tagad nemam vera, ka Vi € 1,n  1d(z;,m) = 1, tapec (apgalvojums 6.21)
a"=1 modm.
Visbeidzot atzimesim, ka n = p(m). =
7.17. Teorema (Ferma). Jape P unpta € Z,, tad

=1 modyp.

O Eilera teorema izvelamies m = p. Visbeidzot nemam vera, ka ¢(p) =
p—1unld(a,p) =1, jo pta. Ta rezultata

A P=a¢*P =1 modp. =
7.18. Sekas.

VpePVaeZ, d’=a modp.
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O (i) Ja p 1 a, tad saskana ar Ferma teoremu
=1 modyp.
Tagad nemam vera, ka (Z,,,-) ir monoids, tapec
a?=a-a"'=a-1=a modp.
(ii) Ja turpreti p \ a, tad
b € Z (a = bp),
tapec a € [p] = [0]. Bez tam

a” = (bp)" = (bp")p € [p] = [0] -
Tatad a? = 0 = a(modp). =

Publiska kriptosistema RSA. Kriptografija analize legalas un nele-
galas pasaules mijiedarbibu informacijas joma. Mes apskatisim tikai vienu
§1s nozares aspektu, proti, Alise velas nosutit konfidencialu zinojumu Bucim.
Zinojuma stutiSanai vina izmantos e-pastu, tacu Oskars ir profesionals hakeris,
un vins So zinojumu var partvert. Ko darit Alisei un Bucim, ja vini nevelas,
lai Oskars varetu lastt vestules?

Alise ar Buci vienojas par vestulu sifresanu. Tagad Oskars gan spes
partvert sutijumus, tacu negus nekadu labumu no ta (ilustraciju skatit
1. zim.). Turpmakajam mes vienosimies simbolu virkni p;p; ... py saukt par
pamattekstu, cicy . .. c, — par kriptotekstu.

Bridinajums. Mes analizejam tikai situaciju, kad Oskars var lasit zinoju-
mus, tacu nevar aizvietot 1stos zigojumus ar viltus zinojumiem.

ppo---pkz ) C1Cy...Cy p1p2pk:
Sifrésana Desifresana
Nedross kanals

A

Y

Uzbrukums

1.zim. Konfidencialas informacijas sutisana pa nedrosu kanalu.



7. PILNAS UN REDUCETAS ATLIKUMU SISTEMAS. 79

RSA kriptosistemas apraksts. Bucis izvelas divus lielus pirmskaitlus

P un q.

Vins aprekina
m = pg un  @(m).

Dotaja gadijuma ¢(m) = (p — 1)(¢ — 1). Visbeidzot Bucis izvelas pietiekosi
lielu skaitli
e ta, lai Id(p(m),e) = 1.

Ta ka komunikacijas kanals ir nedross, tad Alisei Bucis nosuta tikai skaitlus
m un e. Sie skaitli ir publiska atslega. Skaitli p, ¢ un (m) ir japatur
slepeniba.

Bridinajums. Bucim ir jabut parliecinatam, ka Alise tieSam sanems Sos
skaitlus. Preteja gadijuma jamekle drosaks veids, ka Sos skaitlus nosutit Ali-
sei. Piemeram, Sos skaitlus var publicet kada avize, teiksim, ka sludinajumu
vai reklamas pielikumu.

ST kriptosistema paredz, ka pamatteksts ir veseli nenegativi skaitli. Tatad
Alisei naksies latviesu valoda uzrakstito tekstu

tito ... 1T

parveidot par pamattekstu
pip2 .- Dk -

ArT par 8o proceduru Bucis ar Alisi var vienoties publiskaja telpa, teiksim,
Bucis nosuta Alisei sadu tabulu

L Jofif[2[3[4]5]6]7[8]9[A[B[C[D[EF)

Ojlalalb|lc|c¢|dle|je|flglg|/h|i|T1]]lk
I1/A/A[B|C|C|D|E|E|F|G|G|H|TI|I]|J|K
20 k|l |/]l | m|n|{ng|lo|p|r|s|S|t]|ul|ua|Vv]z
3|K|LILIM|N|N|O|P|R|S|S|T|U|U|V|Z
Az qlx|y|w |t |lQ|#|$|%|&|{] } ]| _-|*]|S§
5012 1Q I XY | W[ ! |, /O I I B ~ [\
610123 [4 567|899 |—|/|+]|=]-

T <> (O LT (x| o [ (10

ar paskaidrojumu:
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— Katru tabulas elementu a;; jaaizstaj ar 7 simbolu virkni

80

1112137172734
saskana ar doto tabulu:
i | = [aniais || g [ = | udagsda | 3 | = | Jijagsia
O~ 000 [|0]+ | 0000 8 | — | 1000
1|+~ | 001 ||1]+~— | 0001 9 | — | 1001
2|~ 010 ||[2|+~—| 0010 | A|~| 1010
3|—| 011 || 3]+~ | 0011 B|+— | 1011
41— | 100 | 4|+~ | 0100 C|~ | 1100
5| 101 || 5]+~ | 0101 D |~ | 1101
6|+—| 110 |6 |— | 0110 E|+— | 1110
7| —| 111 || 7]+~ | 0111 F|—| 1111
Ta burts U jaaizstaj ar virkni 0111101. Vizuali tas izskatas sadi:
U +~ 3D + 0111101.

3D norada, ka U atrodas tabulas rindina ar pazimi 3 un stabina ar pazimi
D. Péc sadas vienoSanas Alise tekstu

tito ... s
parveidos par nullu un vieninieku virkni
thty ...t (15)
Uzskatamibas labad saksim ar tekstu
Buci, es tevi milu! Rit tiksimies Dzeguzkalna. Cau!
Lai nepjuktu, Alise vispirms sastada tabulu
B | 0010010 || v | 0101110 || t | 0100110 1100110 || a | 0000001
u | 0101100 || i | 0001100 1101111 || D | 0010101 1010111
¢ | 0000011 1101111 || ¢t | 0100110 || z | 0101111 1100110
i | 0001100 | m | 0100011 || i | 0001100 || e | 0000110 || C | 0010100
, | 1010110 || 1 | 0001101 || k | 0001111 || g | 0001001 || a | 0000000
1101111 || 1 | 0100001 || s | 0101001 || u | 0101100 || u | 0101100
e | 0000110 || u | 0101100 || i | 0001100 | z | 1000000 || ! | 1010101
s | 0101001 || ! | 1010101 || m | 0100011 | k | 0001111
1101111 1101111 || i | 0001100 || a | 0000000
t | 0101011 | R | 0111000 || e | 0000110 || 1 | 0100001
e [ 0000110 || T | 0001101 || s | 0101001 || n | 0100100
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Konkretaja gadijuma Alise iegust virkni

0010010 0101100 0000011 0001100 1010110 1101111 0000110 0101001
1101111 0101011 0000110 0101110 0001100 1101111 0100011 0001101
0100001 0101100 1010101 1101111 0111000 0001101 0100110 1101111
0100110 0001100 0001111 0101001 0001100 0100011 0001100 0000110
0101001 1100110 0010101 0101111 0000110 0001001 0101100 1000000
0001111 0000000 0100001 0100100 0000001 1010111 1100110 0010100
0000000 0101100 1010101

Tas vel nav pamatteksts.
Lai ieguitu pamattekstu Alise aprekina v < [log, m | un virkni (15) sadala
blokos

plz ~ tly+1t/u+2 - 't/Qm
Pe = t/(kfl)l/+1t/(k71)1/+2 ot

te k=[2].

Saprotams rodas jautajums:

— Ko dartt, ja k < 27

Lai nerastos problemas Alise ar Buci vienojas, ka simbolu | lietos tikai
viena nozime, proti, Sis simbols noradis zinojuma beigas. Tas nozime, ka
Alise, lai nosutitu vestuli ar tekstu

Buci, es tevi milu! Rit tiksimies Dzeguzkalna. Cau!
sutis zinojumu
Buci, es tevi milu! Rit tiksimies Dzeguzkalna. Caulf

Un Alise iegust virkni

0010010 0101100 0000011 0001100 1010110 1101111 0000110 0101001
1101111 0101011 0000110 0101110 0001100 1101111 0100011 0001101
0100001 0101100 1010101 1101111 0111000 0001101 0100110 1101111
0100110 0001100 0001111 0101001 0001100 0100011 0001100 0000110
0101001 1100110 0010101 0101111 0000110 0001001 0101100 1000000
0001111 0000000 0100001 0100100 0000001 1010111 1100110 0010100
0000000 0101100 1010101 1000101
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Dotaja piemera t5 = 1 un o = 364.

Tacu problema paliek:

— Ko darit, ja k < 27

Tagad Alise var rikoties vienkarsi. Vina virkni (15) patvaligi papildina ar
nullem un vieniniekiem Iidz iegust virkni

Bttt gt

Visbeidzot Alise katram blokam p) atmet sakotnejas nulles un iegust
skaitli p;, kas reprezentets 2—ku sistema. Ta, ja

p;=00...01¢ ¢ ... .t,,

tad

pi= 1t ..t

Saprotams, ja p; = 00...0, tad p; = 0. Sadi iegitie skaitli
pip2 - - - Pk

ir kriptosistemas RSA pamatteksts.
Talak Alise izmanto Buca atsutito skaitli e un aprekina ¢; € 0,m — 1 ta,
lai
ci=p; modm.

Savukart Bucis sanemis kriptotekstu
C1C2...Ck

(musu gadijuma kriptoteksta garums sakrit ar pamatteksta garumu) veic
sadus aprekinus. Vispirms Bucis atrisina kongruenci

ex=1 modm

un izvelas atrisinajumu d € 0, p(m) — 1. Péc tam Bucis izmanto skaitli d un
aprekina d; € 0,m — 1 ta, lai
d;=c¢? modm.

7

7.19. Teorema. d; = p; .
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O Ta ka
ed=1 mod ¢(m),

tad eksiste tads vesels skaitlis s, ka ed = 1 + sp(m).
(i) Ja 1d(p;, m) = 1, tad saskana ar Eilera teoremu

di = ¢/ modm

(p5)? mod m

= pil + sap(m) mod m

() ot

17 =

Di p; mod m.

(i) Ja 1d(p;, m) # 1, tad p ~ p; vai ar1 g \ p;, jo m = pq.
a) Ja p; =0, tad

di=cl=p)=(09"=0=p; modm.

Turpmakaja pieradijuma uzskatisim, ka p; # 0.
b) Ja p~ p;, tad ¢ 1 pi, jo 0 < p; < m = pq, tapec Jada p; = ap®
un ld(a, m) = 1. No Sejienes

di = ¢=p)* modm

1+ 2cp(m
. p(m)

5 mod m

_ (apa)l + s2e0(m)

= a (pl T %cp(m))a mod m .

Ta ka p = p(mod p), tad

p1 + 2p(m) =p mod p.
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Savukart p(m) = (p—1)(¢—1) un ¢ { p, tapec saskana ar Ferma teoremu

pl—l—%go(m) _ pp%(p—l)(q—l)

_ (pq_1>%<p—1)
= pl%(p_l)zp mod ¢ .

Tagad, atsaucoties uz teoremu 6.25, secinams:

p1 +2p(m) = p mod pq.

Lidz ar to

d, = a<p1+%90(m))a mod m

= ap®“=p;, modm.
¢) Ja g~\p;, tad pieradijums faktiski kope punkta b) apskatito pieradijumu,
tapec §1 gadijuma pieradijumu atstajam ka vingrinajumu lasitajam.
Tatad d; = p;(mod m), turklat vel 0 < d; < m un 0 < p; < m. Tas
nozime, ka d; = p;. =m

Mes tikko paradijam, ka Bucis var iegut pamattekstu. Talakais jau ir
tikai pacietiba, lai Bucis varetu izlasit, ko 1sti atsutijusi Alise.

Miisdienas kriptosistema RSA tiek uzskatita par nedrosu, ja m < 240,
tacu, ja p > 209 un ¢ > 21990 tad RSA tiek uzskatita par drosu. Atzimesim,
ka vel joprojam nav parliecinosu teoretisku argumentu, kas dotu atbildi uz
jautajumu:

— Vai kriptosistéema RSA ir drosa?
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8. Kongruencu vienadojumi.
Kongruencu vienadojumi. Pirmas pakapes kondruenc¢u vienadojumu atrisinasana
un kezu dalas.
Vienosanas. Turpmak ar terminu kongruence mes sapratisim izteiksmsi
p(x) =0 mod m,

kur

p(z) = Z apz® .
k=0

8.1. Definicija. Ja m 1 a,, tad skaitli n sauc par polinoma p(z) kongru-
ences pakapi.

8.2. Definicija. Atrisinat kongruenci nozime atrast visas tas a € 7
vertibas, kas apmierina doto kongruenci, proti skaitli p(a) un 0 ir kongru-
enti pec modula m.

Sai situacija mes teiksim art, ka vertibai a ir speka kongruence p(x) =
0(mod m). Divas kongruences, kuras apmierina vienas un tas pasas mainiga
x vertibas, sauc par ekvivalentam kongruencém.

8.3. Apgalvojums. Ja kongruenci p(x) = 0(mod m) apmierina vertiba
xo € Z, tad $o kongruenci apmierina jebkurs a € [xg].

O Algebra
<Zm7 =+, '>7

ir komutativs gredzens (sekas 6.17). No Sejienes, ja
o =a mod m,
tad
(i) 2f=d" modm,

(i)  aprf = ara® mod m,
n

n
(iii) g akxlgzg ara® modm. m
k=0

k=0

Sis apgalvojums motivé sekojoso definiciju.
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8.4. Definicija. Ja kongruenci p(x) = 0(mod m) apmierina vertiba
xo, tad visu rezidiju [vo] sauc par kongruences p(z) = 0(mod m) wvienu
atrisinajuma.

8.5. Sekas. Kongruences p(x) = 0(mod m) atrisinajumu skaits ir galigs.
Atrisinajumi ir kopas Z,, apakskopa.

Parasti uzskata, ka kongruence ir atrisinata, ja uzskaititi visu atrisinajumu
la] parstavji a. Vienmer censSas sniegt rezidija [a] mazako nenegativo atliku-
mu, vai arT — rezidija [a] mazako atlikumu pec absolutas vertibas.

8.6. Piemers.
2+r+1=0 mod?7.

Vienkarsaka kongruences risinasanas metode ir visu rezidiju parbaude. St
piemera ietvaros pienemsim, ka p(z) = x° + z + 1, tad
(i) p(0) =10 mod 7.
(i) p(1) =3#0 mod 7.
(ili) p(2) =32+2+1=35=0 mod 7.
(iv) p(3) =81 -3+ 3+ 1 = 243 + 4 = 247.
247 7 = 35
37
2
Tatad 247T=2#0 mod 7.

(v) p(4) =4° + 4+ 1= 1024 + 5 = 1029.

10 2 9 : 7 = 147
3 2
4 9
0

Tatad 1029 =0 mod 7.
(vi) p(5) =5°+5+1=125-25+6
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1 2 5
2 5
6 2 5
2 5 0
3 1 2 5
No Sejienes p(5) = 3125+ 6 = 3131.
31 3 1 7T o= 447
3 3
5 1
2

Tatad  3131=2%#0 mod 7.
(vii) p(6) = 6° +6+1=236-6-36+7 = 21636 + 7

3 1 6
3 6
1 2 9 6
6 4 8
7T 7 7T 6
No Sejienes p(6) =T776 4+ 7 = 7783
T 7T 8 3 7T = 1111
1 3
6

Tatad 7783 =60 mod 7.
Atbilde: 2 =2 mod 7 val z=4 mod 7.

Ka redzams, Sada kongruences risinasanas metode, kaut arl potenciala
nozime ir realizéjama, prasa nogurdinosi lielus aprekinus. Saprotams ar
kalkulatoru to visu veikt ir ertak, ar datoru — vel ertak (ja jums ir gatava
programma, kas veic visas nepieciesamas darbibas). Tac¢u lieliem moduliem
m Sada kongruences atrisinasans metode ir neracionala. Tas pamato ne-
pieciesamibu pec teorijas izstrades, vismaz vienkarsakajas situacijas.

8.7. Definicija. Kongruenci
ar+ag=0 modm

sauc par pirmas pakapes kongruenci jeb linearu kongruenci.
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8.8. Apgalvojums. Pirmas pakapes kongruence
ax+ayg=0 modm
ekvivalenti parveidojama izskata

ar =b mod m.

O ar+ag = 0 modm,
ax = —ag mod m.
Saja situacija a =a; un b= —ay. =

8.9. Apgalvojums. Ja ld(a,m) =1, tad pirmas pakapes kongruencei
ar =b mod m
eksiste tiesi viens atrisinajums.
O Jaxy,z,. .., T, ir pilna atlikumu sistéma pec modula m, tad (teorema

7.9) art

ary, AT, ..., AL,

ir pillna atlikumu sistema pec modula m. Tatad tiesi vienai vertibai z; ir
speka kongruence
ar; =b modm. =

8.10. Apgalvojums. Ja ld(a,m) =d un d1b, tad kongruencei
ar =b mod m
atrisinajums neeksiste.
O Pieversisimies apgalvojumam 6.27: ja
(i) a=p0 modm,
(i) d~m,
(iii) dw\a,
tad
d~ .

Saskana ar doto 1d(a,m) = d. Tas nozime, ka d ~\ a un d \. m. Lidz ar to,

ja xq ir kongruences
ar =b mod m

atrisinajums, tad d \ b. =
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8.11. Apgalvojums. Ja ld(a,m) =d un d \ b, tad kongruencei
ar =b mod m
eksiste tiesi d atrisinajumi.
O Pieversisimies apgalvojumam 6.23: ja

(i) a=pF modm,
i) d~a Ad~p AN d~m,

tad

SHRE

o m
- mod — .
d d
Tatad, ja xq ir kongruences

ar =b mod m
atrisinajums, tad xzq ir arm kongruences
axr =b; mod my

atrisinajums, kur
a b m

g =2 _n
d7 1 d7 my d

Saskana ar apgalvojumu 8.9 Sai kongruencei eksisté tiesi viens atrisina-
jums [z1] € Z,y,,. Tas lauj secinat, ka

a1 =

1,1 +my,x +2my, .., 2 4+ (d = 1)my
ir kongruences
ar =b mod m

atrisinajumi. Sie atrisinajumi péc modula m nav kongruenti. Lidz ar to
kongruencei
ar =b mod m

kopa Z,, ir d dazadi atrisinajumi. =



8. KONGRUENCU VIENADO.JUMI. 90

8.12. Teorema. Ja ld(a,m) = d un d\b, tad kongruencei
ar =b mod m
atrisinajums neeksisté. Ja turpreti d \ b, tad kongruences
ar =b mod m
eksiste tiesi d atrisinajums.
O Pieradijums nepastarpinati seko no apgalvojumiem 8.10 un 8.11 =
8.13. Lemma. Ja [a] € Z}, un [b] € Z?,, tad [a][b] € Z,.
O Atgadinasim kopas Z7, definiciju.
Zy, = {la] |1d(a,m) =1 A [a] € Zy,} .

Saskana ar doto
ld(a,m) =1 =1d(b,m).

No sejienes (apgalvojums 2.24) 1d(ab,m) = 1. Tatad [ab] € Z*,. Ta ka
[a][b] = [ab], tad [a][b] € ZF,. =

8.14. Lemma. FElements [a] € Z}, tad un tikai tad, ja
dxg €Z  [axe) = [1].

O = Piegemsim, ka [a] € Z7,, tad 1d(a, m) = 1, tapéc (apgalvojums 8.9)
kongruencei

ar =1 mod m (16)

eksiste atrisinajums. No Sejienes, ja x( ir §is kongruences atrisinajums, tad
lazo] = [1].

< Pienemsim, ka [axo] = [1]. Tas nozime, ka x, ir kongruences (16)
atrisinajums. Ja Sai kongruencei eksisté atrisnajums, tad (teoréma 8.12)

Id(a,m) ~ 1.

Tas iespejams tikai tad, ja 1d(a,m) = 1. Tatad [a] € Z},. =
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8.15. Teorema. Algebra (Z},,-) ir komutativa grupa.

O (i) Lemma 8.13 parada, ka reizinasanas operacija neizved arpus kopas
Zy,. Taka Z: C Z,, tad skaidrs, ka reiznasana kopa Z, defineta korekti,
jo kopa Z,, ta ir defineta korekti (apgalvojums 6.14).

Tagad mes parbaudisim visas komutativas grupas aksiomas.

(ii) Ta ka Z;, C Z,, un reizinasas operacija - kopa Z,, ir gan asociativa,
gan komutativa, tad arl kopa Z;, ta ir gan asociativa, gan komutativa. Tas
nozime, ka algebra (Z? ,-) ir komutativa pusgrupa.

(iii) Nemam vera, ka 1d(1,m) = 1, tapec [1] € Z,. Klase [1] ir monoida
(Zpy, +) neitralais elements. Ta ka Z*, C Z,,, tad [1] ir arT pusgrupas (Z%,, )
neitralais elements.

(iv) Lemma 8.14 lauj secinat, ka katram kopas Z}, elementam [a] eksiste

apgrieztais elements [a]™' € Z¥ , proti, eksiste tads elements [a] ! € Z , ka
[a][a) ™ =[1]. =

8.16. Definicija. Komutativo grupu (Z%,,-) sauc par gredzena (Zy,, +, )
multiplikativo grupu.

Parasti gan So terminologiju vienkarso un saka:
— Zj, ir gredzena Z,, multiplikativa grupa.

Linearas kongruences risinasanas metode. Pienemsim, ka dota kon-
gruence
ar =b mod m.

(i) Vispirms aprekinam d = ld(a, m). Parbaudam, vai d \ b7
(a) Ja d 1 b, tad kongruencei

ar=b modm

atrisinajums neeksiste.
(b) Ja d \ b, tad aprekinam

a b m
Q{Fav ﬁF_7 MFE

(ii) Risinam kongruenci

ar = mod pu.
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u dalu

3

(a) Skaitli B izvirzam kezu dala, proti, atrodam skaitla
a

e I=
W
el
N<¢

[QI;Q% cee 7%1] .
(b) Saskana ar rekurences formulam
FB=1 P=q, Pu=a¢nb+Fa

nosakam P,_;.
(c) Aprekinam skaitli (—1)""'P,_;b. Nosakam skaitlu (=1)""!'P,_ ;b un

p dalijuma atlikumu, proti, atrodam tadu z¢ € 0, — 1, ka
o= (—1)""'P,_1b mod pu.

(d) Skaitli
x07x0+:u7x1+2,u7"'7x1+(d_ 1)“

ir kongruences
ar=b modm (17)
atrisinajums.
Tagad paradisim, ka §1 metode tiesam dod kongruences (17) atrisinajumu.
8.17. Apgalvojums. Ja
ld(a,m) =1 un (15925 - - - Gn]

m
i skaitla — izvirzigums kezu dala, tad rezidijs
a

[(=1)" " P d)
ir kongruences (17) atrisinajums.
O (i) Mes esam paradijusi (apgalvojums 4.11), ka
PaQn-1 — QuPyr = (1) (18)

Tas nozime, ka 1d(P,, Q,)=1.
Tiesam, pienemsim, ka d ~ P, un d \ @), tad

d~ PnQn—l - QnPn—l = (_]-)n



8. KONGRUENCU VIENADO.JUMI.

Tas ir iespejams tikai viena gadijuma, proti, ja d = 1.

(ii) Mes esam paradijusi (lemma 4.9, apgalvojums 4.4), ka

P, a
L =4,=—.
Qn m
(iii) Ta ka
ld(a,m) =1 =1d(Fn, Qn)
un
m_ I
a  Qn’
tad m = P, un a = @,,. No Sejienes, nemot vera (18),
an—l - aPn—l = (_1)n
jeb
—aP, (—1)" mod m,
(—a)P,—1(—1)"b (=1)™"(=1)"b mod m,
a((=1)"'P,_;b) = b mod m.

Tas lauj secinat, ka rezidijs [(—1)""'P,_1b] ir kongruences
ar =b mod m
vienigais (apgalvojums 8.9) atrisinajums. m
8.18. Piemeri. (i) Atrisinat kongruenci
41z =9 mod 52!

Risinajums. Izmantojam Eiklida algoritmu:

52 41 =1
— 41
41 11 =3
- 33
11 8 =1
— 8
8 :3 =2
— 6
3 2 =1
- 2
2 1 =2

93

(19)
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Ta ka pedejais nenulles atlikums ir 1, tad 1d(41,52) = 1. Tas nozime, ka
kongruencei (19) eksisté tiesi viens atrisinajums.
Tagad varam sastadit tabulu:

(i JOo[1[2]3] 4] 5]6 |
4 1[3]1] 2] 1] 2
P[1[1]4]5]14]19]52

52
Ta rezultata kezu dala [1;3,1,2,1, 2] reprezente skaitli e
n==~06 un P,1=19.
Lidz ar to kongruences (19) atrisinajums

r = (=)™ 'P,_1b modm
(=1)°19-9= —171 = —15 mod 52.

Atbilde: z = —15 mod 52.
(i) Atrisinat kongruenci
627x =173 mod 722! (20)

Risinajums. Izmantojam Eiklida algoritmu:

722 :627=1
- 627
627 :95 =6
— 570
95 :57 =1
- 97
o7 38 =1
- 38
38 19 =2

Pedejais nenulles atlikums ir 19, tapec 1d(627,722) = 19. Ta ka 19 nedala
173, tad tas nozime, ka kongruencei (20) atrisinajums neeksiste.

(iii) Atrisinat kongruenci
432z =84 mod 678! (21)

Risinajums. Izmantojam Eiklida algoritmu:
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678 :432=1
— 432
432 :246 =1
— 246
246 :186 =1
— 186
186  :60 =3
— 180
60 6 =10

95

Peédgjais nenulles atlikums ir 6, tapec 1d(432,678) = 6. Ta ka 6 dala
84, tad tas nozime, ka kongruencei (21) ir 6 atrisinajumi. Tagad risinam

kongruenci
432 84 678

—x=— mod —,

6 6 6
t.i.,

72x =14 mod 113.

Tagad sastadam tabulu

i Jlo[1[2]3] 4] 5]
¢ |1][1]1] 3] 10
P 11|23 11113

113
Ta rezultata kezu dala [1; 1,1, 3, 10] reprezente skaitli TR
n=2>9 un P, =11.
Lidz ar to kongruences (22) atrisinajums

r = (=1)"'P,_1b modm
(=1)*11-14 = —154 =41 mod 113.

Atbilde:
1 = —298 mod 678, z9 = —185 mod 678, x3= -T2

(22)

mod 678,

x4 =41 mod 678, r5 =154 mod 678, x¢ =267 mod 678.
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9. Kongruencu sistemas.

Kongruencu sistemas un kinisu teorema par atlikumiem. Vilsona teoréma.

9.1. Teorema. Kongruencu sistémas

1
z{ xr=0b; modm;, (23)
k

kur
atrisinajums
k
To = Zaia;bi mod m ;
i=1

te
m=1mimso... My, a; = Mm :my;

un a ir kongruences
a;y; =1 mod my (24)
atrisinajums.

O (i) leverojam, ka
Vi ld(ai, mz) =1 s

tapec katram ¢ kongruencei (25) eksiste tiesi viens atrisinajums.
(i) Tagad nemam vera, ka m = 0(mod m;) un Vj # i a; = 0(mod m;),
tapec
rg = aa.b; mod m;

= b; mod m;.

Lidz ar to xy ir sistemas (23) viens no atrisinajumiem.
(iii) Pienemsim, ka z; ir sistémas (23) atrisinajums, tad katram i

z; = b, mod m;

= 129 modm;.



9. KONGRUENCU SISTEMAS. 97

No sejienes (teorema 6.25)

r1 =129 mod md(my, my,...,my).
Miusu gadijuma
md(my, ma, ..., mg) = mimsy...my = m.
Lidz ar to kopa Z,, elementi [xo] un [z1] sakrit, t.i., [xo] = [x1]. =

9.2. Teorema (KinieSu teoréema par atlikumiem). Ja
My, Mo, ..., My
ir savstarpeji pirmskaitt un
0<b<m,0< by <mg,...,0<b,<my

veseli nenegativi skaitli, tad eksiste tads vesels skaitlis a, ko dalot ar m;
atlikuma iegust b;.

O Ieprieksejas teoremas parformulejums. =

9.3. Apgalvojums. Ja my, mo,...,my ir savstarpeji pirmskait{i un B;
i kopa, kas sastada pilnu atlikumu sistemu pec moduja m;, tad

k

=1

i pilna atlikumu sistema pec modula m = mimsy ... my, te a; = m : m; un
a; ir kongruences

a;y; =1 mod my
atrisinajums.

O Pienemsim, ka x = 2/(mod m) un z, 2’ € B, tad

k k
T = E a;a.b;, = E a;ab)
=1 i=1
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un b;, b, € B;. No Sejienes (teorema 9.1)
Vi (x=b; modm; A 2’ =0b;, mod m;).

Saskana ar piepémumu x = 2’(mod m), tapec (apgalvojums 6.26)

r=2" modm,.

Tas nozime, ka
Vi (b; = b, mod m;).
Ta ka b;, b, € B; un kopa B; nesatur pec modula m; kongruentus elementus,
tad secinams, ka b; = b.
Lidz ar to, ja (b1, ba,...,bx) # (0}, bh,...,0,), tad x # 2’ mod m. Sada
tipa kortezu skaits ir m, tapec kopas B elementi sastada pilnu atlikumu
sistemu pec modula m. =

9.4. Piemers. Atrisinat kongruencu sistemu

r = 3 mod 4,
r = 6 mod 15,
r = 9 mod 49.

Atrisinajums. m =4-15-49 = 2940.

apr=m:m; = 2940:4 =735,
as=m:myg = 2940 :15 = 196,
as=m:ms = 2940 :49 = 60.

Tagad mums jarisina kongruences

a1y, = 1 mod my,
asys = 1 mod my,
azys = 1 mod mg.

t.i.,

735y1 = 1 mod 4,
196y, = 1 mod 15,
60y 1 mod 49;
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3y1 = 1 mod 4,

¥y = 1 mod 15,
11ly3 = 1 mod 49.
Pirmo kongruenci vienkarsak atrisinat ar pilnu parlasi: y; = —1.
Tresas kongruences risinasanai izmantosim Eiklida algoritmu:
49 :11=4
- 44
11 :5 =2
— 10
5 :1 =5
Pedejais nenulles atlikums ir 1, tapec 1d(49,11) = 1. Tas nozime, ka
kongruencei
11ly3 =1 mod 49 (25)

eksiste tiesi viens atrisinajums.
Tagad sastadam tabulu

49
Ta rezultata kezu dala [4;2, 5] reprezenté skaitli —,
n=3 un P,_.1=9.
Lidz ar to kongruences (25) atrisinajums

y3 = (—=1)""'P,_1b mod 49
(-=1)?9-1=9 mod 49.
Tagad iegtistam kongruencu sistémas atrisinajumu
r = ajaiby 4+ asashy + azazbs mod m
= 735-(=1):-34+196-1-6+60-9-9 mod 2940
= —2205+4 1176 + 4860 mod 2940
= 3831 =891 mod 2940.

Atbilde: z = 891 mod 2940.
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9.5. Apgalvojums. Kongruence
) = ZakxkEO mod p, peP, (26)

ekvivalenta kongruencei, kuras pakape nav lielaka par p — 1.

O Mes nemam vera, ka

p(z) = (2" — x)q() + r(z),
kur polinoma r(x) pakape ir mazaka par p. Savukart (sekas 7.18)
2 —rxr=0 modp. m

9.6. Lemma. Jebkuram skaitju kortezam (x1,xo, ..., x,) eksiste tadi ko-
eficienti by, by, ..., by, ka

Zakx —bO—I—Zka (x — ;).
k=1 =1

Turklat, ja ag,aq,...,a, un Ti,To,...,T, 1 veselt skaitfi, tad by,by,..., b,
art ir vesely skaitfe.
O Nemam vera, ka péec iekavu atversanas iegtistam izteiksmi

k

k-1
H(:c — 1) = 2" + Z Cri!
i=1 =0

Tatad, jabut speka vienadibai

n

Zakxk = b0+Zkax—x,

k=0 k=1 i=1

= bo + Z bk H(%k -+ Z Ckil’i)
k=1 =0
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No sejienes

ap = bnu
Ap—1 = bncnnfl + bnfl ;
Ap—5 — bncnn—i + bn—lcn—ln—i +...+ bn—i+1cn—i+1n—i + bn—i 3

apg = annO + bn_lcn_m + ...+ b1010 -+ b() .
Tas nozime, ka

i—1

Vi € 1, n bnfi = Qp—j — Z bn,an,jn,i. |
7=0

9.7. Apgalvojums. Ja kongruencei (26) eksisté vairak par n atrisina-
Jumiem, tad p dala visus koeficientus ay,.

O Pienemsim, ka
Loy T1y--.yTn

ir kongruences (26) atrisinajumi, tad (lemma 9.6)

n n k
0=p(z1) = Zak:ﬂ’f = b0+zka(1’1 —x;) =by modp.
k=0 k=1 i=1
Lidzigi

n n k

0=p(xy) = Zakmg = by + Zbk H(@ — ;)

k=0 k=1 1=1

bo + bl(l‘g — l’l)
= bi(z2—x1) modp.

Mes varam pienemt, ka Vi 0 < z; < p (apgalvojums 8.3), tad
Vivi |z — x| < p.

Taka p~ bi(xy —x1) un p1 (x9 — x1), tad p \ by.
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Talakie spriedumi induktivi:

n n k

0=p(xss1) = Zakx’;rl = by + Z by, H(IESH — ;)

k=0 k=1 i=1

b H(xsﬂ —x;) mod p.
i=1

Ta ka i
P by H(ms+1 - mz)
i=1
un
VZER pT<xs+1_xi)7 tad p\bs-
Visbeidzot
n n k
0=p(xg) = Zakxlg = by + Zbk H(a:o — ;)
k=0 k=1  i=1
= by H(xo — ;) mod p
=1
Ta ka "
P\ by H(Io - xz)
i=1
un
Viel,n pf(xg—x;),
tad p~b, =

9.8. Teorema (Vilsons). Ja pe€P, tad
(p—1D!'+1=0 mod p.
O Jap =2, tad

p—1D!'+1=1+1=0 mod 2.
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Ja p > 2, tad apskatam kongruenci

H(x—a)—(xpl—l) =0 modp.

a=1

Sts kongruences pakape neparsniedz skaitli p— 2, un tai ir p— 1 atrisingjums,
proti, ja pt a, tad saskana ar Ferma mazo teorému (teorema 7.17)

=1 modyp.

Lidz ar to, nemot vera apgalvojumu 9.7, secinams: skaitlis p dala brivo
locekli, t.i., p~ (p — 1) + 1. Tegtts

p—1D!'+1=0 modp. m



