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APZIMEJUMI

- —  negacija,

VvV  — disjunkcija, A —  konjunkcija,

= — implikacija, < — ekvivalence,

4 —  eksistences kvantors, V — universalkvantors,

r € X — elements x pieder kopai X jeb x ir kopas X elements,
ACB — kopa A ir kopas B apakskopa,

AUB, AnB, A\ B — kopu A un B apvienojums, skélums, starpiba,
= , = — vienadibas saskana ar definiciju,
In={12....n}:kn={kk+1,...,n}, tek<n,

7Z — veselo skaitlu kopa, Z, = {z|z€Z ANz >0}, N+ Z,U{0},
Q — racionalo skaitlu kopa,

R — realo skaitlu kopa, C — komplekso skaitlu kopa,

Ny — kopas N apjoms, ¢ — realo skaitlu kopas R apjoms,

<l’,y> ~ (Jf,y) ~ {{ZL‘}, {I,y}},

(X1, 22, ..., xn) = (X1, 22, ..., ZTp_1),Tn),

A1XA2X...XAnF{($1,$2,...,$n>|Vi€1,_n(.TiEAZ')}, An’
frx—y, [f:X—o>Y, X—g—>Y,

Dom(f) = {z|Iy €Y (f:z—y)}, Ran(f) = {y|3z e X (f:z—y)},
XY, XLy, XY, f:XoY



1. nodala

PAMATJEDZIENI

Pamatjedzieni un atvasinati jedzieni. Kopas jedziens, kopas apakskopa, vie-
nadas kopas. Kopu uzdoSanas veidi: parskaitijums, elementa raksturiga 1pasiba.
Kopu apvienojums, skelums, starpiba. Venna diagrammas.

Attistitas teorijas pamatiezime ir ”speles noteikumu” fiksesana. Tapec
rodas uzdevums veidot teoriju ar vislielako rtipibu un logisko precizitati. Tie
apgalvojumi, kurus izmanto kaut kada pieradijuma, arl pasi prasa pieradiju-
mu ar kadu agraku apgalvojumu palidzibu, savukart agrakie apgalvojumi
arl japierada, utt. Kura vieta Sai spriedumu kedei bus gals (precizak —
sakums)? Tada vispar nav. Kada ir izeja no aprakstita skietami bezceriga
stavokla? Matematiki So ”Gordija mezglu” nav atraisijusi, bet vienkarsi
parcirtusi. Proti, kada vieta spriedumu kede dazi apgalvojumi tiek akcepteti
bez pieradijuma. Tos sauc par aksiomam.

Lidziga situacija ir ar jedzieniem. Katra definicija jaunais jedziens tiek
konstruets ar citu jedzienu palidzibu. Ta rezultata katra definicija saistas
ar citam, kuras define tos jedzienus, kas apskatamaja definicija tiek uzskatiti
par zinamiem. Pieméram, par taisnes nogriezni sauc taisnes dalu, kas atrodas
starp diviem punktiem. Bet ka definet jedzienus ”taisne” un ”starp”? Tatad
definicijas veido tadu pasu bezgaligu virkni ka pieradijumi. Tadel dazus
jedzienus izvelas bez definicijas. Tos sauc par pamatjédzieniem. Parejos
(definetos) jedzienus sauc par atvasinatiem jédzieniem. Pamatjedzienu un
aksiomu izveles pamatotiba daudzejada zina ir arpus matematikas. Te ja-
balstas gan uz filozofiju, praksi, gan zinatnes metodologiju. Matematikas
sistematizacija devinpadsmita gadsimta beigu posma lava secinat, ka viens
no perspektivakajiem pamatjedzieniem matematika ir kopas jedziens. To var



izveleties par vienigo pamatjedzienu visa matematika.

Noskaidrosim, ko mes saprotam ar jedzienu kopa. Ta ka kopa ir pa-
matjedziens, tad to nevar nodefinet ar citu matematisku jedzienu palidzibu.
To var tikai paskaidrot aprakstosi. Telaini izsakoties, kopa ir peleko zirnu
maisins. Zirnus pasus sauc par kopas elementiem, "maisins” kalpo par So
zirnu apvienotaju.

Tomer nejauksim: ”maisins” nav kopa, kopa ir visi zirni Saja maisina.
Ja mes So kopu apzimesim ar A, tad citus zirnus, kuru nav Saja maisina,
piemeéram, zalos, mes nesauksim par kopas A elementiem. Tapat ka tos
pelekos zirnus, kuru nav $aja maisina, mes nesauksim par kopas A elemen-
tiem.

Ja mes gribam pateikt, ka pelekais zirnis (apzimesim to ar p) ir kopas
A elements, tad lietosim pierakstu p € A. Simbolu € sauc par piederibas
simbolu. Ja gribam uzsvert, ka zalais zirnis (apzimesim to ar z) nav kopas
A elements, tad lietosim pierakstu z ¢ A. Acigam lasitajam esam spiesti
atzities, ka pa pakaldurvim esam ievedusi vel vienu pamatjedzienu, proti,
attiecibu p € A, un ne tikai to. Jedziens "p ir kopas A elements” arl ir
pamatjedziens. Tacu te matematiki sak spuroties:

— Vai tad kopas Aq, As, ..., A, nevar but kadas citas kopas, teiksim, B
elementi?

Saprotams, ka var. Piemeram, 1.b klase ir skolenu kopa, bet skola ir klasu
kopa, t.i., kopa, kuras elementi ir klases, tai skaita art 1.b klase. Ka jau tas
realitate medz bit, arl Sai piemera mes esam abstrahéjusies no dazam skolas
pazimem, piemeram, skolas neatnemama sastavdala parasti ir ar1 skolotaji.

Ja reiz vienas kopas var but kadas citas kopas elementi, tad var iztikt
bez pamatjedziena ”elements”. Sai gadijuma misu riciba ir tikai kopas,
un attieciba p € A ir definicija jeédzienam ”p ir kopas A elements”’. Sada
pieeja tiesam ir iespejama, bet musu merkis Sobrid nav pamatjedzienu skaita
minimizeSana, tapec mes pieturesimies misuprat pie dabiskakas koncepcijas,
proti, jedziens "p ir kopas A elements” ar1 ir pamatjedziens.

Kopu teorijas aksiomatikas pamata ir dazadas aksiomas, kuru uzdevums
ir nodrosinat izvairisanos no parpratumiem un paradoksiem. Tiesi aksiomas
un tikai tas ir zinams pamatjedzienu raksturojums, to netiesa un apzinati
nepilniga ”definicija”. Piemeéram, sekojosa aksioma: eksiste kopa, kas ne-
satur nevienu elementu. Ari parejas kopu teorijas aksiomas ir tikpat ”acim
redzamas”, tapec prakse aprobezojas ar ta saukto "naivo kopu teoriju”. Ta
balstas uz intuitiviem prieksstatiem, kas visiem cilvekiem vairak vai mazak
vienadi. Ta ka musu uzdevums nav kopu teorijas izpete, tad art mes turpmak



darbosimies "naivas kopu teorijas” ietvaros.

Pierakstu A = {ay,...,a,} mes lietosim ka saisinajumu apgalvojumam:
kopu, kas sastav no elementiem ay, ..., a,, turpmak apzimesim ar lielo burtu
A. Savukart pierakstu B = {z | P(z) } més uztversim ka apgalvojumu: kopa
B sastav no visiem tiem un tikai tiem elementiem, kuriem piemit 1pasiba P,
citiem vardiem, no tiem elementiem z, kuriem patiess apgalvojums P(x).
Izmantojot So vienosanos, definesim Sadas darbibas ar kopam:

AUB = {z|z € A vai x € B},
ANB = {z|xr €A un z € B},
A\B = {z|zr€Aun x ¢ B}.

Operaciju U sauc par kopu apvienojumu, N — par $kélumu, \ — par kopu A
un B starpibu. Piemeram, R <= R\ {0} ir realo skaitlu kopa bez elementa
0.

1.1. Piemeri. Piepemsim, ka A= {V2,Q, 7 0}, bet
B <= {9, 7, O, A}, tad

AUB = {V2,9,7,0, O, A},

[4:12[U]9;23] = [4;23],
ANnB = {Q, 7},
[4;12[N]9;23] = ]9;12],
A\B = {V2,00},
[4;12[\ ]9;23] = [49],
B\A = {O, A},
19:23]\ [4;12] = [12;23].

Mes teiksim, ka kopa A ir kopas B apakskopa un lietosim pierakstu A C B,
ja izpildas nosactjums: katrs kopas A elements z ir arT kopas B elements. Saja
situacija lietosim ar1 pierakstu B O A un dazkart teiksim, ka B ir kopas A
virskopa.

1.2. Sekas. Jebkuram kopam A un B
A\BCA.

1.3. Definicija. Divas kopas A un B sauc par vienadam kopam, ja A C
B un B C A. Sai situacija lieto pierakstu A = B.



Ja A C Bun A # B, tad kopu A sauc par kopas B istu apakskopu un
lieto pierakstu A C B.

Ja kopa A nav kopas B apakskopa, tad lieto pierakstu A ¢ B. Savukart,
ja A nav kopas B ista apakskopa, tad lieto pierakstu A ¢ B

1.4. Piemeri. 1. Pienemsim, ka A<= {7, ¢, O, 0}, bet
B={v, 0,1, 2, &, O, O} tad A C Aun A C B. Atzimesim, ka
A C B, tac¢u kopa A nav kopas A ista apakskopa jeb simboliski A ¢ A.

2. Pienemsim, ka A = {A, v, ¢, O}, bet B = {V, v, ¢, O}, tad
A¢ Bun B ¢ A; vel vairak AZ Bun B ¢ A.

Speciali izdalisim kopu, kas nesatur nevienu elementu. To sauc par tukso
kopu, un tas apzimesanai parasti lieto pierakstu (). Atzimesim, ka jebkurai
kopai A ir speka apgalvojums: ) C A. Ja A # (0, tad () C A.

1.5. Sekas. Jebkurai kopai A

A\D = A, (1.1)

P\NA = 0,

AVA = 0. (1.2)
1.6. Piemeérs. Piepemsim, ka A<= {—-, A, V,=,& V, 3}, bet

B+={-,V,3 A V,= &} tad A= B.

Kopu starpiba speciala gadijuma, ja B C A, saistas ar 1paSu termino-
logiju.

1.7. Definicija. Ja B C A, tad starpibu A\ B sauc par kopas B pa-
pildinajumu kopa A, un lieto apzéejumu By.

Formulas

W, = A,
A, = 0

ir formulu (1.1) un (1.2) pieraksts ar papildinajuma simbolu.

Ja nerodas parpratumi, tad isuma labad B/, vieta lieto apziméjumu B’ un
garaka termina "kopas B papildinajums kopa A” vieta lieto 1saku — "kopas
B papildkopa”.



1.8. Piemeri. 1. Piegemsim, ka A<= {-,A,V,=, <V, 3 (,)},
bet B = { (,) }, tad

B ={-AV,=, &V, 3}

2.
0;1]" = ]—00;0[U]1L;+oc],
10;1]" = ] —00;0] UJL;+oc],
J0;1] = ] —00;0] U [1; +o00],
10; 1] = ] —00;0] U [1;+ocf,
] —00;0]" = ]0;+oc],
=001 = [l;+00]

Te mes klusuciesot pienemam, ka mis interese papildinajumi kopa R.
Ka jau ieprieks teicam, var aplukot kopas, kuras elementi savukart ir
kopas. Matematika svarigs piemers ir dotas kopas A visu apakskopu kopa

B(A), proti,
B(A) = {B|B C A}.

1.9. Piemeérs. Piegemsim, ka A = { (,) }, tad

PA) ={0{(HOH{G) T

Atzimesim, ka attieciba p € A nav transitiva, proti, jav € V un V € K,
tad no ta neseko, ka v € K. Viduslaikos teica:
— Mana vasala vasalis nav mans vasalis.

1.10. Piemeri. 1. Pienemsim, ka A<= {-,A,V,=, &, V, 3},
V={()}, bet K = {A,V}, tad (€ V, bet (¢ K. Meés némam vera,
ka K elementi ir kopas A un V', un nekas cits. Tas viss nofiksets kopas K
definicija, proti, K <= {A,V}.

2. Pienemsim, ka A<= {—-,A,V,=, <, V, 3}, V= {(,)}, bet
K <= {AV, (,) }, tad kreisa iekava ( ir gan kopas V, gan kopas K ele-
ments.

Stingri nemot V # { ¥ }, jo V ir universalkvantors, bet { V } — kopa, kuras
elements ir universalkvantors V. Literatiira tomeér nereti vienelementigu kopu
pieraksta tapat ka §is kopas vienigo elementu, t.i, faktiski akcepte vienadibu

a={a}.



A
a b
C d

1.1. zim.: Divu kopu savstarpejie stavokli: a) A = B, b) B C A,
) ANB#ONA\B#OANB\A#0, d AnB=0.
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ArT mes ta darisim, ja tikai bus parlieciba, ka no konteksta viss tapat ir
skaidrs un neradisies traucejosi parpratumi.

Galvenajam skaitlu kopam, kuras matematika izmanto loti biezi, pieskirti
patstavigi standartapzimejumi (diemzel sakara ar teorétiskas datorzinatnes
strauju ienaksanu miisdienu zinatne dazi apzimejumi vairs nav interpretejami
viennozimigi).

7 visu veselo skaitju kopa,
Z, = A{zx|x€Zunz>0},
N += Z-i— U {O}a
Q = {E xEZunyeZ+},
Y
R visu realo skaitju kopa,
C visu komplekso skaitju kopa,

Venna diagrammas. Kopas un to savstarpejas attiecibas biezi attelo
grafiski ar ta sauktajam Filera diagrammam ka patvaligas plaknes punktu
kopas. Parasti sis kopas ir apli, ovali, elipses. Ta 1.1. attela paraditas Ei-
lera diagrammas divu kopu dazadiem savstarpejiem stavokliem. Gadijumu ¢
medz saukt par visparigako situaciju.

Formulas, kuras satur divas vai tris kopas, visvienkarsak pieradamas
grafiski, izmantojot Venna diagrammas. Ta sauc Eilera diagrammu paveidu,
kuras kopas attelotas ”vispariga stavokli” ta, lai visi to savstarpejie skelumi
butu netuksi (1.1. ¢ zim. un 1.2. zim.). Piemeram, attelojot kopu A ar apli,
kopu B — ar citu apli, bet kopu C' — ar treso apli (1.2. zim.), izveidojas
septini ieksejie apgabali, kurus 1.2. ziméjuma mes apzimejam ar skaitliem no
1 Iidz 7, un viens arejais apgabals (1.2. ziméjuma mes to apzimejam ar skaitli
8). Tagad erti pieradamas formulas, kuras satur tris kopas. Formulas

(ANB)\NC=(A\NC)\ B

pieradijums ilustréts 1.3. zimejuma. Ta 1.3. a zimejuma pelekais apgabals
ir kopa A\ B; atpemam vel kopu C un iegustam peleko apgabalu 1.3. b.
Savukart 1.3. ¢ zimejuma pelekais apgabals ir kopa A\ C'; atnpemam vél kopu
B un iegustam peleko apgabalu 1.3. d. Ta ka pelekais apgabals, kas attelots
1.3. b zimejuma, sakrit ar peleko apgabalu, kas attelots 1.3. d zimejuma, tad
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N

1.2. zim.: Venna diagrammu pamatapgabali trim kopam: A = {4,5,6,7},
B =1{1,2,4,5}, C ={2,3,5,6}.

(A\B)\C = (A\C)\B. Lidzigi izmantojama ar1 1.2. zimejuma diagramma.
Sai gadijuma var pienemt, ka

A = {4,5,6,7},
B = {1,2,4,5},

C = {2,3,5,6},
tad
A\ B = {6,7},
(A\B)\C = {7},
A\NC = {4,7},

(A\NO)\B = {7}
Ta rezultata (A\ B)\C = {7} =(A\ () \ B.
1.11. Vingrinajumi. Asocativie likumi:

(AUB)UC = An(BnQO),
(ANB)NC = An(BNQO).
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c d
1.3. zim.: Formulas (A\ B)\ C = (A\ C) \ B pieradijums ar Venna dia-
grammanm: a) A\B, b (A\B)\C, ¢ A\C, d)(A\B)\C.
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Neitrala elementa aksistence:

PUA = A = AUD.
Nulles elementa eksistence:

AnNd = 0 =0nA
Idempotences likumi:

AUA = A,
ANA = A

Komutativie likumi:

AUB = BUA,
ANB = BNA

Distributivie likumi:

(ANBY)UC = (AUC)N(BUC),
(AUB)NC = (ANC)U(BNO),
(ANB)\C = (A\C)N(B\C),
(AUB)\C = (A\C)U(B\O).

Absorbcijas likumi:

AU(BNA) = A,

Formulas

A\ (BNC) = (A\ B)U(A\C)

pieradijums ilustrets 1.4. a zimejuma. Te gaisi peleka tont iekrasots apgabals,
kas atbilst kopu skelumam B N C. Ta mes varam parliecinaties, ka 1.4. a
ziméjuma tumsi tonetais apgabals atbilst kopai A \ (B N C). Tacu jaatzist,
ka 1.4. a zimejums ne parak parliecinosi demonstre, ka tumsi pelekajam ap-
gabalam tiesam atbilst kopa (A \ B) U (A \ C), tapéc nepieciesami papildus



14

1.4. zim.: Venna diagrammas: a) A\ (BNC), b A\ (BUCQC).

apsverumi, piemeram, varam sanumuret visus apgabalus, ka jau ieprieks tas
paradits 1.2. zimejuma. Tagad var pienemt, ka

A = {4,5,6,7},
B = {1,2,4,5},
C = {2,3,5,6}.

Sai gadijuma

BNnC = {2,5},

A\ (BNC) = {4,6,7},

A\ B {6, 7},

A\C {4.7},
(A\B)U(A\C) = {6,7}U{4,7} ={4,6,7}.

Ta rezultata A\ (BNC)={4,6,7} = (A\ B)U (A\ C).

Savukart formulas

AN (BUC) = (A\B)N(A\C)
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pieradijums ilustrets 1.4. b zimejuma. Te neiekrasotais apgabals atbilst kopu
apvienojumam B U C. Ta mes varam parliecinaties, ka 1.4. b zim€juma
tumsi tonetais apgabals atbilst kopai A\ (B U (). Tacu lidzigi ieprieksejam
gadijumam jaatzist, ka 1.4. b ziméjums ne parak parliecinosi demonstrée, ka
tumsi pelekajam apgabalam tiesam atbilst kopa (A '\ B) N (A \ C). Nemot
vera ieprieks ieviesto apgabalu numeraciju, iegtistam

BUC = {1,2,3,4,5,6},
A\ (BUC) = {7},
A\B = {6,7},
A\NC = {4, 7}
(A\B)N(A\C) = {6,7}n{4,7} ={7}.

Ta rezultata A\ (BUC)=(A\B)N(A\C).
Salidzinot 1.4. b zimejumu ar 1.3. b un 1.3. d zimejumiem redzam, ka tie
visi sakrit, tapec

AN (BUC) = (A\B)N(A\C) = (A\ B)\C = (A\C)\ B.

Sie piemeéri spilgti ilustré, ka Venna diagrammas gan lauj pieradit formulas,
tacu stridigos gadijumos janem paliga ari citi ne mazak parliecinosi argu-
menti, vai ar1 attiecigie zimejumi janoforme ar pienacigiem paskaidrojumiem
ta, lai nerastos saubas.

Diagrammas lauj atpazit ar1 tas formulas, kas nav speka. Ta 1.5. zimejuma
paradits, ka kopu atnemsSana nav komutativa, proti, vispariga gadijuma
A\ B # B\ A. Tas nebiit nenozime, ka nav iespéjams piemeklét tadas kopas
A un B, kuram izpildas vienadiba, piemeram, ja A = B, tad A\ B = B\ A.

Ja formulu pieradiSanai nepiecieSsams spriedums, kas pierada, ka ta ir
speka jebkuram formula ieejosam kopam, tad formulas atspekosanai pietiek
ar vienu vienigu pretpieméru. Formulai

(A\B)UC =(AUC)\ (BUC) (1.3)
par tadu pretpiemeru der kopas A =7, B=N, C' = Q. Tiesam
(A\B)UC=(Z\N)uQ=Q,

bet
(AUC)\ (BUC)=(ZUuQ)\(NUQ)=Q\Q=10.
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1.5. zim.: Komutativa likuma A\ B = B\ A atspekojums ar Venna dia-
grammam: a) A\ B, b) B\ A.

Protams §is pretpiemers nav vienigais, kas atspeko formulu (1.3).
Ja A=B=0un C = {3}, tad

(A\B)UC = {3},

bet
(AuC)\ (BUC)={F}\ {3} =0.

Ja viens un tas pats secinajums pirmoreiz iegiits ar lielakiem lidzekliem,
bet otrreiz ar mazakiem lidzekliem, tad otro rezultatu ir pamats uzskatit par
specigaku. Ari matematika nav gods zvirbulus Saut ar lielgabaliem. Tadel
otrais formulas (1.3) atspekojums A = B = (), C' = {3} vertejams augstak
par pretpiemeru A =7, B=N, C = Q.

Visbeidzot japasvitro, ka Venna diagrammu metode lietojama bez ie-
bildem tikai gadijuma, ja formula satur ne vairak ka tris kopas.



2. nodala

ATTELOJUMS

Korteza jedziens, Dekarta reizinajums. Funkcijas (attelojuma) definicija, funkei-
jas uzdoSanas veidi. Attélojumu veidi. Inversais attélojums. Algebriska operacija.

Iepazistoties ar realo pasauli, mes sastopamies ar raksturojosiem lielu-
miem, kuri mainas procesa laika. Piemeram, gaisa temperatiira gada laika
vai preces pieprasijums atkariba no cenas. Tapec funkcijas jedziens ir viens
no vissvarigakajiem matematikas jedzieniem.

Skolas kursa jus jau esat iepazinusies ar dazam funkcijam, kas pierakstitas
analitiska forma, pieméram, y = 222 — 1, y = cosx, utt. Tacu &s zinamas
funkcijas neizsme] visu funkciju klasi. Piemeram, funkcija ir ar1 sada:

- 202 —1 , ja x <O0;
Y= cosz , ja x> 0;

tas grafiks dots 2.1. ziméjuma (bultina nozime, ka galapunkts nepieder grafikam).

Funkcija ir arm1 y = |z| = max{t|t € Z Nt < x} — vesela dala no
x, kuras piekartojuma butibu vieglak formulet vardiski: ta katram realam
skaitlim x piekarto lielako veselo skaitli, kas mazaks vai vienads ar pasu x.
Piemeéram, |3,1] = 3, bet |—3,1] = —4. So funkciju sauc par veselas dajas
funkciju, tas grafiks dots 2.2. ziméjuma.

Ka formali definet funkciju?

Saja noluka vispirms noskaidrosim Dekarta reizinajuma jedzienu. Pie-
nemsim, ka dotas divas kopas X un Y.

2.1. Definicija. Kopu {{z}, {z,y} } sauc par elementu x € X, y € Y
sakartotu pari un apzime (x,y).
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2.1. zim.

Pieraksts (z,y) tiesa veida norada, ka x ir para pirmais elements, bet
y — otrais. Ta rezultata paris (x,y) ir vienads ar pari (a, b) tad un tikai tad,
jax = aun y = b Tas lauj secinat, ka (z,y) # (y,x), iznemot vienu
situaciju, ja * = y. ILidz ar to, pieméram, (0,6) = (1 — 1,0 + 6), bet
(0,6) # (6,0). Visbeidzot atzimesim, ka kopa { {z}, {y} } nedefine sakartotu
pari, jo {{z}, {y} } = {{v}, {=} }.

Balstoties uz elementu pari (z,y) tagad definesim ”elementu trijnieku
(x,y,2)", "elementu ¢etrinieku (z,y, z,w)”, vispariga gadijjuma — "n - di-
mensionalu kortezu par kopam A;, As,..., A,”.

Ertibas labad kopu {1,2,...,n} turpmak apzimesim ar 1, n.

2.2. Definicija. Pari ((x1,...,0n_1),%,), kur Vi € 1,n (z; € A;), sauc
par n - dimensionalu kortezu par kopam Ay, As,...,A,.

Turpmak n - dimensionala korteza apzimesanai lietosim pierakstu
(.Tl, To, ... ,.I‘n).

2.3. Definicija. Visu sakartoto paru (x,y), © € X, y € Y, kopu sauc
par kopu X un'Y Dekarta reizinajumu un apzimée X X Y.

Dekarta reizinajuma nav butiski, vai X =Y vai X # Y. Tatad
XxY ={(z,y)|lreX umnyeY}

Vispariga gadijuma Dekarta reizinajumu define sadi.
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v
4%3 —_—
4%2 —_—
+1 —

2.2. zim.: Funkcijas y = |z] grafiks.

2.4. Definicija. Par kopu Ay, As , ... , A, Dekarta reizinajumu
A x Ay x ... x A,
sauc visu n - dimensionalu kortezu kopu par kopam Ay, As,...,A,, t.i.,
Ay x Ay x . x Ay = {(x1, 29, ..., 2,) | Vi € 1,n (z; € Ay) }.
Ja A=A, = A, =..=A,, tad lieto apzimejumu
Al x Ay x ... x A, = A".

2.5. Piemers. Pienemsim, ka X = {suns, kakis} — kopa, kas satur
divus elementus: suni un kaki, bet Y = {Antra, Uldis} — kopa, kas ar1
satur divus elementus. To Dekarta reizinajums ir kopa X x Y, kura satures
¢etrus elementus — visus iespéjamos parus, kuru pirmais elements ir no kopas
X, bet otrais elements — no kopas Y:

X xY = {(suns, Antra), (suns, Uldis), (kakis, Antra), (kakis, Uldis) }.

Aprakstot funkcijas jedzienu, pirmaja tuvinajuma var teikt sadi: ja vie-
nas kopas objektiem, piemeram, rakstniekiem, piekarto citas kopas objektus,
piemeram, vinu uzrakstitas gramatas, tad dota funkcija ar starta kopu ”rak-
stnieki” un finisa kopu ”gramatas”. Ja rakstnieku kopu apzime ar R, gramatu
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kopu ar GG, bet pasu funkciju ar burtu [, tad varam sacit, ka uzdota funkcija
l: R — (. Bet vai aplukotais piemers patiesam veido funkciju? Rakstnieks
Zigmunds Skujins tacu ir sarakstijis daudzas piedzivojumu pilnas gramatas!
Piemers ar rakstniekiem un vinu sarakstitajam gramatam nav funkcija. Jo
par funkciju (péc skolas kursa) sauc tikai tos attelojumus, kuri katram starta
kopas elementam piekarto ne vairak ka vienu finisa kopas elementu.
Jedzienu " funkcija” musdienu matematika trakte loti plasa nozime. Pie-
versisimies vel vienam pieméram, kura nu jau bus aplikota funkcija.

2.6. Piemers. 9.klases skoleni Marta, Rita, Juris un Andrejs raksta
kontroldarbu matematika, par kuru var sanemt atzimi no 1 Iidz 10. Marta
kontroldarbu uzraksta uz 8, Rita un Andrejs — uz 6, bet Juris darbu nav
nodevis un tapéc atzimi nesanem.

Minetais apraksts miusdienu izpratne define funkciju. Formali izsakoties, ja
ar X apzimejam kopu

X = {Marta, Rita, Juris, Andrejs}
un ar Y apzimejam kopu
Y ={1,2,...,10},
tad augstak apskatitais apraksts definé piekartojumu

f: Marta — 8,
f : Rita — 6,
f+ Andrejs — 6.

Lidz ar to ir dota funkcija f : X —o— Y ar starta kopu X un finisa kopu Y.
Katram kopas X elementam attelojums f piekarto ne vairak ka vienu kopas
Y elementu. Juris nesanéma kontroldarba atzimi, tapec kopas X elementam
7Juris” funkcija f nav defineta. Musu gadijuma X # Y.

Ciesak ielukojoties piemera, ieverosim, ka darbojamies ar Dekarta reizi-
najuma X x Y dalu. St dala ir pari: (Marta,8), (Rita,6), (Andrejs,6). Varam
Sos parus apvienot viena kopa

G = { (Marta,8), (Rita,6), (Andrejs,6)} —

o kopu sauc par funkcijas f grafiku. Trijnieks (X, Y, G) pilniba definé funkci-
ju f. Citiem vardiem sakot, ja mums dota funkcijas f starta kopa X, finisa
kopa Y un grafiks G, tad mums ir zinams viss par So funkciju.
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2.7. Definicija. Trijnieku f = (XY, F), kur F C X XY, sauc par
attelojumu jeb funkciju, ja visiem kopas F elementiem (x,y), (x, z) ir speka
vienadiba y = z. Kopu X sauc par attelojuma f starta jeb izejas kopu,
Y — par finisa jeb ieejas kopu, F sauc par grafiku.

Ja (z,y) € F, tad lieto pierakstu f(x) =y jeb f : z — y. Saja situacija
saka ar1, ka elementa z attels ir elements y, bet elementa y pirmtels ir ele-
ments x. Visparigs pieraksts

f:X ——Y (lieto ar1 pierakstu X N Y)

norada, ka f ir attelojums ar starta kopu X un finisa kopu Y. Elementu
x € X sauc par funkcijas f argumentu vai neatkarigo mainigo, bet y € Y —
par atkarigo mainigo. Ja X =Y, tad saka, ka funkcija f attelo kopu X sevi.
Kopu

Dom(f) ={z|y Y (f:z—y)}
sauc par attelojuma f : X —— Y definicijas apgabalu (angliski “domain”).
Savukart kopu

Ran(f) = {y|3z € X (f : 2 — y)}

sauc par attelojuma f vertibu apgabalu (angliski "range”).

2.8. Definicija. Ja f : X —— Y un g : Z —— W ir funkcijas, tad
funkcigu h : X —— W, kas definéta ar nosacijumu:

Ve e X h(r)=g(f(x)),
sauc par funkciju f un g kompoziciju (jeb superpoziciju, jeb saliktu funkciju)
un apzime go f.
Tatad funkciju kompozicija g o f ir trijnieks (X, W, H), kur
H={(z,w)|IyeYNZ(f:z—yANg:y—w)}.

Bridinajums. Dazkart funkciju kompozicijas g o f apzimesanai medz
lietot pierakstu fg. Sai gadijuma parasti pieraksta h(z) vieta lieto pierakstu
xh. Ta rezultata

zh = h(z) = g(f(x)) = (g0 f)(x) = zfg.
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2.9. Piemers. Ja f : R —o— R un f : R —o— R ir reala argumenta
funkcijas, kur

f(x) =6yr un g(x)=cos’u,
tad

(g0 f)(@) = g(f(x)) = cos®(6v/),
bet

(fog)(x)= f(g(x)) = 6Vcos’z.

Tatad vispariga gadijuma fog # go f.

Funkcijas uzdosanas veidi.

a b c d e f g
X O O @) @)
SO Y / \
Y O O O O

0 1 2 3 4 5

2.3. z1m.

(i) Aprakstosais funkcijas uzdoSanas veids. Atbilstibas likumu starp kopu
elementiem izsaka ar vardiem. Ta, piemeram, 2.3. zimejuma doto attelojumu
@ var pilnigi raksturot ar teikumu: attelojuma ¢ starta kopa sastav no ele-
mentiem a,b,c,d, e, f; finiSa kopa sastav no skaitliem 0,1,2,3,4,5; elemen-
tam a piekartots skaitlis 0, gan elementam b, gan elementam c piekartots
skaitlis 1, savukart elementiem d, e, f katram piekartots skaitlis 5, elemen-
tam g attelojums ¢ nav definets.

(i) Grafiskais funkcijas uzdosanas veids. Saskana ar attélojuma definiciju
jauzdod starta un finisa kopas, ka ar1 grafiks.

a) Attelojums ir pilnigi noteikts, ja nofikséta starta un finisa kopa, ka ar1
uzskaititi visi atbilstoSo elementu pari. Ta, pieméram, 2.3. zimejuma doto
attelojumu ¢ pilnigi nosaka starta kopa X = {a,b,c,d,e, f}, finisa kopa
Y ={0,1,2,3,4,5}, ka arT grafika elementu saraksts

(a,0), (b,1), (¢, 1), (d,5), (¢,5), (f,5)-
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Protams, So panemienu var lietot tikai tad, ja attelojuma grafiks ir galigs un
nesatur parak daudz elementu.

b) Attelojumu var definet ar tabulu ieprieks vienojoties kadas ir starta
un finisa kopas. Ta, piemeram, 2.3. zimeéjuma doto attelojumu ¢ pilnigi
nosaka starta kopa X = {a,b,c,d, e, f}, finisa kopa Y = {0,1,2,3,4,5}, ka
ar1 tabula

Dom(p) [a|b|c|d|e]|f
Ran(p) [0 1|1[{5|5]5

c¢) Attelojumu var definet izmantojot daznedazadus zimejumus. Skatit,
pieméram, 2.3. zimejuma defineto attelojumu ¢. Definejot skaitlisku funkciju
grafiski, koordinatu plakne tiek atzimeti visi punkti, kuru abscisa ir funkci-
jas definicijas apgabala elements (argumenta vertiba), bet ordinata — at-
bilstosais vertibu apgabala elements (funkcijas vertiba). Ta, piemeram, 2.2.
zimejuma redzams funkcijas |z ] sasaurinajums kopa [—2;4].

Analitiskais funkcijas uzdosanas veids. Skaitliskas funkcijas visbiezak
define ar formulas vai procediiras palidzibu. Piemeram,

JT

f(z) = z+1

St formula izsaka, ka elementam 1 (t.i., skaitlim x = 1) ar likumu (kartulu)
f ir piekartots skailis f(1) = %, elementam 2 ir piekartots skaitlis \/?5, utt.
Visbeidzot japasvitro, ka aprakstita klasifikacija ir nosacita, ta, piemeram,
analttisko funkcijas uzdosanas veidu loti biezi var arm uzskatit par aprakstoso
funkcijas uzdosanas veidu. Atcerieties kaut vai funkcijas |x]| definiciju.
Attelojumu veidi. Attélojumu f : X —o— Y sauc par wvisur definetu

attelojumu, ja Dom(f) = X. Sai gadijuma médz lietot vienu no apziméejumiem
FiX oY vai XLy
Preteja gadijuma attelojumu f : X —o— Y sauc par dafeji definétu, proti, ja
dr € X x ¢ Dom(f).
2.10. Definicija. Funkciju f: X —o—Y sauc par sirjekciju, ja

Ran(f) =Y.
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Funkciju f : X —o— Y sauc par injekciju, ja daZadiem elementiem
x1,x2 € X atbilst atskirigi elementi f(x1), f(x2) €Y, ti.,

Ty # 29 = f(21) # f(22).

Ja visur definéts attelojums f: X — Y wvienlaicigi ir gan sirjekcija, gan
injekcija, tad to sauc par bijekciju .

2.11. Piemeri. Funkcija
f:R—=R, f(r)=2">+1
ir visur defineta, ta ir gan sirjekcija, gan injekcija, tapec bijekcija, tacu
[iRSR, f(@) = 2]

kaut ar1 ir visur definéta funkcija nav nedz sirjekcija, nedz injekcija (skatit
2.2. zim.). Velak, runajot par inversajam funkcijam, mes konstatesim, ka
injekcijas ir tas ”labas” funkcijas, kuram var meklet inversas funkcijas.

Inversas funkcijas. Viens no veidiem, ka palielinat pazistamo funkciju
skaitu, ir apskatit ta saucamas inversas jeb apverstas funkcijas. Ideja ir sada.
Funkcija f piekarto elementam xy no definicijas apgabala Dom(f) vienu
vertibu yy no funkcijas f vertibu apgabala Ran(f). Ja mums ir palaimeéjies,
tad eksisté inversa funkcija f~1, t.i., katram y no Ran(f) preteja cela var
atrast to z no Dom(f), ka f(x) = y; f~! definicijas apgabals ir Ran(f), bet
vertibu apgabals ir Dom(f).

2.12. Piemeri.
Ja y = 3, tad x:f_l(y) = —y;

ja y=a>—1, tad r=+/y+1.

Pienemsim, ka  F' ir funkcijas f: X —— Y grafiks, tad

F ~ {(y,x)|(:x,y) EF}

2.13. Definicija. Trijnieku  f~' = (Y, X, F ') sauc par funkcijas
f: X ——=Y inverso jeb apversto funkciju, ja  f7' ir funkcija.
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Tagad pieversiet uzmanibu skolas kursa sniegtajam inversas funkcijas skaidro-
jumam [mes ceram, ka lasitajs So skaidrojumu atceras] un jus sapratisiet,
kapec matematiki musdienas izskirusies par funkcijas definiciju, kas balstas
uz kopu teorijas nostadnem. Ja, vienreiz ir japarvar intelektualais kuitrums,
toties turpmakas teorijas dalas buvejamas pec vienotas shemas, un tapec
klust parskatamakas.

2.14. Apgalvojums. Ja funkcijai f eksiste inversa funkcija f~', tad
funkcijai =1 art eksiste inversa funkcija un (f~1) 7t = f.

O Ja reiz funkcijai f = (X,Y,F) eksiste inversa funkcija, tad trijnieks
= (Y, X, F1) ir funkcija, un tadel ir jega runat par inversas funkcijas
f~! inverso funkciju

() =X Y (F)).
Taka (z,y) € F & (y,z) € F', tad

(FH={@yly)eF y={(=yl@yeF}t=F.

Lidz arto (f ) '=(X,)Y,(FH)y )=(X,)Y,F)=f. =

2.15. Apgalvojums. Ja funkcijai f eksiste inversa funkcija f~', tad
(i) Vo € Dom(f) [(f~'o f)(z) =] un
(ii) Vy € Ran(f) [(f o f7)(y) =y].

O Pienemsim, ka f = (X,Y,F), tad f' = (V,X,F!), kur
Fr={(y.2)|(z,y) € F}.
(i) Pienemsim, ka x € Dom(f), tad (z, f(z)) € F A (f(x),x) € F7'.

No sejienes  (f 1o f)(z) = f~1(f(x)) ==z.
(ii) Pienemsim, ka y € Ran(f), tad dzr € X |[(z,y) € F],

tapec (y,z) € F~1. No sejienes (fo f)(y)=f(f"(y) = f(z)=y.m
Tacu ne katrai funkcijai eksisté inversa funkcija. Piemeram, y = z? vai
y = sin z. Butisks kriterijs, lai funkcijai eksistetu inversa, ir sads.

2.16. Teorema. Funkcijai f eksiste inversa funkcija f~1 tad un tikai
tad, ja f ir injekcija.
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O = Piepemsim, ka funkcijai f = (X,Y,F) eksiste inversa funkcija
=X, F 1), tad F7' = { (y,2) | (x,y) € F}. Taka f~! ir funkcija,
tad [2.7. definicija |

V(yl,ilfl) € Fil V(y2,$2) c Fil [yl =Yy = T1 = .1'2]. (21)
Pienemsim, ka funkcija f nav injekcija, tad
Juy Jug Fv [ug #ug A (ug,v) € F A (ug,v) € F.

Tas nozime, ka (v,u;) € F~' un (v,us) € F~', kas ir pretruna ar (2.1).
Tatad pienemums, ka f nav injekcija ir bijis kludains.

< Pienemsim, ka f = (XY, F) ir injekcija, tad saskana ar 2.13. definiciju
atliek pieradit, ka f~! = (Y, X, F~1) ir funkcija. Tas nozime, ka mums japrot
pieradit nosacijums (2.1) jeb ekvivalenta forma

V(z1,y1) € FY(22,92) € F 21 # 22 = 1 # Yo .

Bet tas tacu nav nekas cits, ka apgalvojums, ka f ir injekcija. Ta ka f
saskana ar doto ir injekcija, tad tas ari ir viss pieradijums. m

ST teorema neparprotami norada, ka trigonometriskam funkcijam inversas
funkcijas neeksiste visa definicijas apgabala. Bet mes varam izveleties tadus
intervalus, kuros trigonometriskas funkcijas ir injekcijas. Tas gan vairs nebts
pasas trigonometriskas funkcijas, bet to sasaurinajumi, toties Siem sasau-
rinajumiem, ja tie izveleti ka injekcijas, eksisté inversas funkcijas. Neko
darit, jasamierinas ar So funkciju sasaurinajumiem.

2.17. Definicija. Funkciju f: X1 —Y sauc par funkcijas
g: Xo =Y sasaurinajumu kopa X1, ja X1 C Xo unVr € Xj f(x) = g(x) .
Saja situacija meédz lietot apzimejumu f = g| X, .

2.18. Definicija. Funkcijas y = sinz|[—F, 7] inverso funkciju sauc par
arksinusu. Raksta y = arcsinzx, lasa "y ir arksinuss no x”.

Funkcijas y = cos x|[0, ] inverso funkciju sauc par arkkosinusu. Raksta
y = arccos x, lasa "y ir arkkosinuss no x”.
Funkcijas y = tgx|| =75, 5| inverso funkciju sauc par arktangensu. Raksta
y = arctgz, lasa 7y ir arktangenss no x”.

Funkcijas y = ctgz||0, w| inverso funkciju sauc par arkkotangensu. Rak-

sta y = arcctg xz, lasa "y ir arkkotangenss no x”.
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Tradicionali visur definetu attelojumu f : X™ — X sauc par algebrisku
n—vietigu operaciju, tacu Sis termins miisdienas tiek lietots arT visparigakas
situacijas. Ta rezultata atskiriba starp attelojumu un algebrisku operaciju ir
nosacita un biezi saistita ar attiecigas matematikas nozares tradicijam.

2.19. Piemeérs. Saskaitisana (+) un reizinasana (-) ir divvietigas al-
gebriskas operacijas realo skaitlu kopa R, tacu dalisana (:) nav algebriska
operacija realo skaitlu kopa R.



3. nodala

MATEMATISKA
INDUKCIJA

Matematiskas indukcijas metode. Kopas uzdosana ar induktivu konstrukciju.
Nutona binoma formula.

Matematiskas indukcijas metode (princips) vienkarsakaja izskata ir sada

P(0), VxeN(P(zx)= P(zx+1))
Vz € N P(z)

Pielietojot matematiskas indukcijas metodi, parasti visus spriedumus sa-
dala 3 solos:

1. solis — parbauda izteikuma P(0) patiesumu;

2. solis — pienem, ka P(x) ir patiess kadai patvaligi fiksetai vertibai x = n
un, vadoties no §1 piepémuma, pierada, ka P(x) ir patiess arT x vertibai
n+1;

3. solis — pamatojoties uz matematiskas indukcijas metodi, secina, ka
jebkuram naturalam skaitlim n izteikums P(n) ir patiess.

1. soli parasti sauc par indukcijas bazi, 2. soli — par induktivo pareju.
2. solt japierada izteikums

Ve € N (P(zx) = P(z+1)).
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Tatad japierada, ka patvaligam x izteikums P(z 4 1) ir patiess, ja pienem
par dotu, ka patiess izteikums P(z). Sai situacija apgalvojumu P(x) medz
saukt par induktivo pienémumu.

Nekas principiali nemainas, ja kopas N vieta apliko kopu

N, = N\0,k—1.
Tagad matematiskas indukcijas metode izskatas sadi

P(k), VreNg (P(z)= P(z+1))
Vz € Ny P(x)

Parasti indukcijas baze pieradama samera viegli, biezi vien pat triviali.
Grutaka spriedumu dala slepjas induktivaja pareja.
3.1. Piemeri.

n(n+1)

(i) L4243+ +n=——"

Lielakas uzskatamibas labad pienemsim, ka

Pi(n) = 14+24+34+...+n

n(n+1)
2

Indukcijas baze: ja mn=1, tad

1(1+1)
2

1=

Tatad apgalvojums Py (1) = P(1) (apgalvojums, ko ieglst n vieta ievieto-
jot 1) ir patiess.
Induktiva pareja: pienemam, ka formula P.(n) = P(n) ir pareiza, t.i.,

1
1+2+3+...+n:@

Tas ir induktivais pienemums. Mums tagad japarada: no Sejienes izriet, ka
pareiza ir ar1 formula Pi(n + 1) = P(n + 1), t.i.,

(n+1)(n+2)

1+243+...+n+(n+1)= 5
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Pats pieradijums ir Sads
Pi(n+1) = 14+2+3+...+n+(n+1)

= Pi(n)+(n+1)

= P(n)+n+1

nn+1) 2(n+1)
2 * 2

n(n+1)+2(n+1)
2

(n+2)(n+1)
2
(n+1)(n+2)

= 5 =PB(n+1)

. 1— gt
(ii) 1—|—q+q2+...+qn_qu

, jatikai g#1.
Lidzigi ka iepriekseja piemera lielakas uzskatamibas labad pienemsim, ka

1— qn+1

Ql(n) = 1—g¢

Indukcijas baze: ja mn=1, tad

Induktiva pareja: pienemam, ka formula Qy(n) = Q;(n) ir pareiza, t.i.,

1 — qn+1

l+qg+¢+...+¢" = -
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Tas ir induktivais pienemums. No Sejienes

Qen+1) = 14+qg+¢+...+q¢" +¢"

_ Qk(n>+qn+1

— Ql(n>+qn+1
1 _ qn+1 il
1— n+1 n+1 1 —
_ ¢ (-4
l—gq l—¢q
_ 1— qn+1 + qn+1(1 _ q)
l—¢q
_ 1— qn+1 + qn+1 _ qn+2
l—¢q
1— n+2
- 1—_qq = Qun+1)

Matematiskas indukcijas principam ir daznedazadas modifikacijas. Isuma
parskaitisim biezak lietotas.
P(0), VzxeN|[Vye0,z P(y) = P(x+1)]
Vr e N P(z)

Sis princips izmantojams $adi: lai pieraditu, ka apgalvojums P(z) ir speka
visiem naturaliem skaitliem, ir javeic sadas darbibas:

1) japierada, ka izteikums P(0) ir patiess;

2) japienem par dotu, ka patiesi visi izteikumi P(0), P(1),..., P(x), un
japierada, ka tad izteikums P(z + 1) ir patiess.

Nekas principiali nemainas, ja kopas N vieta apliko kopu Nj. Tagad
matematiskas indukcijas metode izskatas sadi

P(k), Vx €N, [Vy€k,z P(y) = P(z+1)]
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3.2. Piemers. Pieradisim apgalvojumu: katram naturalam skaitlim, kas
lielaks par 1 eksiste pirmskaitlis, kas to dala.

Formala pieraksta tas izskatas sadi: Vn € Nydp € P p\n.

O Indukcijas baze: ja n=2, tad 2€P un 2\2.

Tatad apgalvojums dp € P p\2 (apgalvojums, ko iegust n vieta ievieto-
jot 2) ir patiess.

Induktiva pareja: pienemam, ka apgalvojums 3p € P p\k ir patiess
visiem k € 2,n.

Katrs naturals skaitlis m > 1 dalas ar vismaz 2 naturaliem skaitliem —
ar sevi, t.i., m un skaitli 1. Ja n+ 1 dalas tikai ar diviem skaitliem, tad tas ir
pirmskaitlis, un apgalvojums ir pieradits. Ja n+ 1 dalas vel ar kadu naturalu
skaitli k, tad 2 < k < n. Saskana ar indukcijas pienémumu 3p € P p\k, un
tapec p\(n+1). m

P(a), VreN[a<z<bAP(x))= Plx+1)]
VeeN[a<z<b= P(z)]

Sis princips izmantojams $adi: lai pieraditu, ka apgalvojums P(z) ir speka
visiem naturaliem skaitliem, kas apmierina nevienadibu a < x < b, ir javeic
sadas darbibas:

1) japierada, ka izteikums P(a) ir patiess;

2) japienem par dotu, ka a < z < b un izteikums P(x) ir patiess, un
japierada, ka tad izteikums P(x + 1) ir patiess.

P(0), P(1)
Ve e N[(P(x) AN P(x+1)) = P(x + 2)]
Vx € N P(x)

Sis princips izmantojams sadi: lai pieraditu, ka apgalvojums P(x) ir speka
visiem naturaliem skaitliem, ir javeic sadas darbibas:

1) japierada, ka abi izteikumi P(0) un P(1) ir patiesi;

2) japiegem par dotu, ka abi izteikumi P(z) un P(x + 1) ir patiesi, un
japierada, ka tad izteikums P(z + 2) ir patiess.

Tikko apliikotas metodes tieSs visparinajums ir nakosais princips.

P(0), P(1),..., P(m — 1),
Vee N[(Px)AP(x+1)AN...ANP(x+m—1)) = Pz +m)]
vz e N P(x)
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Sis princips izmantojams $adi: lai pieraditu, ka apgalvojums P(zx) ir speka
visiem naturaliem skaitliem, ir javeic Sadas darbibas:

1) japierada, ka visi izteikumi P(0), P(1),..., P(m — 1) ir patiesi;

2) japienem par dotu, ka visi izteikumi P(z), P(z +1),..., P(x +m—1)
ir patiesi, un japierada, ka tad izteikums P(x + m) ir patiess.

£(0), P(1),
Ve € N [P(x) = P(x + 2)]
Vx € N P(x)

Sis princips izmantojams §adi: lai pieraditu, ka apgalvojums P(zx) ir speka
visiem naturaliem skaitliem, ir javeic sadas darbibas:

1) japierada, ka abi izteikumi P(0) un P(1) ir patiesi;

2) japienem par dotu, ka izteikums P(z) ir patiess, un japierada, ka tad
izteikums P(x + 2) ir patiess.

Tikko aplukotais princips balstas uz to, ka katras naturals skaitlis ir vai
nu para, vai nepara skaitlis. Ja z ir parskaitlis, tad atceramies, ka P(0) ir
patiess, bet lidz ar to ir patiess P(2), péc tam secinams, ka patiess ir izteikums
P(4), utt. Iidz P(z). Ja x ir neparskaitlis, tad analogisku spriedumu virkne
saksies ar P(1).

So metodi, acimredzot, var visparinat, nemot 2 vieta patvaligu naturalu
skaitli m > 2.

P(0),P(1),...,P(m—1),
Ve € N [P(x) = Pz +m)]
Vr e N P(z)

Sis princips izmantojams §adi: lai pieraditu, ka apgalvojums P(z) ir speka
visiem naturaliem skaitliem, ir javeic Sadas darbibas:

1) japierada, ka visi izteikumi P(0), P(1),..., P(m — 1) ir patiesi;

2) japienem par dotu, ka izteikums P(z) ir patiess, un japierada, ka tad
izteikums P(z + m) ir patiess.

Ja reiz matematiki ir akceptéjusi matematiskas indukcijas principu, tad
kapec gan to neizmantot definejot dazadas kopas. Vienkarsakaja gadijuma
tas nozime, ka jauzdod kopa A = {ag, a1, ..., an, ...}, kur kopas A elementus
define izmantojot shemu:

any1 = f(an)-



34

3.1. zim.: Kopas S definicija ar visparinato indukciju.

Te f ir kada fikseta procedura (algoritms). Jedzienu algoritms musdienu ma-
tematika define, tacu St kursa ietvaros jedzienu ”algoritms” lietosim intuitiva
nozime ar to saprotot viennozimigi fiksetu procesu, kas apstrada kaut kadus
dotos datus.

3.3. Piemers. Pienemsim, ka A = {ag, a1, ..., a,,...}, kur kopas A ele-
menti definéeti izmantojot sadu shemu:

ap = 2—\/5;

i1 = \/2—1/2—@.

3.4. Vingrinajums. Pieradit, ka visi kopas A elementi ir mazaki par
skaitli 1!

Vispariga gadijuma kopas var definet izmantojot ta saukto visparinato
indukecijas metodi (principu).

1. solis — nofiksejam sakotnejo kopu Sp;
2. solis — nofiksejam izveduma likumus §.

Kopu S definéjam ka kopu, kas iegtuta no kopas Sy elementiem izmantojot
izveduma likumus §. Tagad kopu S; defingjam ka apvienojumu
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S1 = So U S|. Nakosaja soli definejam kopu 57 ka kopu, kas ieguta no
kopas S elementiem izmantojot izveduma likumus §, un definejam Sy ka
apvienojumu Sy = S; U S]. Ta rezultata iegtistam kopu virkni

S C S CSC...CS,C...

[ee]
Visbeidzot definejam S — Sk. Dotas shémas ilustraciju skatit 3.1. zimeju-
k=0

ma.

3.5. Piemers. Pienemsim, ka

0:N—=N : z+0;
s:N—=N : z—ax+1;

n . n .
up cN" =N ¢ (2,29,...,2,) — Ty,

visiem m € 1,n.

So = {o,s}U{ul|n€Z, un me 1,n}

Izveduma likumi §. Isaka pieraksta labad lietosim vektorialu pierakstu,
proti, ja f : N® — N ir n argumentu funkcija, tad

f(f) S f(l’l, Lo, ... 71771)

(i) Ja
f+ N —=N,
g1+ N'"—=N,
g2 : N'"— N,
gm  N'—=N

ir kopas X funkcijas, tad

h<j) ~ f(gl(ff),QQ(J_f), ce 7gm(j))

ir kopas X funkcija.
Sai gadijuma saka, ka funkcija h ir funkciju f, g1, go, - - . , gm kompozicija.
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f : N'"—= N,
g N2 5 N

ir kopas X funkcijas, tad h : N**! — N, kas defineta induktivi ar nosaci-

jumiem
{ h(z,0) = f(z);
h(:i‘7y+1) ~ g(jvyah(jvy»

ir kopas X funkcija.

Sai gadijuma saka, ka funkcija h ir iegita no funkcijam f un g ar primativi
rekursivas shemas palidzibu.

Saskana ar visparinato indukcijas principu tikko aprakstita procedura
define kadu kopu S. Algoritmu teorija sadi definetas kopas S elementus
(Soreiz kopas S elementi ir funkcijas) sauc par primitivi rekursivam funkcijam.

Nutona binoma formula Cerams, ka lasitajam jau no skolas laikiem
labi zinamas Sadas formulas

(a+0b)* = a®+2ab+b?
(a+0b)° a® + 3ab + 3ab® + b*

Misu tuvakais merkis: pieradit lidzigu formulu patvaligam naturalam
kapinatajam, proti,

(a+b)" = (g)a"Jr(?)a"—1b+...+(nﬁ1)ab"‘1+(2)b”
. n n n n—1 n n—1 n n
= (O)b +(1)ab —I—...+<n_1>a b—l—(n)a

- zn: < L ) a*o*

k=0

Tacu vispirms japaskaidro, ko nozime apziméjums ().
Skaitli
| 1, ja n=0;
n. <= .
nn—1), ja neZ,
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sauc par n faktorialu. Savukart skaitli

ko n\ n!
On = (k‘) T kl(n —k)!

sauc par kombinaciju skaitu no n elementiem pa k elementiem; te k < n.
Uzreiz no definicijas izriet, ka

(1) =memm= ()

3.6. Lemma. Ja k < n, tad

(1) ()= )

(Z)*(kil) - k:!(nnik;)!+(k+1)!(;ﬂ—k—1)!

B n! 1 . 1
o kln—k—1\n—-k k+1

B n! k+1+n—k
T Kn—k—=1! (n—k)(k+1)
B (n+1)!

~ (k+D)l(n—k)!

(n+1)! n+1
N (k+1)!(n+1—k—1)!:(/<:+1) .

3.7. Teorema. Jan € N, tad

(a+b)" = i ( Z ) a*br (3.1)

k=0
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O Pieradijuma izmantosim matematiskas indukcijas metodi.
Indukcijas baze: ja n =0, tad

(a+5)° =1 = (§)a’

Induktiva pareja: piepemam, ka formula (3.1) ir pareiza. Tagad izmanto-
jot gan induktivo pienémumu, gan 3.6. Lemmu veicam Sadus parveidojumus

(CL =+ b)n-{—l

(a+b)(a+b)"

(a+b)§ ( Z ) a*prk

- n kin—k - n kpn—k
aZ(k)ab —i—bZ(k)ab
k=0 k=0
u n) k4+1in—k - n kpn—k+1
Z a®" b —|—Z< )ab
(k P k

k=0

n n n 27n—1 n n n+1
<O)ab +(1)ab +...+(n_1>ab+a
b”+1+(n)ab”+(n>a2bn1+...+<n>a”b

1 2 n

n+1 n n n n n 21n—1
e ((5) - (1)) (1) +(5)) o
..—i—(<nﬁl)—l—(Z))azbn_l—{—a”H
<n+1)bn+1+(n+l)abn+1—1+(n+1)a2bn+l—2

0 1 2
n+11Y . n+1\ 4
..—l—( n )ab+<n+1)a



4. nodala

IZTEIKUMI

Matematiskas logikas priekSmets. Izteikumi, to patiesumvertibas. Vienkarsi
un salikti izteikumi. Logiskas operacijas, to definicijas ar patiesumvertibu ta-
bulam.

Matematisko logiku var uzskatit par formalo logiku, kas lieto matematis-
kas metodes un matematiska tipa simboliku. Matematiskas logikas lietojumi
saistami ar tadam matematikas disciplinam, ka: matematikas pamati, kopu
teorija, izvedumu teorija, algebra. Miusdienas daznedazadi matematiskas
logikas virzieni nopietni attistas teoretiskas datorzinatnes pasparne. Tiesi
datorzinatnes ienaksana misu dzive nopietni veicina matematiskas logikas
attistibu. Atzimesim, ka matematiskas logikas atzinas lieto art fizika, bio-
logija, valodnieciba, jurispudence un tehnika (ipasi elektronika, automatisku
iericu projektésana, tai skaita, robotu).

Atkartojam, attistitas teorijas pamatiezime ir ”speéles noteikumu” fik-
sesana. Izradas, lai korekti uzbuvetu teoriju, jafikse ne tikai pamatjedzieni un
aksiomas, bet javienojas arl par spriedumu sistému jeb logiku, kas biis par pa-
matu apgalvojumu un teoremu pieradijumos. Klasiskas matematiskas logikas
vienkarsako dalu, proti, izteikumu logiku izdodas reducet Iidz "melnbaltai
pasaulei”. Kada tad ir §1 "melnbalta pasaule”? Par pamatjedzieniem izvelas
iztetkumus. Intuitivi, izteikumi ir apgalvojumi, kas ir vai nu patiesi vai aplami
(t.i., kludaini). Tie noteikti nav nedz jautajuma, nedz izsaukuma teikumi.

7 b

[zteikumu logikas uzdevums — precizet matematika lietoto vardu: "un”,
"vai”, "nav tiesa, ka”, "ja ..., tad ...”, "tad un tikai tad” saturu.
Tatad izteikuma jedziens ir pamatjedziens un netiek definets. Situacija

ir tada, ka no izteikumu logikas viedokla raugoties, nav vel vienkarsaku
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jedzienu, uz kuriem varetu reducet jedzienu par izteikumu. Ka jau ieprieks
minejam, aprakstosi paskaidrojot, var teikt, ka par izteikumu saucam tadu
apgalvojumu, kas ir vai nu patiess, vai aplams. Ta rezultata paradas art
patiesumuvertibas jedziens, kas ar1 ir pamatjedziens.

Tagad sniegsim So jedzienu detalizetaku skaidrojumu. Luk, dazi izteiku-
mu piemeri:

e Nedela ir septinas dienas.
e Riga nav Francijas galvaspilseta.
e Katra punkta x( diferencejama funkcija ir nepartraukta sai punkta.

Sie apgalvojumi ir uzskatami par izteikumiem, turklat — patiesiem iz-
teikumiem. Tacu izteikumiem obligati nav jabut patiesiem. Ka izteikumu
piemeri noder ar1 sadi aplami izteikumi:

e Nedela ir devinas dienas.
e Riga ir Francijas galvaspilseta.
e Katra segmenta [a; b] integréjama funkcija ir nepartraukta sai intervala.

4.1. Vingrinajums. Vai teikums:
— Riga ir Francijas, bet Berline ir Vacijas galvaspilseta, — ir izteikums?

ArT izteiksmes
2w 27w
° sin® 7 + cos” 7 > 1,

e 2<lim(1+431)" <3,
n—oo
kas paSas nav stastijuma teikumi parasta nozime, ir izteikumi. Tas demon-
stre, ka izteikuma pierakstam var lietot ne tikai dabisko valodu alfabetus,
bet art dazadas "maksligas” zinatnes valodas. Ja raugamies no gramatikas
viedokla, visi aplikotie izteikumu piemeri ir stastijuma teikumi. Tacu ne
katrs stastijuma teikums ir izteikums.

e Cetrsturi sauc par rombu, ja ta visas malas ir vienlielas.
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Sis teikums péc formas ir definicija, tacu taja neko neapgalvo, ja nu
vienigi to, kadu objektu turpmak sauksim par rombu. Arl citas definicijas
nav izteikumi.

Izteikumu logika interesejas tikai par par tadiem teikumiem, par kuriem
potenciala nozime var konstatet, vai apgalvojums ir paties vai aplams. Tai
pasa laika nav nepiecieSsams zinat vai pat prast noskaidrot, kada konkretajam
izteikumam ir patiesumvertiba. Svarigi ir tikai, lai varetu rekinaties ar to,
ka izteikumam tada patiesumvertiba ir. Piemeram, teikums:

e Skaitla m decimalizvirzijuma cipars 7 ieiet bezgala daudz reizu.

ir nevainojams izteikums, kaut ari ir apSaubami, vai kads no lasitajiem zin
pareizo atbildi.
Tai pasa laika teikumi:

e Kur tu skriesi, vanadzini?
e Nac nakdama, Janu diena!

nav uzskatami par izteikumiem. Vispar (ka jau ieprieks mingjam) teikumus,
kas izteic jautajumu vai paveli neuzskata par izteikumiem.

Sacitais var vedinat uz domam, ka par izteikumu sauc katru teikumu,
kuram ir apgalvojuma raksturs. Gluzi ta tas tomer nav.

e Skatla 7 otra diagonale ir zala.
e Skaitlis 456 223 376 ir diezgan liels skaitlis.

Pirmais teikums ir absurda literatiiras piemers, un tam nevar piekartot pa-
tiesuma vertibu satura nesaprotamibas del. Otrais piemers arT nav izteikums,
vismaz tik ilgi, kamer neesam noprecizejusi, ka jasaprot termins ” diezgan liels
skaitlis”. Galu gala absurda literaturas cienitaji var iebilst:

— Katrs inteligents cilveks saprot teikumu

e Dzejnieks devas izjade pa makonu kalniem ar savu miloto Pegazu.

Ta rezultata var izradities, ka doto teikumu viena gadijuma mes atzistam
par izteikumu, bet cita — ne! Viss atkarigs no konteksta.

Vel vairak — ne katrs apgalvojums ir izteikums pat tad, ja tas formuléts
korekti un saprotami. Piemeram, teikumu

e Skaitlis n ir parskaitlis.
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neuzskata par izteikumu. Iemesls ir tas, ka nav iespejams noteikt $1 apgalvo-
juma patiesuma vertibu parak mazas informacijas del. Apgalvojums

e Skaitlis 4 ir parskaitlis.
ir patiess izteikums. Savukart apgalvojums
e Skaitlis 5 ir parskaitlis.

ir aplams izteikums. Sai piemeéra, mainiga lieluma n vieta ievietojot konkrétas
piemérotas vertibas ieglistam izteikumus. Sadas izteiksmes medz saukt par
iztetkumformam. Matematiska logika nodarbojas art ar Sadas formas ap-
galvojumiem, tacu tas notiek nevis izteikumu, bet gan predikatu logikas iet-
varos.

Rezumejot (nedaudz atkartojoties) varétu sacit, ka par izteikumu sauc
teikumu ar apgalvojuma raksturu, ja ir jéga runat par 1 teikuma patiesuma
vertibu, t.i., ja principa var konstatet, vai apgalvojums ir patiess vai aplams.

Bridinajums. Pec sava formulejuma iepriekseja rindkopa atgadina de-
finiciju, tacu japasvitro, ka ta te nav domata ka definicija (vismaz tai nozime
ka So jedzienu lieto matematiki). Preteja gadijuma naktos talak paskaidrot
(definet), ko nozime jedzieni

° teikums, apgalvojums, jega, patiesums.

Tatad iepriekseja rindkopa uzskatama par aprakstosu paskaidrojumu, ne
vairak.

Atgadinasim, ka jedziens par patiesumvertibu art tiek lietots bez defini-
cijas. Intuitivi mes uzskatam par patiesiem tos izteikumus, kuru saturs
atbilst objektivajai realitatei. Tacu zinatne ar tik sazuburotu abstrakciju
sistemu, kada ir matematika, jautajums par kada apgalvojuma atbilstibu
objektivajai realitatei ir loti sarezgits.

Izteikumu piemeri neierobezota skaita atrodami katra zinatne — ma-
tematika, datorzinatnes, fizika, kimija, biologija. Tas pats attiecas uz ik-
dienas valodu sadzive. Izteikumu logika abstrahgjas no izteikumu satura, un
vienigas IpasSibas, kuram ta pievers uzmanibu ir izteikumu logiska struktiira
un patiesuma vertiba. Var teikt, ka mes visus izteikumus sadalam divas
klases — patiesajos un aplamajos. Norunasim turpmak izteikumus apzimet
ar lielajiem burtiem

A B,C,...
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Ar mazo burtu
p

apzimesim izteikumu, par kuru zinams, ka tas ir patiess, bet ar
a

apzimesim aplamu izteikumu. Pieraksts
A~DB

nozime, ka izteikumiem A un B ir vienadas patiesuma vertibas. Speciala
gadijuma pieraksts
A~p

izsaka to pasu, ko teikums:
— izteikums A ir patiess. Savukart pieraksts

A~a

norada, ka izteikums A ir aplams.

Janorada, ka ilustracijas, kas nemtas no ikdienas dzives, biezi vien par
izteikumiem tiek uzskatiti apgalvojumi, kas stingri nemot, nav izteikumi,
bet klutu par tadiem tikai pie zinamu papildus nosacijumu pievienosanas.
Tads, piemeram, ir teikums

e Diena ir makonaina.

Precizi runajot, to var uzskatiti par izteikumu ne agrak, ka pec tam, kad
precizeta vieta un laiks, jo preteja gadijuma mes nevaram noteikt apgalvoju-
ma patiesuma vertibu. Tomer teksta dazkart mes lietosim Sadus piemerus.
Tadu pieeju var attaisnot, jo Iidzigi piemeri ir derigi neatkarigi no ta, tiesi
kada veida izdarits nepiecieSamais precizejums. Bez tam parak skrupolozs
nosacijumu uzskaitijums izklastu biezi vien padara smagneju un griti uz-
tveramu, jo novers lasitaja uzmanibu no lietas butibas.

Atzimesim, ka tikko aplukotais piemers var izraisit ar citus iebildumus,
kurus mes turpmak ignoresim. Piemeram, cik daudz makonu jabtut pie debess
juma, lai mes uzskatitu, ka diena ir makonaina?

Izteikumus skiro vienkarsos un saliktos. Izteikumus, kuru sastava nav citu
izteikumu, sauc par vienkarsiem izteikumiem, bet parejos sauc par saliktiem
izteikumiem. Tatad saliktie izteikumi ir izveidoti no viena vai vairakiem
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citiem izteikumiem. Piebildisim, ja saliktais izteikums B izveidots no viena
izteikuma, teiksim, izteikuma A, tad izteikums B izteikumu A satur ka
sastavdalu.

Bridinajums. Lidzigi ka situacija ar izteikumiem, art Sai gadijuma ie-
priekseja rindkopa nav jauztver ka definicija.

Tagad sniegsim detalizetaku skaidrojumu piedavatajai klasifikacijai.

e Funkcija y = sin x nav diferencejama vai y = sin z ir nepartraukta.
Sis teikums sastav no diviem apgalvojumiem, proti,

e Funkcija y = sin x nav diferencejama.
un

e y = sinx ir nepartraukta.

Ja izteikumu ”Funkcija y = sinx nav diferencejama” apzimejam ar A, bet
izteikumu "y = sin x ir nepartraukta” apzimejam ar B, tad teikums ” Funkci-
ja y = sinz nav diferencejama vai y = sin x ir nepartraukta.” uzrakstams ar
formulu

AV B,

kur vards ”vai” apziméts ar simbolu V. ST iemesla dél més izteikumu ” Funkci-
P 3
ja y = sinx nav diferencéjama vai y = sinx ir nepartraukta.” klasificejam
ka saliktu izteikumu.
Tradicionali pienemts, ka apgalvojumu C' sauc par vienkarsu, ja tas ar
formulu nav reprezentejams izskata

-A, AANB, AVB, A= B, A< B.
Te

—-A apzime izteikumu: nav tiesa, ka A,
AN B apzime izteikumu: A un B,
AV B apzime izteikumu: A vai B,
A = B apzime izteikumu: ja A, tad B,
A< B apzime izteikumu: A tad un tikai tad, ja B.

Ta rezultata vienkarsi izteikumi ir apgalvojumi:
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Sokrats ir cilveks.

Aija spelejas ar Brenci.

3> 1.

Funkcija y = sin x ir diferenceéjama.

Salikti izteikumi ir apgalvojumi:

e Ja Sokrats ir cilveks, tad Aija spelejas ar Brenci.
e 3> 1 tad un tikai tad, ja 1 < 3.

e Funkcija y = sinx nav diferencejama.

Sie parspriedumi lauj apgalvot, ka izteikums ”Funkcija y = sin« nav di-
ferencejama vai y = sin x ir nepartraukta.” klasificejams ka salikts izteikums.
Ar formulu sis saliktais izteikums izsakams sadi

-DV B,
kur

D apzime vienkarsu izteikumu: funkcija y = sin x ir diferencejama,

B apzime vienkarsu izteikumu: y = sinx ir nepartraukta.

4.2. Vingrinajums. Teikumu:
e Sodien nav vasara val ezeri ir brivi no ledus.

uzrakstit ar izteikumu logikas formulu ta, lai katrs Sai formula ieejosais
izteikums butu vienkarss! No kadiem vienkarsiem izteikumiem konstruéts
Sis teikums?

Ka jau ieprieks minejam izteikumu logiku interese tikai izteikumu pa-
tiesumvertibas (meés tacu sadalijam visus izteikumus divas klases: patiesajos
un aplamajos) un So izteikumu logiska struktura. Logiskas strukturas analizi
liela mera atvieglo vienoSanas, ka nosakama salikta izteikuma patiesum-
vertiba, ja zinamas §1 izteikuma sastavdalu patiesumvertibas. Ta mes no-
nakam pie logiskas operacijas jedziena.
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e Logiska operacija ir operacija, kuras argumenti un ari rezultata ie-
glistamas vertibas ir patiesumvertibas.
Sie parspriedumi motive sadu logiskas operacijas definiciju.

4.3. Definicija. Algebrisku n—vietigu operaciju o : {a,p}* — {a,p}
sauc par n-vietigu logisku operaciju.

Izteikumu —A sauc par izteikuma A negaciju, un lasa "negacija no A”,
"nav tiesa, ka A” vai arT "ne A”, pie kam jauna izteikuma patiesuma vertibu
nosaka tabula:

-A
a | p
p| a

Saja tabula apkopotais nozime: ja izteikums A ir aplams (a), tad iztei-
kums —A ir patiess (p); un otradi, ja izteikums A ir patiess, tad izteikums
—A ir aplams. Negacija ir vienvietiga logiska operacija.

[eviesisim arT ¢etras divvietigas logiskas operacijas.

A|B|ANB|AVB|A=B| A< B
al a a a P P
a|p a p p a
pl|a a P a a
p|p p p P p

Tabula define divu izteikumu A un B konjunkciju AN B, disjunkciju AV B,
implikaciju A = B un ekvivalenci A < B.

Noruna. Mes sakam, ka tabula define divu izteikumu konjunkciju, kaut
precizak butu teikt, ka tabula define, ka nosakama divu izteikumu konjunkci-
jas patiesumvertiba, ja zinamas to sastavdalu patiesumvertibas. Lidziga
noruna attiecas ari uz parejam logiskam operacijam.

Pierakstu A A B lasa ”A un B” vai ar1 ” A konjunkcija B”. Pierakstu
AV B lasa " A vai B” vai ar1 7 A disjunkcija B”. Pierakstu A = B lasa ”ja
A, tad B”, "no A seko B” vai ar1 ” A implice B”. Pierakstu A < B lasa” A
tad un tikai tad, ja B” vai ar1 7 A ekvivalents B”.
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Izteikumus A un B sauc par konjunkcijas A N B (disjunkcijas
AV B ) locekfiem. Izteikumu A sauc par implikacijas A = B premisu,
nosacijumu jeb antecedentu, izteikumu B — par secinajumu jeb sukceden-
tu. Izteikumu A sauc par ekvivalences A < B kreiso pusi, bet izteikumu
B — par labo pusi. Satriecosakais saja logika bez Saubam ir sada teikuma
patiesums:

e Ja zirgs lido apraudzit trejdevinas zemes, tad tresdienas pus patikams
dienvidvejs.

Bet ieverosim, mes dzivojam "melnbalta pasaule” un interesejamies tikai
par logiskas secinasanas likumibu. Izejas premisa tacu ir aplama, tapec
pasa logiskas secinasanas darbiba mes nesaskatam nekadus trukumus. Lai
arl cik Sada secinasanas shema mums liktos primitiva, tomer gandriz visa
matematika buveta tiesi uz Siem pamatiem. Kamer, izmantojot matematiku,
vilcieni, kugi un lidmasimas kurse nevainojami, mums nav nopietna iemesla
no tas atteikties, un tatad ari no klasiskas matematiskas logikas. It seviski
vel tadel, ka logika ir vienkarsa un erti lietojama matematiskos pieradijumos.

Sai vieta varetu arT pielikt punktu, taéu interesi izraisa jaut@jums:

— Kapec tiesi sada veida definetas logiskas operacijas?

Matematiska idealizacija nozime, ka kaut kada nematematiska jedziena
matematizacijas gaita tam pieskir dazas 1pasibas, kuras Sim jedzienam ta
pirmveida nav piemitusas. Sis jaunas Ipasibas matematisku teoriju lauj iz-
veidot parskatamaku un nav pretruna ar realitati.

Tipisks piemers ir geometrija. Taisne ir neierobezota, kaut arl neviens
cilveks realitate neko tadu nav redzejis. Jedziens par neierobezota garuma
taisni ir lavis izveidot mums pazistamo geometriju, turpreti rikosanas tikai
ar nogriezniem butu ieverojami sarezgijusi geometrijas logisko strukturu.

Lidziga veida izteikumu logika un tas likumi kltutu neparocigaki, ja mes
logiskas operacijas ieviestu, ka daleji definetus attelojumus.

Negacijas saturs ir loti tuvs saikla "ne” nozimei dabiska valoda. Varbiit
pati vienkarsaka un dabiskaka no logiskajam operacijam ir konjunkcija. Tas
saturs visai precizi atbilst saikla ”un” nozimei dabiska valoda.

Pirmas iebildes parasti saistas ar disjunkciju. Disjunkcija

e 242=5vai 7T—3 =2.
ir aplama, jo abi tas locekli ir aplami. Patiesas ir disjunkcijas

e Zakis ir augs vai trusis ir ziditajs.
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e Rezekne ietek Lubanas ezera vai Daugava ietek Babites ezera.

o 21+2=4 vai Talsi atrodas Kurzeme.

Y

Ka redzams no pedeja piemera un disjunkcijas definicijas saiklis ”vai”
pielauj iespeju, ka patiesi ir abi apgalvojumi. Izsledzosajam skirosajam saik-
lim ”vai” atbilst cita logiska operacija, ko definesim velak.

Izpratnes zina pati sarezgitaka no tikko definetajam logiskajam operacijam
ir implikacija. Pirmaja bridi liekas, ka St operacija izteic celonsakaribu. Ta
tas tomer nav, piemeéram, implikacija

e Ja Riga ir Latvijas galvaspilseta, tad diferencejama funkcija y = a2

ir nepartraukta.

neizsaka nekadu saturisku celonsakaribu. Ja nu vienigi absurdas literatiiras
cienitaji te spej saskatit kadu celonsakaribu. Neskatoties uz tikko izteik-
to parliecinoSo skepsi, saskana ar imlikacijas definiciju tikko aplukotais iz-
teikums " Ja Riga ir Latvijas galvaspilséta, tad diferenceéjama funkcija y = 22
ir nepartraukta” ir patiess.

Nepareizi butu domat, ka implikacija katra gadijuma norada uz logisku
secinajumu §1 termina ierastaja nozime. Patiesaja implikacija

o Ja 24+2=4, tad diferencejama funkcija ir nepartraukta.

secinajums nebut logiski neizriet no nosacijuma.

Un tomer istais iemesls, kapéec izteikumu logika apliiko implikaciju, ir tiesi
logiskas secinasanas apraksts ar simboliskas logikas metodem. Sis logiskas
secinasanas likums ir

A, A= B
B

modus ponens:

Vardos tas izsakams sadi:

e Ja patiesa ir implikacijas premisa A un patiesa ir pati implikacija
A = B, tad patiess ir arT implikacijas secinajums B.

Tiesi sada un parasti tikai sada situacija implikaciju lieto tradicionalaja,
nematematiskaja logika. Tac¢u miusu uzdevums ir implikaciju definet ka al-
gebrisku divvietigu operaciju, t.i., tai jabut definetai visos Cetros iespejamos
gadijumos.

Pie matematiskas domasanas nepieradusam lasitajam dazkart liekas di-
vaini, ka par patiesu atzist implikaciju, kuras secinajums ir aplams, piemeram,
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e Ja2+2=5tad 7—3 = 2.

[ebildums parasti robezojas ar saSutumu:

— Bet 7 — 3 tac¢u nav 2!

— Ja, tacu 242 ar1 nav 5.

Nedrikst aizmirst, ka imlikacija izsaka nosacitu apgalvojumu: secinajums
ir patiess, ja patiesa ir premisa. Nesapratigi butu prasit, lai no aplamas
premisas pareiza sprieduma rezultata tiktu iegiits patiess secinajums. Lidz
ar to pasam spriedumam nav nekadas vainas. Tas motive izveli a = a ~ p.

Tapat pirmaja bridi ne labprat atzist par patiesu, piemeram, teikumu:

e Ja 2+2=5 tad 7 — 3 = 4.

Ta ir implikacija ar aplamu premisu un patiesu secinajumu. Figurali iz-
sakoties:

— Pret genialitati zalu nav. Ja jau kads ir tik apdavinats, ka sp€j izsecinat
patiesus apgalvojumus arl no aplamam premisam, tad nav iemesla Sadas
sprieSanas spejas ignoret un atzit par nederigam. Pretéja gadijuma to jau
vajadzetu raksturot ar vardu skaudiba.

ST iemesla dél izvélas definiciju a = p ~ p.

Parasti nekadas domstarpibas nerada gadijums, kad implikacijas nosa-
cijjums patiess, bet secinajums aplams. Tadu apgalvojumu, bez saubam, var
uzskatit par aplamu.

Ekvivalences saturs ir vienkarss un dabisks: tas vertiba ir patiesa tajos
gadijumos, kad abi argumenti ir ar vienadu patiesuma vertibu.

Protams viss sacitais nav jauztver ka logisko operaciju definiciju ”pie-
radijjums”. Definicijas atskirtba no teoremam vispar nepierada! Nupat iz-
dartta analize jauztver ka motivacija, kapec tiesi sada veida definetas musu
izveletas logiskas operacijas.

4.4. Vingrinajums. Teikumu:

e Ne Dienvidi, ne Ziemeli neuzvareja ASV pilsonu kara.

uzrakstit ar izteikumu logikas formulu ta, lai katrs Sai formula ieejosais
izteikums butu vienkarss! No kadiem vienkarsiem izteikumiem konstruéts
Sis teikums?
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FORMULAS

Formulas, to patiesumvertibu tabulas.

Teoriju var attistit formali nemaz neinteresejoties par tas saturu. So
teorijas dalu sauc par sintaksi. Teorijas saturisko aspektu sauc par seman-
tiku. Logika savam vajadzibam veido specialas maksligas simbolu valodas ar
savu gramatiku, tadejadi it ka pilniba atsakoties no parastas valodas. Spe-
cializetam noliikam parocigaka ir maksliga valoda. Taja saglabats tikai tas,
kas nepieciesams noteiktam merkim. Viss cits atmests ka nebtuitisks vai pat
traucejoss. Teorijas izklasts ir ciesi saistits ar konkretajai teorijai pieskanoto
maksligo valodu, tapec jedzienus sintakse un semantika attiecina tiesi uz
teorijai pieskanoto valodu.

Ja grib teikt, ka kada valoda izmantota ka Iidzeklis, lai aprakstitu un
petitu citu valodu, tad pirmo attieciba pret otru sauc par metavalodu. Mes Sai
kursa apraksta ka metavalodu attieciba pret matematiskas logikas valodam
lietojam latviesu valodu. To valodu, par kuru ir runa un kas uzskatama par
misu petijuma objektu, medz saukt par objektvalodu.

Katra valoda savu pierakstu veidosanai lieto zimes — ta saucamos ele-
mentaros simbolus. Visu pielaujamo elementaro simbolu sarakstu sauc par
objektvalodas alfabetu. Parasti alfabeta elementi ir konstruktivas dabas ob-
jekti. Gramatu lapas iespiestie burti ir tipisks konstruktivu objektu piemers.
No kopu teorijas viedokla var uzskatit, ka alfabets un kopa ir sinontmi (vis-
maz klasiskas matematikas ietvaros). Alfabeta elementus, t.i., elementaros
simbolus sauc ar1 par burtiem.
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Pienemsim, ka A ir alfabets. Katru kopas
AT = A
n=1

elementu u € A" sauc par alfabeta A netuksu vardu. Pienemsim, ka

w = (uy,Usg, ..., u), v =(v1,V2,...,Um)

ir alfabeta A netuksi vardi, tad

UFFV = (Ur, Uty oy Uk, V1, Ve ooy Un).

So kopa AT definéto operaciju sauc par konkatenaciju.

Parasti varda definiciju vel papildina ar norunu, ka drikst lietot ari ta
saukto tuk$o vardu, kas nesatur nevienu burtu. Sis vards ir, varétu sacit,
vienkarsi tuksa vieta. Vienosimies tuksSo vietu apzimet ar grieku burtu
"lambda”: .

Saskana ar norunu
AN = A, Vu € AT Miu = u = u#\.

Kopu
A" = ATU{)\}

sauc par alfabeta A vardu kopu. Kopas A* elementus sauc par vardiem.
Ka tas tradicionali pienemts, ja nerodas parpratumi, tad konkatenacijas
operaciju izlaiz un lieto pierakstu

Y = uHv,
bez tam
Uiz ... U, >~ (ul,u2,. .. ,uk).
Jaa =u; =uy =...=u,, tad lieto arT pierakstu a” = wujus ... u,. Savukart
a’® = \
= A\

Pienemsim, ka u € A", tad skaitli n sauc par varda u garumu, ko turpmak
apzimesim ar |u|. Saskana ar definiciju piegemsim, ka |A\| = 0.

Trijnieku (u, v, ') sauc par varda v ieeju varda w, ja w = wou'. Jaa € A
un w € A*, tad ar |w|, apzimesim burta a dazado ieeju skaitu varda v.
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5.1. Piemers. Trijnieks (p, asaka, ) ir varda asaka ieeja varda pasaka.
Atzimesim, ka |pasakal, = 3, t.i., burts a varda pasaka ieiet 3 reizes.

5.2. Definicija. Vardu v € A* sauc par varda w € A* dalitaju jeb
apasvardu, ja eksisté tadi v € A* un v’ € A*, ka w = wou'. Sai situacija
vardu uw sauc par priedekli, bet v’ — par piedekli. Ja u # w, tad u sauc par
wstu priedekli; lidzigi, ja v’ # w, tad v’ sauc par istu piedekli.

5.3. Definicija. Kopas A* patvaligu apakskopu L sauc par valodu al-
fabeta A. Ja kopa L ir galiga, tad valodu L sauc par galigu valodu; lidzigi,
ja L ir bezgaliga kopa, tad valodu L sauc par bezgaligu valodu.

Izteikumu logika nav iznemums. Tatad liela meéra attistot izteikumu
logikas sintaksi var ignoret iepriekseja paragrafa izklastito. Vismaz formulas
definicijai tas viss nav 1pasi nozimigs.

5.4. Definicija. Alfabétu
IT=A{A ANV, = < ()}
sauc par iztetkumu logikas alfabetu.
Alfabeta Z vardu (A™) sauc par mainigu izteikumu, isak — par mainigo,
ja tikai A™ £ \. Burtus -, A, V, =, & sauc par logisko operaciju zimem.

Burts

- apzime negaciju,

A — konjunkciju,

Vv — disjunkciju,
= — implikaciju,
& — ekvivalenci.

Burtus (, ) sauc par iekavam, attiecigi

( sauc par kreiso ickavu,

) sauc par labo iekavu.

5.5. Definicija. (i) Katru mainigo sauc par formulu.
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(ii)) Ja A ir formula, tad (—2A) sauc par formulu.
(iii) Ja A wun B ir formulas, tad
RAVB), (AADB), (A=DB), A<D
sauc par formulam.

Lidz ar to mes esam defingjusi izteikumu logikas valodu alfabeta Z, ko
Tsuma labad apzimeésim ar Frm. Sis valodas vardus més tikko nosaucam par
formulam. Formulas definicija ir rekursiva, citiem vardiem sakot, kopa Frm
defineta ar visparinato indukcijas metodi.

5.6. Sekas. Katras formulas pirmais burts ir kreisa iekava
bet pedejais — laba iekava ) .

Saskana ar formulas definiciju vards (AA) ir formula, ko mes 1suma labad
norunajam apzimet ar pierakstu (A?). Ta rezultata vardi (A%), (A?), (A%7)
ir formulas, tacu vards (AY) = (A\) = () nav formula.

5.7. Definicija. Mainigo (A™) sauc par formulas § € Frm argumentu,
ja vards (A™) ir varda § dalitajs.

Isak to meés formulesim sadi:

— Formula ieejosos mainigos sauc par formulas argumentiem.

ArT turpmak, ja tas neradis parpratumus, mes pieturesimies tiesi pie sadas
izteiksmes formas.

Pieraksta ertibas labad (meés velamies but péc iespejas elastigaki) mai-
nigos, tapat ka iepriekseja paragrafa izteikumus, turpmak apzimesim ar liela-
jiem burtiem (parasti no latigu alfabéta sakuma)

A B,C,. ..

Tapat mainigo apzimesanai mes pielausim izmantot lielos latimu alfabeta
burtus ar indeksiem, piemeram,

A17 B77 Ci? Clj R
5.8. Apgalvojums. Katrai formulai §
1Sl =18y =0.
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O Pieradijums induktivs pa formulas definiciju.

(i) Ja g = (A"), tad [§|(— |y =1—-1=0.

(i) Ja § = (=), kur 2 ir formula, tad saskana ar indukcijas piepémumu
A — |A]y = 0. No Sejienes

Sl = 18h = [(==20)] = [(==0)],
= 1+ (A —(A)+1)
= [A[—[A)=0

(iii) Ja § = (A vV B), kur A un B ir formulas, tad saskana ar indukcijas
pienemumu A — [™A]y = 0 = |B| — |B]). No Sejienes

Bl =18 = [(&vVB)[— =&V B)
= 14 A+ Bl — (A +B)+ 1)
= (&A= &A) + (Bl — B])) =0

Parejo gadijumu pieradijumus, proti, ja § = (AAB), F = (A = B) vai
§ = (A & B) piedavajam lasitajam ka vingrinajumu. m

5.9. Vingrinajums. Pabeigt 5.8. Apgalvojuma pieradijumau.

Parastas algebras formulas izdodas ietaupit dalu no iekavam, norunajot,
ka reizinasana saista ciesak par saskaitisanu. Lidziga metode lietojama ari
logikas formulam. Parasti vienojas, ka logisko operaciju zimes sakartotas péc
ciesuma $ada seciba: visciesak saista negacija (—), mazak ciesi konjunkcija
(A) un disjunkcija (V), vel mazak ciesi implikacija (=) un ekvivalence (<).
Saskana ar So norunu konjunkcija un disjunkcija, art implikacija un ekviva-
lence saista vienlidz ciesi. Ta formula

(A= (As C)AC)) (5.1)

tagad pierakstama ka:

(A= (Ae C)AC)

Papildus vienosimies parasti nerakstit ar1 arejas iekavas, kuras ieslegta visa
formula. Tagad iepries doto formulu var pierakstit sadi:

A= (A C)AC (5.2)
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5.10. Definicija. Formulu A sauc par formulas § apaksformulu, ja vards
A wr varda § dalitags.

Saprotams, ka apaksformulas definicija tiesa veida neattiecas uz formulas
saisinatu pierakstu. Aplukojot ieprieksejo piemeru varetu domat, ka formula

A= (AsO)

ir formulas (5.2) apaksformula, ta¢u atjaunojot visas iekavas redzams, ka
vards

(A= (A= 0))
nav varda (5.1) dalitajs.

5.11. Lemma. Jau # A ir ists formulas § priedeklis, tad |u| —|uly > 0.

O Pieradijums induktivs pa formulas definiciju.
(i) Ja § = (A"), tad u = (A*, kur 0 < k < n. No Sejienes

jul — July = 1> 0

(ii) Ja § = (=), kur A ir formula, tad skirosim divus gadijumus.

a) Pienemsim, ka |u| < 2, tad v = ( vai v = (= ; tapec |u| — |u]y =1 > 0.

b) Piegemsim, ka |u| > 2, tad v = (—v, kur A # v un v ir formulas A
priedeklis, jo u ir formulas § ists priedeklis.

e Ja v ir formulas 2 1sts priedeklis, tad saskana ar ar indukcijas pienemu-
mu |v| — |v]y > 0; tapec

Jul¢ = fuly = (=0l = [(=v]) = T+ ol = [v]) > 0.
e Ja v =2, tad saskana ar 5.8. Apgalvojumu |v| — |v]) = 0; tapec
Jul¢ = |uly = [(=vl¢ = [(=v])y = 1+ [ol¢ = v}y > 0.
(iii) Ja § = (A V B), kur A un B ir formulas, tad tad skirosim divus
gadijumus.
a) Pienemsim, ka v = (v, kur v ir varda 2V priedeklis.

o Jav =\ tad u = (; tapec |u| — |uly =1 > 0.
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e Ja v ir formulas 2 1sts priedeklis, tad saskana ar ar indukcijas pienemu-
mu |v| — [v]y > 0; tapec

lul( — |uly = [(v] = |(v]y = 1T+ |v| = [v]y > 0.

e Jav =2, tad saskana ar 5.8. Apgalvojumu |v| — |v]) = 0; tapec
ul = fuly = |(v|( = [(v]y = 1+ |v|¢ = |o]) > 0.
e Ja v =2V, tad atkal izmantojam 5.8. Apgalvojumu, proti,
| — ||y = 0; tapec
Jul¢ = fuly = (v = [(oh) =@V ]| —|(™AV],
= 1+|91‘(— |Ql|) > 0.
b) Pienemsim, ka u = (A V v, tad v ir formulas B priedeklis, jo wu ir
formulas § 1sts priedeklis.

e Ja v ir formulas ‘B 1sts priedeklis, tad saskana ar ar indukcijas pienemu-
mu |v| — |v]y > 0. Tagad nemam vera ar1 5.8. Apgalvojumu
|Ql|( — |Ql|) = 0; tapec
ul = fuly = [V o[ =@Vl
= 1+ A+ |v] = [~A]) = [v])
= 1—|—|U|(— |U’) >0.

e Ja v = ‘B, tad izmantojam 5.8. Apgalvojumu, proti, ||  — ||y = 0
un |B| — |B|y = 0; tapec
uf( = fuly = |(AV B[ —[(AV B,
= 14 [+ B[ — [A) = |B], > 0.

Parejo gadijumu pieradijumus, proti, ja § = (AAB), F = (A = B) vai
§ = (A & B) piedavajam lasitajam ka vingrinajumu. m

5.12. Vingrinajums. Pabeigt 5.11. Lemmas pieradiyumu.

5.13. Sekas. Ja v # X ir ists formulas § piedéklis, tad
vl = [v]) <0.
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O Pienemsim, ka v # X ir formulas § ists piedeklis, tad § = wwv, kur
u # A un u ir formulas § ists priedeklis. Saskana ar 5.11. Lemmu
lul — |uly > 0. Ta ka [§|— |§]) = 0 (5.8. Apgalvojums) un

1Sl = [ulc+ vl 8]y = luly+ [v]y,
tad

wlc—=lohy = 8lc— lul = (5]) = lul))
= —(lul(—|u))) <0. =

Pienemsim, ka
U1TW1V1 = U2W3V2 .

Mes teiksim, ka w; iederas wo, ja atrodami tadi vardi v, v’, ka
/ /
U = uUU un V1 =0V Vy.

Preteja gadijuma mes teiksim, ka wy neiederas ws.
Ja w; iederas wy, tad w; ir varda wy dalitajs, tacu ne katrs varda ws
dalitajs iederas varda ws.

5.14. Piemers. Apskatam sadus vardus:
uy =a, wy=0>b, vy = aba,
Uy = aba. wy =0, vy =a.
Sai piemera
urwiv; = ababa = uswovy ,
tacu wy neiederas varda ws, kaut art w; = ws.
Tatad, lai runatu par iederesanos mums janofikse konkretas vardu w; un

woy ieejas
(Ul,U)l,'Ul) un ('UQ,'LUQ,'UQ) .

5.15. Teorema. Ja formula § = uAv apksformulu A aizstaj ar formulu
B, tad jauniegutais vards wBv ir formula.
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O Pieradijums induktivs pa formulas definiciju.

(i) Ja § = (A") un § = uv, kur A ir formulas § apaksformula, tad
u = v = A, jo formulas (A") vieniga apaksformula 2 ir pati formula (A").
Ta rezultata uBv = B, kas ir formula pec dota.

(ii) Ja vv = F = (=€), kur € ir formula, tad skirosim divus gadijumus.

a) A iederas formula € ta, ka € = «'Av’, tad u = (-’ un v = v'). Saskana
ar induktivo piepemumu € = B0’ ir formula. No Sejienes

uBv = (—u'BV) = (=),

kas, nemot vera formulas definiciju, pati ir formula.
b) Preteja gadijuma (2 neiederas formula €) analizejamas $adas situacijas.

e Jau = )\ tad § = Av. Pienemsim, ka v # A, tad 2 ir varda § ists
netukss priedeklis, tapec (5.11. Lemma)

24— [y > 0;
tacu 2l ir formula, tadel (5.8. Apgalvojums)
2 — [ =0.

Pretruna! Tas nozime, ka v = \. Lidz ar to uBv = B, kas ir formula
pec dota.

o Jau# )\ tad |u| > 2, jo katras formulas pirmais burts ir kreisa iekava
(. Lidz ar to 2 ir varda €) dalitajs. Mes pienémam, ka §is nav gadijums
a) (A neiederas formula €), tapec 2 ir varda €) piedeklis. Lidz ar to
ir ar1 formulas § 1sts netukss piedeklis, tadel (5.13. Sekas)

|§2l|( — |§2[|) <0;
tacu 2 ir formula, tapec (5.8. Apgalvojums)
2 — [ =0.
Pretruna! Tas nozime, ka $I situacija vispar nav iespéjama.

(iii) Ja uRv = §F = (F1 V F2), kur F1 un Fo ir formulas, tad izdalisim
sadus gadijumus.



59

a) A iederas formula §; ta, ka §; = v/, tad v = (v un v = V' V Fs).
Saskana ar induktivo pienémumu € = «/Bv’ ir formula. No Sejienes

uBv = (UBV'VF) = (CVF),

kas, nemot vera formulas definiciju, pati ir formula.
b) A iederas formula §» ta, ka §o = /A, tad v = (F1 V' un v = v').
Saskana ar induktivo piepemumu € <= «'Bv’ ir formula. No Sejienes

uBv = (F,Vu'BY)=(F V),

kas, nemot vera formulas definiciju, pati ir formula.
c) Preteja gadijuma (2 neiederas nedz formula 1, nedz §») analizéjamas
Sadas situacijas.
e Jau= )\ tad § = Av. Pienemsim, ka v # A, tad A ir varda § sts
netukss priedeklis, tapec (5.11. Lemma)

A — [}y > 0;
tacu 2 ir formula, tadel (5.8. Apgalvojums)
2 — Ay =0.

Pretruna! Tas nozime, ka v = \. Lidz ar to uBv = B, kas ir formula
pec dota.

e Ja 0 < |u] < |F1|, tad eksiste tads varda 2 ists netuss priedeklis w,
kas ir varda §; piedeklis (pretéja gadijuma 2 iederas §). Saskana ar
5.11. Lemmu

\w\( — ]w]) > 0;

tacu w ir arT formulas §; piedeklis, tapec (5.8. Apgalvojums un
5.13. Sekas)
w — |w]y <0.

Pretruna! Tas nozime, ka &1 situacija vispar nav iespejama.

o Ja |F1| < |ul, tad |u| # |[(F1], jo A ka formula sakas ar kreiso iekavu (,
nevis burtu V. Mes pienemam, ka 2 neiederas o, tapec 2 ir varda §s)
piedeklis. Lidz ar to % ir arT formulas § ists netukss piedeklis, tadéel
(5.13. Sekas)

2]~ [2], < 0;
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tacu 2 ir formula, tapec (5.8. Apgalvojums)
A — Ay =0.
Pretruna! Tas nozime, ka $I situacija arl nav iespéjama.

Parejo gadijumu pieradijumus, proti, ja § = (AAB), F = (A = B) vai
§ = (A < B) piedavajam lasitajam ka vingrinajumu. m

5.16. Vingrinajums. Pabeigt 5.15. Teoremas pieradijumu.

5.17. Sekas. (i) Ja § = (A") un A ir formulas § apaksformula, tad
A=7F.

(ii) Ja § = (=€) un A ir formulas § apaksformula, tad A = § vai A ir
formulas € apasformula.

(iii) Ja § = (&1 V §2) un A ir formulas § apaksformula, tad A = F, A ir
formulas §1 apasformula vai A ir formulas §2 apasformula.

O Skatit 5.15. Teoremas atbilstoSos pieradijuma etapus. m

5.18. Vingrinajums. (i) Ja § = (§1 A §2) un A ir formulas § apaks-
formula, tad A = F, A ir formulas §1 apasformula vai A ir formulas §o
apasformula.

(ii) Ja § = (§1 = F2) un A ir formulas § apaksformula, tad A = §, A ir
formulas §1 apasformula vai A ir formulas §2 apasformula.

(iii) Ja § = (F1 & §2) un A ir formulas § apaksformula, tad A = F, A

ir formulas §1 apasformula vai A ir formulas §o apasformula.

Tikko mes sakam intereseties par formulas patiesuma vertibam, viss ie-
priekseja paragrafa saturs klust nozimigs. Izteikumu logikas formulu ka tadu
vispariga gadijuma nevar uzskatit par izteikumu, jo apgalvojums, kuru izsa-
ka formula, satur mainigos, un formulas patiesuma vertibu nevar noteikt,
nezinot mainigo patiesuma vertibas. Ja turpretim formulas argumentiem
pieskirtas noteiktas patiesuma vertibas, tad vienmer iespejams viennozimigi
noskaidrot ta izteikuma patiesuma vertibu, kuru iegiist no formulas. So
vertibu medz saukt par dotas formulas vertibu pie attiecigajam argumentu
patiesuma vertibam.

Tagad So pasu paskaidrosim nedaudz formalak, ta¢u mums nepieciesamas
vel dazas precizejosas definicijas.
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5.19. Definicija. Funkciju h : X" — X sauc par funkciju

f o X" =X,
g @ X"—X,
g X" — X,
gm @ X'"— X

kompoziciju, ja
h(j:) ~ f(gl(j)ugZ(a_:)7 s 7gm<f>>'

Isaka pieraksta labad §ai situacija lietosim apzimejumu h = (g1, g2, - - ., Gm)-
5.20. Definicija. Kopu R(S) sauc par kopas
SC{f: X"—-X|neN}
klonu, ja
(i) R(S) satur attelojumus

. n .
wr X" = X (1,0, .0, Ty) o Ty

vistem n € Zy unm € 1,n;

(i) ja f,91,92---,9m € R(S) un h = f(g1,92--.,9m), tad h € K(S).

Atzimesim, ka saskana ar visparinato indukcijas principu klons K(5) ir
definets korekti.
Pienemsim, ka

A17A27' e 7An
ir formulas § visu dazado argumentu saraksts. Turpmak sada gadijuma for-
mulas § apzimeésanai lietosim pierakstu §(A;, As, ..., A,). Formulu
S(Aq, As, ..., A,) var uzskatit arT par n-argumentu logisko funkciju, kas pie-

der tradicionalo logisko funkciju: negacijas, konjunkcijas, disjunkcijas, im-
plikacijas un ekvivalences klonam.

Tas ar1 pamato apgalvojumu:

— Ja formulas argumentiem pieskirtas noteiktas patiesuma vertibas, tad
vienmer iespejams viennozimigi noskaidrot ta izteikuma patiesuma vertibu,
kuru iegtist no formulas.
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Citiem vardiem sakot, ja

(p17p27 s 7pn) € {a’p}n’
tad logiskas funkcijas (A, A, ..., A,) vertibu

3(]71;]727 s 7pn) € {aap}

sauc par formulas §(Aj, As, ..., A,) vertibu pie argumentu A;, As,..., A,
vertibam pi, pa, ..., Pn.
Aplukosim, piemeram, formulu

—|(A\/B) A (B = —|A)

apzimejot to saisinati ar §(A, B). Piegemsim, ka abi mainigie ir aplami, t.i.,
ar patiesuma vertibu a. Sai situacija (lidzigi ka izteikumu gadijuma) lietosim
pierakstu A ~ B ~ a. Tagad varam aprekinat
S(a,a) ~ =(aVa)A(a= —a)

~ —aA(a=Dp)

~ pAp ~p
Lidziga veida var aprekinat §(A, B) patiesuma vertibu atlikusajos trijos
gadijumos, t.i., atrast

S(a,p), S(p,a) un F(p,p).

Rezultatus erti pierakstit tabulas veida.

A| B | 3AB)
a | a P
a | p a
Pl a a
plp a

Tabulu, kuras rindinas atbilst visam iespejamam formulas argumentu
patiesuma vertibu kombinacijam un kas uzrada atbilstoso formulas patiesuma
vertibu, sauc par formulas patiesuma vertibu tabulu jeb formulas tabulu. Rin-
dinas tabula parasti izkarto leksikografiski. Tas nozime, ka tos formalos
vardus alfabeta {a, p}, kuri sastada argumentu vertibu kombinacijas, sakarto
tada seciba, kada tie butu uzraditi vardnica, ieverojot, ka burts a alfabeta
atrodas pirms burta p:
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a a a a a
a a a a p
a a a p a
a a a p p
a a p a a
a a p a p
p p p pp

5.21. Apgalvojums. Ja formula satur n daZadus mainigos, tad tas pa-
tiesuma vertibu tabula ir 2" rindinas.

O Mums japierada, ka kopa {a, p}" satur 2" elementus jeb citiem vardiem
sakot, ka alfabeta {a,p} dazado vardu skaits, kuru garums ir vienads ar n,
ir 2™,

Pieradijuma izmantosim matematiskas indukcijas metodi.

Indukcijas baze: ja n =1, tad iegustam divus vardus: a un p.

Induktiva pareja: pienemam, ka apgalvojums pareizs. Tatad musu riciba
ir 2" dazadi vardi garuma n:

U, U2y ..., Udn

Izmantojot konkatenacijas operaciju iegtistam 2"*! dazadus vardus garuma
n+ 1:

Ui, usda, . .., Usna
uip, 2P, ..., Unp M

Pedejo tabulas aili sauc par formulas vértibu aili, parasti to pieraksta ka
rindinu '(v1vg . . . van). Praktiskos aprekinos tabula saprotams drikst saturet
arl papildus ailes, kuras reprezenteti starprezultati.

5.22. Piemeérs. Formulas §(A,B,C) = (A = BANC) & -(AV ()
tabula:
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A[BICA=BAC[BAC|(AVO)[AVC [ S(A B,C)
al|lala P a P a P
al|al|p P a a P a
a|pl|a P a P a P
al|p|p P P a P a
plala a a a P P
plalp a a a P p
plp|a a a a p p
plp|p p P a P a

Sis formulas vertibu aile ir /(papapppa).

Atzimesim tehnisku panémienu, kas dazkart atvieglo formulas tabulas
sastadiSsanu. Starprezultatus var izvietot zem attiecigajiem logisko operaciju
simboliem formulas pieraksta. Tads izkartojums lauj paredzet ipasas ailes
arT mainigajiem. Formulai §(A, B, C) tagad aprekinu gaita izskatas sadi:

AIB|C|(A|l=|B|AN|O)|&s|-]A|lV]O
alalal| al|pla|al a plp| alala
a a P a P a a p a a a P P
a P a a P P a a P P a a a
alplp|alp|p|p|p|a|alalp|p
Y% a a P a a a a P a P P a
pya|pypj|jajaja|p p a| p|p|D
pi pjaypjajpjaa p a| p|p|a
plp|p|p |p|p|lp|p|alal|lp|p|P

.| 7.12.06.] 3. ] 10.|9.] 4. |8 | 5.

Aprekinu secibu norada skaitli zem ailem.

5.23. Vingrinajumi. Sastadit formulu tabulas!

(i) —ANA

(ii) A= —|(B <~ —\A)

(iii) (AN (BV-A)AN((-B= A)V B)

(iv) (CV(BANA)V (~(B&-C)=A)
(

V) A= (C= (-D= B))



6. nodala

FORMULU EKVIVALENCE

Identiski patiesas (tautologijas), identiski aplamas, neitralas, izpildamas un at-
spekojamas formulas. Formulu ekvivalence. Logisko operaciju savstarpeja atkariba.

Teiksim, ka formula §(A;, Ao, ..., A,) piepem vertibu v € {a,p}, ja var
atrast tadas patiesuma vertibas

(p17p27 s 7pn) € {a’up}n7

ka
S(p1,p2, -, pn) ~ .

6.1. Definicija. (i) Formulu § sauc par identiski patiesu formulu jeb
tautologiju, ja ta piepem tikai vertibu p.

(ii) Formulu § sauc par identiski aplamu formulu jeb kontradikciju, ja ta
pienem tikar vertibu a.

(i) Formulu § sauc par neitralu formulu, ja ta pienem gan vertibu a,
gan vertibu p.

(iv) Formulu § sauc par izpildamu formulu, ja ta pienem vertibu p.

(v) Formulu § sauc par atspekojamu formulu, ja ta piepem vertibu a.

6.2. Piemeri. (i) Formula
Si= (A=C)AN(B=0C)=(AVB=C)

ir tautologija. Par to var parliecinaties iepazistoties ar §is formulas tabulu:



66

A/B|C|A|l=|1C)| AN |B|=|O)|=|A|V |IB|=|0C
a | al| a a | p a D a | p a D a a |a | p a
ala|lplalp|p|p|al|p|p|p|alalalp|p
alplal a|p| a a p | al a D al| p | p| a a
alpliplla|p|p|p|p|P|P|P|al|lp|p|DP|P
plalal pl| al a a a | p| a P plp|al| a a
pyajlpyp | P|DP p a | p|Pp p p pja )| p p
P P a P a a a p a a Y% Y% P P a a
p|\p|pP)|P|P|PD p b | PP b p |1 p | pP| D b

1.8 | 2. 110.0 3. ]9 |4 | 13| 5 |11.|6.]12. | 7.

(i)  Formula

S = (A< B)AN (A< —B)

ir identiski aplama. Tas tabula izskatas sadi:

A|B|A&B| A& =B | -B | 3
a | a P a p a
a|p a D a a
P a a P Y% a
P P P a a a

(iii) Pats vienkarsakais neitralas formulas piemers ir formula, kas satur
tikai vienu argumentu: ~ A. Pati isaka (te més nemam vera formula ieejoso
burtu skaitu) neitrala formula ir  (A).

(iv) Formula A = B ir izpildama, jo a = p ~ p. Formula §; ir ne tikai
tautologija, ta ir ar1 izpildama.

(v) Formula A = B ir ar1 atspekojama, jo p = a ~ a. Savukart formula
So ir ne tikai identiski aplama, bet ta ir ar1 atspekojama.

Uzreiz no 6.1. Definicijas izriet

6.3. Apgalvojums. (i) Katra tautologija ir izpildama.

(ii) Ja § ir identiski aplama formula, tad ta ir atspéekojama.

(iii) Formula § ir identiski patiesa tad un tikai tad, ja —§ ir identiski
aplama.

(iv) Katra neitrala formula ir gan izpildama, gan atspekojama.

No tiri logiska viedokla paSas interesantakas ir tautologijas. Tacu, ja
mes intereséjamies par dazadiem tehniskiem lietojumiem (piemeram, elektro-
nika), tad daudz interesantakas ir neitralas formulas.



67

e Teze par tautologijam.
Katra tautologija izsaka kaut kadu visparigu domasanas likumu.

Tezi pamato tas, ka logiskas operacijas ir pietiekami labi sakanotas ar
misu parasto domasanu. Tai pasa laika japasvitro, ka téze netiks pieradita.
Tas nav iespejams vismaz divu iemeslu del. Pirmkart, miisu domasana, lidz
ar to arl tads jedziens ka wvisparigs domasanas likums, nav tik nemainigs
un precizi definejams objekts, lai to varetu ieklaut stingros matematiskos
pieradijumos. Otrkart, ir tadi logikas paveidi, kuros dala no pasreiz ap-
likojamam tautologijam nav visparigi likumi.

6.4. Vingrinajumi. Pieradit, ka dotas formulas ir tautologijas!

(i) Av-A

(ii) A=A

(iii) (A=B)AN(B=C)= (A= 0)
(iv) ANB= A

(v) ANB=B

(vi) A=AV DB

(vii) A= BVA

(viii) (A= B)ANA=C)= (A= BAC(C)
(ix) As A

(x) (A= B)= (B& A)

(xi) (A BIN(B&(C)= (A= 0)

6.5. Definicija. Formulas A un B sauc par ekvivalentam, ja formula
A < B ir tautologija.

6.6. Piemers. Formulas
A B

un

(A= B)AN(B=A)
ir ekvivalentas, jo formula
S3= (A B)s (A= B)A(B=A)

ir tautologija. Par to var parliecinaties sastadot $is formulas tabulu.
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A/B|A&B|A=B | B=A|(A=B)AN(B=A4) | 353
a | a p p p p p
a|p a D a a D
p|a a a [ a |2
p D p p p p p

6.7. Apgalvojums. Piepemsim, ka
S(A, Ay, .. A) = A< B,

Formulas A un B ir ekvivalentas tad un tikai tad, ja katram patiesumuvertibu
kortezZam

<p17p27--'7pn) € {a7p}n
Q((plvp27"'apn) ~ %(plap%"wpn)'

O Apgalvojums uzreiz izriet operacijas < definicijas un definicijas, kadas
formulas sauc par ekvivalentam. m

Noruna. Simbolu ~ lietosim gadijuma, ja divas formulas ir ekvivalentas.

Ka piemeru var aplukot iepriekseja piemera tabulu. Te redzams, ka for-
mulam A < B un (A = B) A (B = A) vertibu ailes tiesam sakrit, tapec
saskana ar musu norunu Sis fakts pierakstams sadi:

A& B~ (A= B)AN(B=A)

6.8. Sekas. Formulas 2 un B ir ekvivalentas tad un tikai tad, ja ekvi-
valentas ir formulas =24 un —B.

6.9. Vingrinajumi. Ja B ~ €, tad

(i) AVB ~ AV,

(ii) AANDB ~ AAC,
(iii) A= ~ A=C,
(iv) B=A ~ C=A
(v) AB ~ A& C

6.10. Apgalvojums (refleksivitate). Katra formula ekvivalenta pati
sev.
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6.11. Apgalvojums (simetriskums). Ja formula 2l ir ekvivalenta for-
mulai B, tad formula B ir ekvivalenta formulai 2A.

6.12. Apgalvojums (transitivitate). Ja formula 2 ir ekvivalenta for-
mulai B un formula B ir ekvivalenta formulai €, tad formula A ir ekvivalenta
formulai €.

6.13. Vingrinajumi. Pieradit, ka konjunkcija un disjunkcija ir tdempo-
tentas operacijas, t.i.,

(i) ANA~A
(ii) AVA~A

Pieradit, ka konjunkcija un disjunkcija ir komutativas operacijas, t.i.,

(i) ANB~BAA
(iv) AVB~BVA

Pieradit, ka konjunkcija un disjunkcija ir asociativas operacijas, t.i.,

(v) (ANBYAC ~AN(BACO)
(vi) (AVB)VC~AvV (BVC(C)

ST iemesla del gan konjunkcijas, gan disjunkcijas pieraksta arT vairaku loceklu
gadijuma iekavas nelieto. Vel vairak

/\Ai = A ANA AN ANA,

\/Ai = A VA, V...VA,

Pieradit, ka negacija ir involutiva operacija, t.i.,
(vii) ——A~A
Pieradit, ka konjunkciju un disjunkciju saista divi distributivie likumi, t.i.,

(viii) AV (BANC)~(AVB)A(AV(C)
(ix) AN(BVC)~(AANB)V(ANC)
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Pieradit, ka konjunkciju un disjunkciju saista absorbcijas likumi, t.i.,
(x) AV(AANB)~ A
(xi) AN(AVB)~ A

Pieradit, ka konjunkciju un disjunkciju ar negaciju saista de Morgana likumi,
t.i.,

(xii) -(AAB)~-AV-B
(xiii) -(AV B)~—-AA-B

Pieradit, ka implikaciju un negaciju saista kontrapozicijas likums, t.i.,
(xiv) A= B~-B=-A

6.14. Teorema. Pienpemsim, ka § = uAv un A ir formulas § apaks-
formula. Ja formula A ~ B, tad § ~ uBv.

O Pieradijums induktivs pa formulas definiciju.

(i) Ja§ = (A") un A ir formulas § apaksformula, tad (5.17. Sekas) § = 2.
Ta rezultata u = A = v, tapec uBv =B ~ A = §.

(i) Ja uRv = § = (=€), kur € ir formula, tad skirojami divi gadijumi
(5.17. Sekas).

a) A iederas formula € ta, ka € = «'Av’, tad u = (-’ un v = v'). Saskana
ar induktivo pienemumu € ~ v'Bv’. No Sejienes (6.8. Sekas)

F=(-¢) ~ (—u'Bv)=uBv.

b) Preteja gadijuma (2 neiederas formula €) § = A. Ta rezultata u =
A =wv, tapec uBv =B ~ A =F.

(iii) Ja ulv = §F = (F1 V §2), kur §; un s ir formulas, tad iespejami tris
gadijumi (5.17. Sekas).

a) A iederas formula §F; ta, ka §; = v, tad v = (' un v = V' V Fa).
Saskana ar induktivo piepémumu §; ~ u'Bv’. No Sejienes

FT=F VE) = (WBVVF)=uBv.

b) A iederas formula F» ta, ka Fo = «/Av’, tad v = (F1 Vo' un v =').
Saskana ar induktivo piepemumu Fo ~ u'Bv’. No Sejienes

F=(F1VF)~(F.VuB)=uBv.
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c¢) Preteja gadijuma (2 neiederas nedz formula §;, nedz §2) § = 2. Ta
rezultata u = A = v, tapec uBv =B ~ A = 3.

Parejo gadijumu pieradijumus, proti, ja § = (AAB), F = (A = B) vai
§ = (A & B) piedavajam lasitajam ka vingrinajumu. m

6.15. Vingrinajums. Pabeigt 6.14. Teorémas pieradijumu.

6.16. Apgalvojums.

AV(AB) ~ AAVB) (6.1)

O Pieradijuma izmantosim matematiskas indukcijas metodi.

Indukcijas baze: ja n =1, tad iegustam: AV B; ~ AV Bj.

Induktiva pareja: pienemam, ka apgalvojums pareizs. Tatad miisu riciba
ir formula (6.1).

Av(n/Jr\Bi) ~ Av((/n\Bi)/\BnH)
~ (AV(ABY) A (AV By
~ (/n\(AVBi))/\(A\/Bn—i-l)

1
1

(AV B;)

i=1

7

n

+

12

Pirma ekvivalence ir sekas no 6.13. Vingrinajuma (v) un 6.9. Vingrinajuma
(i). Otra ekvivalence ir sekas no 6.13. Vingrinajuma (viii). Tresa ekviva-
lence ir sekas no indukcijas pienemuma un 6.9. Vingrinajuma (ii). Visbeidzot
pedéja ekvivalence ir sekas no 6.13. Vingrinajuma (v). m



6.17. Vingrinajumi.
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Ta ka formula A = B ir ekvivalenta formulai AV B un formula AV B

satur tikai logiskas operacijas = un V, tad mes sakam, ka logiska operacija
= izsakama ar logiskajam operacijam — un V. Tatad

A= B~-AVB.

Atceroties funkcionalo pieeju varam teikt, ka implikacija pieder kopas
{—, vV} klonam. Tagad més varam pasniegt arT definiciju.

6.18. Definicija. Saka, ka logiska operacija [ izsakama ar logiskajam
operacijam oy, Qa, . . .y, ja operacija 3 pieder kopas {a, o,

... ap} klonam.

6.19. Apgalvojums. Logiska operacija < izsakama ar =, A\ un V.

O As B ~

~ (A= B)A(B= A)

skatit §s
(ﬁA vV B) N (ﬁB vV A)

n
Visas divvietigas logiskas operacijas apkopas saja tabula.
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ATB G 5 ][0 [ 6] 6 ] &[G G|t | Gl s
a|lalalalalalalalalal|lp|p|p|p|lp|p|p|DPp
alplalalalalp|p|p|p|lalalalalp|p|p|p
plalalalp|plalalp|plalalp|p|alal|p]|p
v, pjae|pja|pja|pjaypjapja | pjljajpjpa|p

6.20. Teorema. Visas divvietigas logiskas operacijas izsakamas ar
=, A\ un V.

e N N

Ka redzams no

operacyjam.

T T ITITITOTT T IIIW

1 11T ITRRRRIRR R RR

a

ANB
-(A= B)
A
-(B = A)
B

AV B
AV B
Al B
A< B
-B
B= A
-A
A= B
Al|B

p

12

10 11 IR

1 11T R

ANBAN-AN-B

AN-B

AN (AV B)
-ANB
BA(BV A)
(A/\—\B)\/(—\A/\B)

-(AV B)
(AAB)V (—A A -B)
ﬂB/\(—\B\/A)

AV -B

AN (-AV B)

-AV B

~(A A B)

AV BV -AV-B [ ]

ieprieksejas tabulas, tad dazam jaunajam operacijam ir
savi specifiski apzimejumi. Operaciju [§ sauc par izsledzoSo vai, ka arl par
antiekvivalenci, un tas pierakstam dazkart lieto 1pasu simbolu V. Operaciju [§
sauc par Pirsa bultu, un tas pierakstam parasti lieto simbolu | . Konjunkcijas
negacija (operacija [7,) citadi pazistama ka Sefera svitra, un tas pierakstam
parasti lieto simbolu | . Pirsa bultu un Sefera svitru sauc par universalam

Tagad pariesim pie Sadas terminologijas pamatojuma.

6.21. Apgalvojums. Konjunkcija izsakama ar = un V.
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O Saskana ar de Morgana likumu —(AA B) ~ =AV —B.
No sejienes AAB~—(-AV-B). n

6.22. Sekas. Visas divvietigas logiskas operacijas izsakamas ar — un V.

6.23. Apgalvojums. Negacija un disjunkcija izsakamas ar | .

O Tabula
—AlA]A
a p p
Pl a a

demonstre, ka —-A~A | A.

Ta ka
-(AVB)~A| B,
tad
AVB ~ —=(A]|B)

12

(AlB)l(AlB) =
6.24. Teorema. Visas divvietigas logiskas operacijas izsakamas ar | .

O Nemam vera, ka visas divvietigas logiskas operacijas izsakamas ar —
un V (6.22. Sekas). Tagad balstoties uz 6.23. Apgalvojumu varam secinat,
ka visas divvietigas logiskas operacijas izsakama ar Pirsa bultu. m

6.25. Vingrinajumi. (i) Pieradit, ka disjunkcija izsakama ar negaciju
un konjunkciju.

(ii) Pieradit, ka visas divvietigas logiskas operacijas izsakamas ar negaciju
un konjunkciju.

(iii) Pieradit, ka negacija izsakama ar Sefera svitru.

(iv) Pieradit, ka konjunkcija izsakama ar Sefera svitru.

(v) Pieradit, ka visas divvietigas logiskas operacijas izsakamas ar Sefera
svitru.



7. nodala

NORMALFORMAS

Normalforma, tas atrasana, izcila normalforma.

Matematiskaja analize pierada ta saukto Veierstrasa teoremu:
Ja f ir segmenta [a; b] nepartraukta funkcija, tad katram ¢ > 0 atrodams
tads polinoms p(z), ka visiem x € [a; b] izpildas nevienadiba

|f(2) = p(a)| <e.

Citiem vardiem sakot, uzdotas precizitates robezas, jebkuru segmenta [a; 0]
nepartrauktu funkciju var aizstat ar polinomu.

Ja gribam ieviest polinomiem analogiskus objektus art izteikumu logika,
tad jaizlemj, kadas logiskas operacijas sai noltika izmantot. Ta ka pec savam
formalajam 1pasibam reizinasanai un saskaitiSsanai vienada mera lidzigas di-
vas operacijas — konjunkcija un disjunkcija, tad logika izmanto divejadus
"logiskos polinomus” — disjunktivas normalformas un konjunktivas nor-
malformas.

7.1. Definicija. Vardu €A sauc par literu, ja ¢ € {\,—}, bet A ir
mainigais. Konjunkciju, kuras loceklt ir literi, sauc par vienkarsu konjunkci-
Ju. Disjunkciju, kuras locekli ir literi, sauc par vienkarsu disjunkciju. Gan
vienkarsa disjunkcija, gan vienkarsa konjunkcija var sastavet ari no viena
pasa locekla.

7.2. Piemeri. Formulas A un =B ir gan vienkarsas konjunkcijas, gan
vienkarsas disjunkcijas. Turpretim formulas

A, A= B, A& B,
AV(BANC), AN=(BAC), =a(mAVvB)VvC
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nav nedz vienkarsas disjunkcijas, nedz vienkarsas konjunkcijas.

Formulas
AV-BV-C, A VAyV-A;, -AVBV-BV-A

ir vienkarsas disjunkcijas, bet nav vienkarsas konjunkcijas. Savukart formu-
las
A/\_'B/\_‘C, Al/\Az/\_'Ag, _|A/\B/\_|B/\_|A

ir vienkarsas konjunkcijas, bet nav vienkarsas disjunkcijas.

7.3. Definicija. Disjunkciju, kuras locekli ir vienkarsas konjunkcijas,
sauc par disjunktivu normalformu. Konjunkciju, kuras locekli ir vienkarsas
disjunkcijas, sauc par konjunktivo normalformu. Gan disjunktiva normal-
forma, gan konjunktiva normalforma var sastavet ari no viena pasa locekla.

7.4. Piemeri. Formulas
—AVvBVC, A NAyN-A, B
ir gan disjunktivas, gan konjunktivas normalformas. Formulas
(mA1ANA) VA, (ANA)V(BA-A), AV(BAB)VA
ir disjunktivas normalformas, bet nav konjunktivas normalformas. Formulas
AN(BV-B)AN—-A, (AVA)YAN(-BV-A), (mA1V A) A (A V A)

ir konjunktivas normalformas, bet nav disjunktivas normalformas. Savukart
formulas

~(AVBYAA, AA(BVAA((AAB)VC)

nav nedz disjunktivas, nedz konjunktivas normalformas.

7.5. Definicija. Vienkarsu konjunkciju
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sauc par mainigo Ay, Ao, ..., A, vienibas konstituenti, ja ta ir ekvivalenta
kadai vienkarsar konjunkcijai

Vienkarsu disjunkciju
VL
i=1

sauc par mainigo Ay, Ao, ..., A, nulles konstituenti, ja ta ir ekvivalenta kadai
vienkarsai disjunkcijai

n

\/ EZ‘Ai .

i=1

Uzreiz no definijas izriet, ka visi mainigie A;, Ag, ..., A, ir gan vienibas
konstituentes, gan nulles konstituentes argumenti, bez tam katrs no Siem
mainigajiem formula ieiet tiesi vienu reizi.

7.6. Piemeri. Formulas
-~AVBV-C, AV-BVC, —-BVAVC
ir mainigo A, B, C' nulles konstituentes, tacu formulas
~AVBVCV—-A, —AVBVCV-D

nav mainigo A, B, C nulles konstituentes, kaut ar1 tas ir vienkarsas disjunkci-
jas. Atzimesim, ka formula -AV BV C'V =D ir mainigo A, B,C, D nulles
konstituente. Lidzigi formulas

-AANBA—-C, AAN-BAC, —-BAAAC
ir mainigo A, B, C' vienibas konstituentes, tacu formulas
-AAN-B, —-AAN-BACA-D

nav mainigo A, B, C' vienibas konstituentes, kaut ar1 tas ir vienkarsas dis-
junkcijas. Atzimesim, ka formula =A A =B ir mainigo A, B vienibas kon-
stituente, savukart -A A =B A C' A =D ir mainigo A, B, C, D vienibas kon-
stituente.
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7.7. Definicija. Disjunktivu normalformu sauc par mainigo

A17A27' .. 7An
izcilu disjunktiou normalformu, ja tas locekli ir mainigo Ay, Ao, ..., A, neek-
vivalentas vienibas konstituentes.

Kongunktivu normalformu sauc par mainigo Ay, As, ..., A, izcilu kon-
Jgunktivu normalformu, ja tas locekli ir mainigo Ay, As, ..., A, neekvivalentas
nulles konstituentes.

Vispariga veida mainigo Aj, A, ..., A, izcilo disjunktivo normalformu

var pierakstit sadi:

kK n
V A s

i=1j=1
savukart mainigo Ai, A, ..., A, izcilo konjunktivo normalformu var pie-
rakstit sadi:

k n

AV e,

i=1j=1

7.8. Piemeri. Formula
(FAANBA-C)V(ANBA-C)V (mAAN=BAC)
ir mainigo A, B, C' izcila disjunktiva normalforma, bet formula
(FAANBA-C)V(ANBA-C)V (mAANBA-C)
nav mainigo A, B, C' izcila disjunktiva normalforma. Formula
(mAV-BV-C)AN(AVBV-C)AN(mAV-BVC)A(AV-BV-C)

ir mainigo A, B, C' izcila konjunktiva normalforma, bet nav nedz mainigo
A, B, nedz mainigo A, B, C, D izcila konjunktiva normalforma.

7.9. Definicija. Disjunktivu normalformu ® sauc par formulas § dis-
Junktivo normalformu, ja

D ~5.
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Lzcilu  disjunktivu  normalformu D(Ay, As, ..., An) sauc par  formulas
S(A1, As, ... Ay) dzcilo disjunktivo normalformu, ja

@(Al,AQ, Ce >An) ~ g(Al,Az, R ,An>

Konjunktivu normalformu ® sauc par formulas § konjunktivo normal-
formu, ja

D ~F.
Lzcilu  kongunktivu normalformu D(Aq, As, ..., A,) sauc par formulas
S(Ay, As, ..., Ay) dzcilo kongunktivo normalformu, ja

@(Al,AQ,...,An> :S(A17A27...,An).
7.10. Piemeri. Ta ka
(A= B)=C ~ (FAA-B)VC =~ (~AVC)A(-BVC),

tad formula (WA A =B) Vv C ir formulas (A = B) = C disjunktiva nor-
malforma, bet nav §is formulas izcila disjunktiva normalforma. Savukart
formula (A V C) A (=B V C) ir formulas (A = B) = C konjunktiva

normalforma, bet nav §is formulas izcila konjunktiva normalforma.
Ta ka

AVB ~ (AAN-B)V(-AAB)~(AV B)A(—-AV-B),

tad formula (A A —-B)V (mA A B) ir formulas AVB izcila disjunktiva nor-
malforma. Savukart formula (AV B)A(—AV—B) ir tas pasas formulas AV B
izcila konjunktiva normalforma. Saprotams, ka formula (A A —-B) V (-A A
B) ir formulas AVB disjunktiva normalforma, jo katra izcila disjunktiva
normalforma ir disjunktiva normalforma. Lidzigi formula (AV B) A (A V
—B) ir formulas AV B konjunktiva normalforma, jo katra izcila konjunktiva
normalforma ir konjunktiva normalforma.

Dabigi izvirzas jautajums — vai katrai formulai var atrast disjunktivo
normalformu (eksistences problema), tapat izvirzas jautajums — vai dotajai
formulai ir viena vai vairakas disjunktivas normalformas (unitates problema).
Ja jau mes izvirzam Sos jautajumus disjunktivai normalformai, tad tik pat
dabigi tos izvirzit arl konjunktivai normalformai, ka ar izcilai disjunktivai
un izcilai konjunktivai normalformai.
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7.11. Apgalvojums. Vienibas konstituentes
1A NegAa AL N €A,
vertibu ailé ir tiesi viena vertiba p, un ta atrodas tabulas taja rindina, kura
Ay ~ep, Ay ~eap, ..., A, ~ €.

O Atzimetaja rindina vienibas konstituente ir patiesa, jo, ieverojot div-
karsas negacijas likumu (6.13. Vingrinajums, formula (vii)), katrs konjunkci-
jas loceklis ir patiess. Turpretim katra cita rindina vismaz viens konjunkcijas
loceklis ir aplams: tatad ar1 visa konjunkcija ir aplama, t.i, dotaja gadijuma
vienibas konstituente e A; A eaAs A ... A€, A, ir aplama. m

7.12. Piemers.

A|B|C || AN=-BA-C
a | ala a
a|al|p a
a|pla a
a|p|p a
plala p
plalp a
p|p|a a
p|p|P a

Ka redzams no vertibu tabulas, tad vienibas konstituentes A A =B A =C
vertibu aile ir '(aaaapaaa), un Sai aile ir tikai viena vertiba p. Sai vertibai
tabula atbilst rindina paa, t.i., A ~p, B ~ —p, C ~ —p.

7.13. Apgalvojums. Ja Ry, Ra, ..., R, ir vienkarsas konjunkcijas, tad
disjunktiva normalforma

KZLVRV...VK,

i patiesa tikai tajas vertibu tabulas rindinas, kuras ir patiess vismaz viens
no normalformas locekliem.

O Pieminetajas rindinas disjunktiva normalforma ir patiesa ka disjunkci-
ja, kas satur vismaz vienu patiesu locekli. Preteja gadijuma visi disjunkcijas
locekli ir aplami, tapec ar1 pati disjunkcija ir aplama. m
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7.14. Piemers. Disjunktivas normalformas
§= (AN-B)V(mAANBA-C)

locekli ir vienkarsas konjunkcijas: R = AA-B un K = "AABA-C.
Tas patiesuma vertibu tabula izskatas Sadi:

A B|C| & |R|T
alalalalala
alalp|alala
alplalal|pl|p
alplp|lalala
piajayp|a|p
plajpyp|a|p
plplal| al|ala
plplp| alala

Ka redzams no tabulas, tad disjunktiva normalforma § ir patiesa tikai
tajas vertibu tabulas rindinas (tresaja, piektaja un sestaja), kuras ir patiess
vismaz viens no normalformas locekliem £; (tresaja) un Ry (piektaja un
sestaja).

7.15. Sekas. Ja K1, Ra, ..., R, ir vienibas konstituentes, tad izcila dis-
Junktiva normalforma
RIVRV...VRK,

i patiesa tikai tajas vertibu tabulas rindinas, kuras ir patiesa kada no vienibas
konstituentem R;.

7.16. Piemers. Formulas
S= (A=B) AN (A& BV(O)

tabula izskatas sadi:
Al B

Sy
J
X

A B

Q

-As BVvC

QAIIY |

SIS B S IR ST S S S

"V amw as 2|Q
VRV amvsBT ol

VTRV 2 2 & 2
VWLV & 2
ISEESEESEESEE S GBS S
SIS SRS I~ B RS S
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Formulas § izcila disjunktiva normalforma ir formula
(FAN-BAC)V(mAANBA-C)V(-mAANBAC)

Lidz ar to musu riciba ir metode, ka atrast formulas §(A;, Ao, ..., A,)
izcilo disjunktivo normalformu. Sastadam formulas vertibu tabulu. Ta
rezultata musu riciba ir arl formulas § vertibu aile '(vjve...vg). Tagad
pieversam uzmanibu tikai tam rindinam ¢, kuram v; ~ p. Ja i-taja rindina

A1N€1p7 A2N€2p7 ey AnNenpa
tad izvelamies vienibas konstituenti
61A1 VAN €2A2 VANPIIAN EnAn .

Sadu vienibas konstituensu disjunkcija ir formulas § izcila disjunktiva nor-
malforma. Tagad pilnigi noskaidrots art jautajums par izcilas disjunktivas
normalformas eksistenci un unitati.

7.17. Teorema. Katrai izpildamai formulai eksiste viena vieniga izcila
disjunktiva normalforma.

Atliek tikai piebilst, ka unitate te domata ar precizitati lidz vienibas kon-
stituensu secibai; ar1 katras vienibas konstituentes vienigums ir jasaprot ar
precizitati lidz taja ieejoSo literu secibai.

Lidzigi iegustama ar1 formulas izcila konjunktiva normalforma. Aplukosim
So jautajumu detalizetak.

7.18. Apgalvojums. Nulles konstituentes
€1 A1V eaAy V... Ve A,
vertibu ailé ir tiest viena vertiba a, un ta atrodas tabulas taja rindina, kura
Ay ~ea, Ay ~e6a, ..., A, ~ea.

O Atzimetaja rindina nulles konstituente ir aplama, jo, ieverojot div-
karsas negacijas likumu (6.13. Vingrinajums, formula (vii)), katrs disjunkcijas
loceklis ir aplams. Turpretim katra cita rindina vismaz viens disjunkcijas
loceklis ir patiess: tatad ar1 visa disjunkcija ir patiesa, t.i, dotaja gadijuma
nulles konstituente €; A; V €245 V... V€, A, ir patiesa. m
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7.19. Piemers.

A|B|C| AVv-BvV-C
ala|a D
ala|p D
a|p|a p
al|p|p a
plaja p
pla|p p
p|p|a p
p|lp|Pp p

Ka redzams no vertibu tabulas, tad nulles konstituentes A V =B V =C
vertibu aile ir '(pppapppp), un Sai aile ir tikai viena vertiba a. Sai vertibai
tabula atbilst rindina app, t.i., A ~a, B ~ —a, C ~ —a.

7.20. Apgalvojums. Ja Ry, Ro, ..., R, ir vienkarsas disjunkcijas, tad
konjunktiva normalforma

RINR AN AR,

i aplama tikai tajas vertibu tabulas rindinas, kuras ir aplams vismaz viens
no normalformas locekjiem.

O Pieminetajas rindinas konjunktiva normalforma ir aplama ka kon-
junkcija, kas satur vismaz vienu aplamu locekli. Preteja gadijuma visi kon-
junkcijas locekli ir patiesi, tapec ar1 pati konjunkcija ir patiesa. m

7.21. Piemers. Konjunktivas normalformas

§+= (AV-B)AN(mAV BV -C)

locekli ir vienkarsas disjunkcijas: & = AV -Bun R, = “AV BV (.
Tas patiesuma vertibu tabula izskatas sadi:

A B|C| & |R|T
alalalp|pl|p
aja | pyyp | p|p
alplalal|lpla
alplpllal|lpla
plajaypp | p|P
pia|py|yp|aja
pyp|layp | P |D
p|p|p | P | P |D
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Ka redzams no tabulas, tad konjunktiva normalforma § ir aplama tikai
tajas vertibu tabulas rindinas (tresaja, ceturtaja un sestaja), kuras ir aplams
vismaz viens no normalformas locekliem R; (tresaja un ceturtaja) un R
(sestaja).

7.22. Sekas. Ja Ry, R, ..., R, ir nulles konstituentes, tad izcila kon-
Junktiva normalforma

RKNR AN Ry

i aplama tikai tajas vertibu tabulas rindinas, kuras ir aplama kada no nulles
konstituentem R;.

Lidz ar to musu riciba ir metode, ka atrast formulas F(A;, Ag, ..., Ay)
izcilo konjunktivo normalformu. Sastadam formulas vertibu tabulu. Ta
rezultata musu riciba ir arl formulas § vertibu aile '(vyvy...v). Tagad
pieversam uzmanibu tikai tam rindinam ¢, kuram v; ~ a. Ja i-taja rindina

Al ~ €10, AQ ~ €2, ..., AnNEHCL,
tad izvelamies nulles konstituenti
61A1 vV €2A2 V...V EnAn .

Sadu nulles konstituensu konjunkcija ir formulas § izcila konjunktiva nor-
malforma. Tagad pilnigi noskaidrots arT jautajums par izcilas konjunktivas
normalformas eksistenci un unitati.

7.23. Teorema. Katrai atspekojamai formulai eksiste viena vieniga iz-
cila konjunktiva normalforma.

Atliek tikai piebilst (lidzigi ka izcilas disjunktivas normalformas gadijuma),
ka unitate te domata ar precizitati lidz nulles konstituensu secibai; ar1 katras

nulles konstituentes vienigums ir jasaprot ar precizitati lidz taja ieejoso literu
secibai.

7.24. Piemers. Formulas

tabula izskatas sadi:
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S
X
S
Q

-A= BvVvVC

ST S B I N ST S S SH N

RNV 2 2 2 9|
" Qo 2 ol
Ve amw as 2|Q
QIR

RVRWaR"RRVT oI
o T« B« B« B « Bt « B« S

VW oV @

Formulas § izcila konjunktiva normalforma ir formula
(AVBVC)A(-AV BV C)A(=AV BV —C)
7.25. Teorema. Visas logiskas operacijas izsakamas ar =, \ un V.
O Pienemsim, ka dota n-vietiga logiska operacija

o:{a,p}" —{a,p},

t.i., mums ir n-argumentu operacija o(Aj, As, ..., A,). Tatad katram pa-
tiesuma vertibu kortezam

(p1,P25- -, Pn)
atbilst kada operacijas patiesumvertiba v. Sai operacijai lidzigi ka argumentu
Ay, As, ..., A, formulai var sastadit vertibu tabulu.

Ja tabulas pedeja aile (ka kadas formulas vertibu aile) ir kaut viena
vertiba p, tad varam uzkonstruet izcilu disjunktivu normalformu

gd(Ala A27 ce 7An)

saskana ar ieprieks piedavato algoritmu. Preteja gadijuma varam uzkon-
struet izcilu konjunktivu normalformu

Sk‘(AlaA27 s 7An) .

Ja §4 un §; mes uztveram ka argumentu Ai, As, ..., A, logiskas funkcijas,
kas pieder operaciju kopas {—,V, A} klonam, tad

gd(Al,Ag, e ,An) = O(Al,AQ, Ce ,An>

un

Sk(Al,A27...,An)ZO(Al,AQ,...7An). |
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7.26. Vingrinajumi. Kuram formulam eksiste izcila disjunktiva nor-
malforma, kuram — izcila konjunktiva normalforma? Atrast izcilo disjunkti-
vo normalformu formulam, kuram ta eksisté. Atrast izcilo konjunktivo nor-
malformu formulam, kuram ta eksiste.

(i) —ANA

(ii) A= —|(B g —IA)

(iii) (AN(BV-A)A((-B= A)V B)

(iv) (CV(BANA)V (~(B&-C)=A)
(

V) A= (C= (-D= B))



8. nodala

TEOREMU LOGISKA
STRUKTURA

Konsekventi un implikanti. Teoremu logiska struktiira, netiesie pieradijumi.

Sledziens ir tradicionals un viens no vecakajiem logikas jedzieniem. Par
sledzienu sauc tadu domasanas formu, kura no viena vai vairakiem apgalvoju-
miem izsecina jaunu apgalvojumu. Dazadu sledzienu analize ir viens no cen-
tralajiem logikas uzdevumiem. Mes aprobezosimies ar diviem jautajumiem:

(i) Kadus secinajumus var izdarit no dotajiem apgalvojumiem?

(ii) No kadiem apgalvojumiem var iegtt dotos secinajumus?

Abu problemu atrisinajumu mes aplukosim izteikumu logikas Iiment, iz-
mantojot izcilas normalformas.

8.1. Definicija. Formulu K sauc par formulas § konsekventu, ja § = K
i tautologija.

Ja formula ¥ ir tautologija, tad § = ¥ ir tautologija. Tautologija ir art
formula § = §. ST iemesla dél pasu formulu § un jebkuru tautologiju sauc
par formulas § trivialajiem konsekventiem, parejos — par netrivialajiem. Mes
interesesimies, ka atrodami netrivialie konsekventi.

8.2. Piemers. Formula

AVB=C

ir formulas

(A= C)N(B=C) (8.1)
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konsekvents, jo
(A=C)AN(B=C)=(AVvB=2C)

ir tautologija (6.2. Piemers (i)). Tas pasas formulas konsekventi ir art for-
mulas

-(AV B)VC, (mAAN-B)VC.

Vispar mes varam uzkonstruet bezgala daudzas formulas, kas ir formulas
(8.1) konsekventi, pieméram,

AVB=C, AVB=CVvC ..., AvB=\/C ..
=1

tacu visas §1s formulas ir savstarpeji ekvivalentas. Lidz ar to dabigi ir meklet
tikai neekvivalentus konsekventus.

8.3. Apgalvojums. Katra nulles konstituente, kas ir formulas § izcilas
konjunktivas normalformas loceklis, ir formulas § konsekvents.

O Pienemsim, ka

KEANR AN AR,

ir formulas § izcila konjunktiva normalforma, tad

un

ﬁl/\.ﬁg/\.../\ﬁmiﬁj

ir tautologija katram j € 1, m. Ta rezultata § = K; ir tautologija; tatad &;
ir formulas § konsekvents. m

8.4. Apgalvojums. Ja R, un Ky ir formulas § konsekventi, tad 81 A Rs
art ir formulas § konsekvents.

O Pienemsim pretéjo, proti, K A Ko nav formulas § konsekvents. Tas
nozime, ka eksiste tadas formulas § = K1 A Ry argumentu vertibas, ka § ~ p,
bet &1 A Ry ~ a. Ja reiz &1 A Ry ~ a, tad vai nu K ~ a, vai art Ky ~ a.

(i) Ja B ~ a, tad § = K ~ a, un tapec K; nevar but formulas §
konsekvents.

(i) Ja Ry ~ a, tad § = Ky ~ a, un tapéc Ky nevar but formulas F
konsekvents.

Esam ieguvusi pretrunu. m
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8.5. Teorema. Piepemsim, ka N ir formulas F(Ay, Ag, ..., A,) izcila
konjunktiva normalforma. Formula R(Ay, As, ..., A,) ir formulas § kon-
sekvents tad un tikai tad, ja K ir formulas § trivialais konsekvents vai ari ta
ir ekvivalenta kadai formulas N nulles konstituensu konjunkcijas.

O <« 8.3. un 8.4. Apgalvojums.
= Pienemsim, ka R ir formulas § konsekvents,

RINRAN...ANR,
ir formulas R izcila konjunktiva normalforma un
MN=TH AN A ... ANy

ir formulas § izcila konjunktiva normalforma (te visas formulas 9; ir nulles
konstituentes). Tagad pienemsim, ka £ A R A ... A R, nav ekvivalenta
nevienai nulles konstituensu 91y, Mo, ..., M, konjunkcijai. Tas nozime, ka
atrodama tada nulles konstituente K;, kas nav ekvivalenta nevienai no kon-
stituentem 91y, N, ..., Nk.
Pienemsim, ka
Ri~eaAiVeAs V.. Ve, A, .

Ja

Ay ~ea, Ay ~ ea, ..., A, ~€e,a,
tad R; ~ a. Lidz ar to
R~K NN ANR,~a.
Saskana ar 7.18. Apgalvojumu visas nulles konstituentes 91; ~ p. Ta rezultata
S~N~p.
Tas demonstre, ka formula § = & nav tautologija. Pretruna! m

8.6. Piemers. Formulas AV B = C vertibu tabula izskatas sadi:
A|B|C| AvB|AvB=C
a p

"BV 2@ 2 2 2
V"W LRI & 2
W e ag ag e
TRV T 2
Ve a3
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Formulas AV B = C izcila konjunktiva normalforma ir formula
(AV-BVC)AN(mAVBVC)AN(mAV-BV().

Nemot vera tikko pieradito teoremu formulas A V B = C netrivialie
konsekventi ir formulas

Av-BvC, (AV-BVC)A(—=AVBV(O),
~AvBvVC, (AV-BVC)A(-mAV-BV(O),
-Av-Bv(C, (mAVBVC)A(—mAV-BV(O).

Tikpat labi mes varam apgalvot ar1, ka formulas A V B = C netrivialie
konsekventi ir formulas

A=C, A=Bv(C, ANB=C,
B=C, B=AvC, (AvB)=C.

Saprotams tas visas ir ekvivalentas ieprieks uzskaititajam.

8.7. Vingrinajumi. Kuram formulam eksisté netriviali konsekventi?
Atrast netrivialos konsekventus formulam, kuram tie eksiste.

(i) —ANA

(ii) A= —(B & -A)

(iii) (AN(BV-A)AN((-B= A)V B)
(iv) (CV(BANA)V (A(B& -C)=A)
(v) A= (C= (-D=B))

8.8. Definicija. Formulu J sauc par formulas § implikantu, ja J = §
1 tautologija.

Ja formula R ir kontradikcija, tad 8 = § ir tautologija. Tautologija ir
ar formula § = §. ST iemesla dé] pasu formulu § un jebkuru kontradikciju
sauc par formulas § trivialajiem implikantiem, parejos — par netrivialajiem.
Mes interesesimies, ka atrodami netrivialie implikanti.

8.9. Piemers. Formula

C

ir formulas

AVvB=C (8.2)
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implikants, jo

C=(AVB=C)

ir tautologija (6.2. Piemers (i)). Tas pasas formulas implikanti ir arT formulas
ANC, BAC.

Vispar mes varam uzkonstruet bezgala daudzas formulas, kas ir formulas
(8.2) implikanti, pieméram,

c, cnC ... NC ...

tacu visas §1s formulas ir savstarpeji ekvivalentas. Lidz ar to dabigi ir meklet
tikai neekvivalentus implikantus.

8.10. Apgalvojums. Katra vienibas konstituente, kas ir formulas § iz-
cilas disjunktivas normalformas loceklis, ir formulas § implikants.

O Pienemsim, ka

DIVDLV...VD,

ir formulas § izcila disjunktiva normalforma, tad
S:Dl\/@g\/...\/@m

un
Dj@@l\/gg\/...\/@m

ir tautologija katram j € 1, m. Ta rezultata ®; = § ir tautologija; tatad D;
ir formulas § imlikants. m

8.11. Apgalvojums. Ja D, un Dq ir formulas § imlikanti, tad D1V D,
ary ir formulas § implikants.

O Pienemsim pretejo, proti, ®; V D, nav formulas § implikants. Tas
nozime, ka eksiste tadas formulas ©; V ®, = § argumentu vertibas, ka
S ~ a, bet D1V D,y ~ p. Jareiz D,V Dy ~ p, tad vai nu D, ~ p, vai arl
@2 ~ D.

(i) Ja ®; ~ p, tad D1 = §F ~ a, un tapec ®; nevar but formulas F
implikants.

(i) Ja @y ~ p, tad D3 = F ~ a, un tapéc Dy nevar but formulas F
implikants.

Esam ieguvusi pretrunu. m
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8.12. Teorema. Piepemsim, ka N ir formulas F(Aq, A, ..., A,) izcila
disjunktiva normalforma. Formula ©(Ay, As, ..., A,) ir formulas § imp-
likants tad un tikai tad, ja ® ir formulas § trivialais implikants vai ari ta ir
ekvivalenta kadai formulas N vienibas konstituensu disjunkcijai.

O <« 8.10. un 8.11. Apgalvojums.
= Pienemsim, ka ®© ir formulas § implikants,

D1VD,V... VD,
ir formulas ® izcila disjunktiva normalforma un
M= VILV...VIy

ir formulas § izcila disjunktiva normalforma (te visas formulas 91; ir vienibas
konstituentes). Tagad pienemsim, ka ®; V ®, V ...V D, nav ekvivalenta
nevienai vienibas konstituensu 9,M,, ..., N, disjunkcijai. Tas nozime, ka
atrodama tada vienibas konstituente %,;, kas nav ekvivalenta nevienai no
konstituentem 9y, No, ..., Ny.

Pienemsim, ka

@Z‘E(ElAl/\EQAQ/\.../\GnAn.

Ja
Ay ~ep, Ay ~ep, ... Ay ~ D,

tad ©; ~ p. Lidz ar to

Saskana ar 7.11. Apgalvojumu visas vienibas konstituentes 9; ~ a. Ta

rezultata
F~MN~a.

Tas demonstre, ka formula ® = § nav tautologija. Pretruna! m

8.13. Piemers. Formulas (C = AV B) = A A =C vertibu tabula
izskatas Sadi:
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A|B|C|AVB|C=AVB|AAN-C | (C=AVB)=AAN-C
a a a a P a a
a a P a a a P
al|p|a D D a a
alpl|p p p a a
plala p p p p
plalp p p a a
plp|a p p p p
plp|p p p a a

Formulas (C' = AV B) = A A —C izcila disjunktiva normalforma ir formula
(mFAAN-BANC)V(AN-BA-C)V(ANBA-C).

Nemot vera tikko pieradito teoremu formulas (C'= AV B) = A A -C
netrivialie implikanti ir formulas

“AN-BAC, (mAAN-BAC)V(AAN-BA-C),
AN-BA-C, (FAAN-BAC)V(ANBA-C),
ANBA-C, (AAN=BA-=C)V(AANBA=C).

8.14. Vingrinajumi. Kuram formulam eksiste netriviali implikanti?
Atrast netrivialos implikantus formulam, kuram tie eksiste.
(i) —“ANA
(ii) A= (B & -A)
(iii) (AN(BV—-A)A((-B= A)V B)
(iv) (CV(BANA)V (H(Be-C)=A)
(V) A= (C= (-D= B))

Par teorémam parasti medz saukt patiesus un pieradamus apgalvojumus
(mazak nozimigas teoreémas sauc par apgalvojumiem, faktiem, secinajumiem),
paligteoremas parasti sauc par lemmam). Visbiezak teorema no logiskas
strukttras viedokla ir implikacija 9 = &. 91 sauc par teoremas nosacyjumu,
& — par teoremas secinajumu. Ja patiesa implikacija 91 = &, tad N sauc
par pietiekamu nosacijumu teoremas secinajumam &. Savukart teoremas
secinajumu & sauc par nepieciesamu nosacijumu teoremas nosacijumam .
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Jaatzist, ka Sis termins nav izdevies: daudz dabiskak butu sacit, ka & ir
apgalvojuma I nepieciesamas sekas. Tajos gadijumos, kad ir speka ekvi-
valence N < G, tad saka, ka & ir pietiekams un nepieciesams nosacijums
apgalvojumam 1.

Apgalvojumu & = M sauc par teoremas N = & apgriezto teoremu.
Vispariga gadijuma tiesas teoremas apgriezta teorema var izradities arT apla-
ma (tatad isteniba ta nemaz nebus teoreéma).

8.15. Piemers. Teorémas

e Ja funkcija f(z) ir diferencejama punkta z,, tad funkcija ir nepar-
traukta sai punkta

apgriezta teorema ir apgalvojums:

e Ja funkcija f(x) ir nepartraukta punkta z,, tad funkcija ir diferenceja-
ma Sai punkta.

Sai gadijuma apgriezta teorema ir aplama, ta piemeéram, punktd zo, = 0
funkcija f(x) = |z| ir nepartraukta, tacu punkta zo = 0 funkcija f(z) = |z|
nav diferencejama.

Apgalvojumu -9t = —G& sauc par teoremas M = & pretejo teoremu.
Saskana ar kontrapozicijas likumu (6.13. Vingrinajums (xiv)) pretéja teoréma
ir ekvivalenta ar apgriezto teoremu (ilustraciju skatit 8.1. zimejuma).

Apgalvojumu =6 = =1 sauc par apgrieztas teoremas & = I pretejo
teorému jeb pretejas teoremas =N = —& apgriezto teorému (ilustraciju
skatit 8.1. ziméjuma). Saskana ar kontrapozicija likumu apgrieztas teoremas
pretéja teorema (tapat — pretéjas apgriezta teorema) izteic to pasu, ko tiesa
teorema.

Saliktas teoremas. Teoremas reprezentaciju izskata 901 = & dazkart var
precizet arl izteikumu logikas ietvaros. Aplukosim divus tipiskus gadijumus.

(i) Ja teoremai ir izskats

MN= 6 N6E, ,
tad to var pieradit, izvedot implikacijas
N =6, un N=6,.

ST papémiena pamatojums ir tautologija 6.4. Vingrinajums (viii).
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N=6 G=M"N
tieSa teorema apgriezta teorema
-6 = N
“N=-6 preteja apgrieztajai jeb
preteja teorema apgriezta pretejail
teoremai

8.1. zim.: Teoremu klasifikacija.

(ii) Ja teoremai ir izskats
Ty VI, = 6 ,
tad to var pieradit, izvedot implikacijas
N =6 un N, = 6.

ST panemiena pamatojums ir tautologija 6.2. Piemers (i).

Netiesie pieradijumi. Netieso pieradijumu jeb pieradijumu no preteja
pamata ir tresa izslegta likums (6.4. Vingrinajums (i)). Ta ir klasiskas iz-
teikumu logikas teze, ka katrs izteikums ir vai nu patiess, vai aplams. Ta

rezultata, lai pieraditu, ka izteikums 2{ ir patiess, pietiek pieradit, ka tas nav
aplams. Tatad, ja mums japierada kada teorema

N=6,
mes varam meginat pieradit, ka apgalvojums

(M= 6)
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ir aplams jeb ekvivalenta forma
NA-G~a.

Nemot vera implikacijas definiciju, parasti izvelas kadu izteikumu 2A, un
pierada, ka
MA-G=AN2A~p.

Pieversisimies konkretam pieradijumam.
8.16. Apgalvojums. V2 ¢ Q.

O Piepemsim pretéjo, proti, ka v/2 € Q. Ja reiz ta, tad /2 var uzrakstit
ka nesaisinamu dalu 2, kur gan m € N, gan n € N. No Sejienes V2 = o,
tapec 2 = :’;—22 jeb 2n? = m?, t.i., m? ir para skaitlis.

Ja m ir nepara skaitlis, t.i., m = 2s + 1, tad m? = 4s®> +4s + 1 a1 ir
nepara skaitlis. Tapéc, lai m? biitu para skaitlis, arl m ir jabiit para skaitlim.
Pienemsim, ka m = 2k. Iegtstam 2n? = m? = 4k? jeb n? = 2k2. Lidzgi
ka ieprieks secinam, ka n nav nepara skaitlis. Tatad n = 2t, t.i., n ir para
skaitlis. Lidz ar to gan m, gan n ir para skaitli, bet mes tacu pienemam, ka
dala ™ nav saisinama. Ta ka musu spriedumos kludu nav, tad atliek tikai
viena iespeja, proti, piepeémums, ka v/2 € Q, ir klidains. m

Sai pieradijuma izteikuma 2 loma ir fakts, ka katru racionalu skaitli var
reprezentet ka nesaisinamu dalu.

Pieradijums pa gadijumiem. Dazkart izradas parocigi visparigo sprie-
dumu sadalit atseviskas objektu klases ta, lai to apvienojums dotu visus
apskatamos objektus.

8.17. Apgalvojums. FEksisté tadi divi iracionali skaitli a un b, ka a® ir
racionals skaitlis.

0 Izvelamies skaitli b = /2. Talakais pieradijums sazarojas.

(i) Izvelamies a — ﬂﬂ, ja \/5\/§ ir iracionals skaitlis. Ta rezultata

ah = (V27 = (VB2 = (va) =2,

kas ir racionals skaitlis.
.. _ 2, . _ g R .
(i) Ja nu tomer V2Y7 ir racionals skaitlis, tad izvelamies a = V2. m
Jautajums:
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— Kads ir skaitlis a?

Apgalvojuma pieradijums nedod nekadu informaciju par patieso skaitla
a vertibu. ST iemesla dé] konstruktivaja matematika sada tipa pieradijumus
neatzist par pienemamiem. No klasiskas matematiskas logikas viedokla pie-
radijums ir korekts.



