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Preambula

Citu matematikas disciplinu vajadzibas ir noteicosais arguments, kapec
matematiskas logikas un kopu teorijas pamatkurss sakas ar tadam temam, ka:
kopa, operacijas ar kopam, kopu Dekarta reizinajums, funkcija; matematiska
indukecija un Nitona binoma formula. Sai izklasta stadija lektoram nakas
operet ar matematiskas logikas elementiem neformala izpratne. Tacu jau lek-
ciju kursa sakuma lietderigi uzsvert, ka musdienu matematika stingri norobe-
7o skaidrojumu no definicijas, ka art objekta definiciju no ta uzdosanas veida.

Talakais izklasts liela mera ir tradicionals, proti, izteikumu un predikatu
logika, tas lietojumi kopu teorijas formulu pieradijumos. Ta ka predikatu
logika netiek izklastita ka aksiomatiska teorija, tad formulu pieradijumi tiek
aplikoti tikai galigas kopas. ST nostaja vél jo vairak ir attaisnojama ievad-
kursa, jo pilnigak atklaj sakarus ar izteikumu logiku.

Kursa apraksts — plans

1. Pamatjédzieni un atvasinati jedzieni. Kopas jedziens, kopas
apakskopa, vienadas kopas. Kopu uzdosanas veidi: parskaitijums,
elementa raksturiga ipasiba. Kopu apvienojums, skelums, starpiba.
Venna diagrammas. (1 st. 1., 1 st. pr. d.)

Kopas un taja definetas funkcijas — luk, divi objektu tipi, ar kuru izpeti
galu gala nodarbojas katra matematikas nozare. Jeédziens "kopa” intuitivi



viegli uztverams, 1pasi, ja nemegina "manities” un ta arl tiesi pasaka, ka
tas ir pamatjedziens. Tacu, lai varetu sniegt pilnvertigu kopas jedziena
skaidrojumu, jaievies vel viens pamatjedziens, proti, attieciba — elements
x pieder kopai X. Ta rezultata vajadzigs ari jedziena ”elements” skaidro-
jums. Japasvitro, ka arl kopas var but kadas citas kopas elementi. Sai
izklasta stadija jedziens "attieciba” tiek lietots intuitiva izpratne, un netiek
detalizeti skaidrots (ja vien auditorija neizraisas diskusija par 8o temu). Tas
pats attiecas uz galigas un bezgaligas kopas jedzieniem.

Tai pasa laika: apakskopa, virskopa, 1sta apakskopa, tuksa kopa, vienadas
kopas, kopu apvienojums, skelums, starpiba, papildinajums — jau ir at-
vasinami jedzieni, kaut arm matematiskas logikas simboliku sai stadija lieto-
jam intuitiva nozime.

Kopas uzdosas veidi

e Uzdod kopas A elementu sarakstu. Ta pierakstu A = {aq,as,...,a,}
parasti saprot ka apgalvojumu:
kopa A sastav no elementiem aq, as, ..., .

e Uzdod kopas B elementus raksturojoso predikatu.
Ta pierakstu B = {z|P(x)}
parasti saprot ka apgalvojumu: kopa B sastav no visiem tiem un tikai
tiem elementiem, kuriem piemit 1pasiba P.

Ar pirmo panemienu samera erti uzdodamas galigas kopas.

Ar otro — bezgaligas kopas.

Tacu pirmaja gadijuma saraksts parasti buis parskatams tikai tad, ja ele-
mentu skaits nav parak liels.

Otraja gadijuma jabut uzmanigam, lai nerastos pretrunas, pieméram, ta
sauktais Rasela paradokss. Sai izklasta stadija nav lietderigi auditoriju iepa-
zistinat ar Rasela paradoksu.

Japasvitro, ka Venna diagrammu metode lietojama bez iebildem tikai
gadijuma, ja formula satur ne vairak ka tris kopas.

2. Korteza jedziens, Dekarta reizinajums. Funkcijas (atteloju-
ma) definicija, funkcijas uzdosanas veidi. Attélojumu veidi. Inver-
sais attelojums. Algebriska operacija. (1 st. 1., 1 st. pr. d.)

Kopu {{z}, {z,y} } sauc par elementu x € X, y € Y sakartotu pari un
apzime (z,y).



Pieraksts (z,y) tiesa veida norada, ka x ir para pirmais elements, bet y —
otrais. Ta rezultata paris (z,y) ir vienads ar pari (a,b) tad un tikai tad, ja
r=auny=>ob.

Pari (21, ..., Tn-1), Tn), kur Vi € 1,n (z; € A;), sauc par n — dimensionalu
kortezu par kopam Aj, As,...,A, un lieto apziméjumu (xy, z, ..., x,).

Ta ka induktivas definicijas ir matematikas ikdiena, tad korteza induktiva
definicija ir vel viena ilustracija sada veida definicijam.

Visu sakartoto paru (z,y), x € X, y € Y, kopu sauc par kopu X un Y
Dekarta reizinajumu un apzime X x Y. Tatad

XxY ={(z,y)|lre X NyeY}.

Par kopu Aj, As,...,A, Dekarta reizinajumu A; x Ay X .... X A, sauc
visu n — dimensionalu kortezu kopu par kopam A, As,...,A,, t.i.,

A1 X A2 X ... X An = {(I‘l,l’g, 7.Tn) |VZ € L_n(xz € Az) }

JaA=A=Ay,=..=A,, tad lieto apzimejumu A; x A; x ... x A,, = A"

Trijnieku f = (X, Y, F), kur F' C X XY, sauc par attélojumu jeb funkciju,
ja visiem kopas F' elementiem (z, ), (z, z) ir speka vienadiba y = z. Kopu X
sauc par attelojuma f starta jeb izejas kopu, Y — par finisa jeb ieejas kopu,
F sauc par grafiku. Ja (z,y) € F, tad lieto pierakstu f(z) =y jeb f:x +— y.
Saja situacija saka arT, ka elementa z attels ir elements y, bet elementa y
pirmtels ir elements x. Visparigs pieraksts f : X —o— Y (lieto arl pierakstu

X —<J>c—> Y) norada, ka f ir attelojums ar starta kopu X un finisa kopu Y.
Elementu x € X sauc par funkcijas f argumentu vai neatkarigo mainigo, bet
y € Y — par atkarigo mainigo. Ja X =Y, tad saka, ka funkcija f attelo
kopu X sevi. Kopu

Dom(f) ={z|IyeY (f:z—y)}

sauc par attélojuma f : X —— Y definicijas apgabalu (angliski “domain”).
Savukart kopu
Ran(f) = {y |30 € X (f : 2 — y)}

sauc par attelojuma f vertibu apgabalu (angliski “range”) .

Funkcijas uzdosanas veidi: aprakstosais (atbilstibas likumu izsaka ar var-
diem); grafiskais (uzdod funkcijas grafiku: uzskaita visus parus, tabularais,
ar zimejumu), analitiskais (parasti ar formulas vai proceduras palidzibu).



Japasvitro, ka §1 klasifikacija ir nosacita, ta piemeram, analitisko funkcijas
uzdosanas veidu loti biezi var arT uzskatit par aprakstoso funkcijas uzdosanas
veidu.

Attelojumu veidi: injekcija, sirjekcija, visur definets attelojums, bijekcija.
Attelojumu f : X —o— Y sauc par visur definétu attélojumu, ja Dom(f) = X.
Sai gadijuma médz lietot vienu no apziméjumiem f: X — Y vai X Ly,

Pienemsim, ka  F' ir funkcijas f: X —— Y grafiks, tad
F7' = {(y,2)|(z,y) € F} Trijnieku f~' = (V,X,F™') sauc par
funkcijas f: X —o— Y inverso funkciju, ja f~! ir funkcija.

Tradicionali visur definetu attelojumu f : X™ — X sauc par algebrisku
n—vietigu operaciju, tacu $is termins miusdienas tiek lietots ar1 visparigakas
situacijas. Ta rezultata atskiriba starp attelojumu un algebrisku operaciju ir
nosacita un biezi saistita ar attiecigas matematikas nozares tradicijam.

3. Matematiskas indukcijas metode. Kopas uzdoSana ar in-
duktivu konstrukciju. Nutona binoma formula. (2 st. 1.)

Matematiskas indukcijas shema vienkarsakaja izskata

P(0), VYxeN(P(z)= P(z+1))
Vr e N P(z)

Kas attiecas uz induktivu kopas konstrukciju, tad vispariga gadijuma ta
ir kopas definicija, kas izmanto visparinato indukcijas metodi. Vienkarsakaja
gadijuma tas nozime, ka jauzdod kopa A = {ag, ay,...,a,,...}, kur kopas A
elementus define izmantojot shemu:

apg = €]

an+1 = f(an>-

Te f ir kada fikseta procedura (algoritms). Jedzienu algoritms musdienu ma-
tematika define, tacu §1 kursa ietvaros Sis jedziens tiek izmantots intuitiva
nozime.

Nutona binoma formulas pieradisanai izmantojama rekurences sakariba

()= (2)=(in),

kur k < n.



4. Matematiskas logikas priekSmets. Izteikumi, to patiesum-
vertibas. Vienkarsi un salikti izteikumi. Logiskas operacijas, to
definicijas ar patiesumvertibu tabulam. (2 st. 1)

Matematisko logiku var uzskatit par formalo logiku, kas lieto matema-
tiskas metodes un matematiska tipa simboliku. Lai ar1 cik vilinosi neliktos
silogismi, tomer tas nav musdienu matematiskas logikas magistralais virziens.
Tacu izskirosais ir laika deficits. Kursa apjoms ir tikai 2 kreditpunkti. Tas
nenozime, ka tos nevajadzetu lietot ka ilustrativu materialu.

Izteikuma jedziens ir pamatjedziens un netiek definets. Aprakstosi pa-
skaidrojot, var teikt, ka par izteikumu saucam tadu apgalvojumu, kas ir vai
nu patiess, vai aplams. Ta rezultata paradas arl patiesumuvertibas jedziens,
kas ar1 ir pamatjedziens.

Vienkarsa un salikta izteikuma jedzieni ir sintaktiskas dabas jedzieni, bet
ta ka Sai ievadkursa sistematiski netiek analizetas formalas valodas, tad Sos
jedzienus nakas uzskatit par pamatjedzieniem, un aprobezoties ar skaidroju-
mu.

Tradicionali biezak lietotas patiesuma operacijas ir: negacija, disjunkci-
ja, konjunkcija, implikacija un ekvivalence. PaSas definicijas nesagada prin-
cipiala rakstura problemas, tomer diskutejams ir jautajums par So operaciju
atbilstibu " pareizai” sprieSanai.

A|B|ANB|AVB|A=B| A< B
-A a | a a a P P
a p a | p a p b a
pl a p|a a P a a
plDp p P P p

5. Formulas, to patiesumveértibu tabulas. (1 st. 1., 1 st. pr. d.)

Formulas definicija.
(i) Pienemsim, ka izteikumi apzimeti ar burtiem A, B,C,... tad katru no
burtiem A, B,C, ... sauc par formulu;
(ii) ja 2 ir formula, tad —2( sauc par formulu;
(iii) ja A un B ir formulas, tad (A V B), (AADB), (A = B), (A & B) sauc
par formulam.

Formula ieejosos burtus sauc par formulas argumentiem.

Tabulu, kuras rindinas atbilst visam iespejamam formulas argumentu
patiesuma vertibu kombinacijam un kas uzrada atbilstoso formulas patiesuma



vertibu, sauc par formulas patiesuma vertibu tabulu jeb formulas tabulu. Rin-
dinas tabula parasti izkarto leksikografiski. Tas nozime, ka tos formalos
vardus alfabeta {a, p}, kuri sastada argumentu vertibu kombinacijas, sakarto
tada seciba, kada tie butu uzraditi vardnica, ieverojot, ka burts a alfabeta
atrodas pirms burta p.

6. Identiski patiesas (tautologijas), identiski aplamas, neitralas,
izpildamas un atspékojamas formulas. Formulu ekvivalence. Lo-
gisko operaciju savstarpeja atkariba. (1 st. 1., 2 st. pr. d.)

Formulas 2 un B sauc par ekvivalentam, ja formula 2 < B ir tautologija.

Ta ka formula A = B ir ekvivalenta formulai -AV B un formula AV B
satur tikai logiskas operacijas — un V, tad mes sakam, ka logiska operacija =
izsakama ar logiskajam operacijam — un V. Tagad mes varam arl pasniegt
definiciju.

7. Normalforma, tas atrasana, izcila normalforma. (1 st. L., 2 st.

pr. d.)

Disjunktiva un izcila disjunktiva normalforma. Konjunktiva un izcila
konjunktiva normalforma.

8. Konsekventi un implikanti. Teoremu logiska struktura, ne-
tieSie pieradijumi. (1 st. 1., 1 st. pr. d.)

Formulu K sauc par formulas § konsekventu, ja § = K ir tautologija.

Formulu J sauc par formulas § implikantu, ja J = § ir tautologija.

Par teoremam parasti medz saukt patiesus un pieradamus apgalvojumus.
Visbiezak teorema no logiskas struktiiras viedokla ir implikacija 91 = &. 0N
sauc par teorémas nosacijumu, & — par teorémas secinajumu. Ja patiesa
implikacija 91 = &, tad M sauc par pietiekamu nosacijumu prieks &. Ja
patiesa implikacija & = N, tad DN sauc par nepieciesamu nosacijumu prieks

S.

9. Izteikumformas, predikati un individi. Kvantori, saistiti un
brivi mainigie. Identiski patiesas formulas. (2 st. 1.)

Izteikumforma ir pamatjedziens un netiek definets. Tas pats attiecas uz
predikatu un individu. Aprakstosi paskaidrojot, var teikt, ka predikats ir
tas, kas paliek pari, kad izteikumforma izdzes visus mainigos (individus).



10. Konkreti predikati galigas kopas. Predikatu logika un iz-
teikumu logika. (2 st. 1.)

Konjunkcija ir patiesa tad un tikai tad, ja patiess katrs tas loceklis. No
otras puses, Yz P(x) ir patiess apgalvojums tad un tikai tad, ja P(a;) ir
patiess katram individu kopas elementam a;. Tatad, ja individu kopa ir
galiga, pieméram, ta ir vienada ar kopu {ay,as, ..., a,}, tad formulas

VaP(z) un /\ P(a;)

ir ekvivalentas.

Lidzigi, disjunkcija ir patiesa tad un tikai tad, ja patiess ir kaut viens tas
loceklis. No otras puses, 3xP(z) ir patiess apgalvojums tad un tikai tad, ja
P(a;) ir patiess kaut vienam individu kopas elementam a;. Tatad formulas

n

dxP(x) un \/ P(a;)

i=1
ir ekvivalentas.

11. Identiska patiesuma pieradiSana un atspekosana galigas
kopas. Kvantoru ipasibas. (1 st. 1., 2 st. pr. d.)

Relativi vienkarsi var pieradit, ka jebkura galiga individu kopa formulas

—Va P(z) < dz-P(x),
—-dz P(x) < Vz-P(z)

ir identiski patiesas. Tapat vienkarsi var konstatet, ka formulas

Vady P(z,y) un JyVe P(z,y)
nav ekvivalentas gan ar redukciju uz izteikumu logiku, gan piemeklejot kon-
krétu pretpiemeru.

12. Aksiomas, aksiomatiska teorija. Izveduma likumi. Klasiskas
predikatu logikas aksiomas. (1 st. 1.)

Nav pamata bazam, ka predikatu logikas aksiomatika ir parak sarezgita,
lai ar to iepazistinatu matematikas (uzsveru matematikas) studiju program-
mu klausttajus. Te ta ir.



Predikatu logikas aksiomatika.
(i) Visas tautologijas,
(ii) visas vienadibas aksiomas,
(iii) visas formulas izskata:

o Vad(z) = A(t),
o A(t) = JaA(x).

Izveduma likumi.

A A= DB
B

(ii) Visparinajuma kartulas (formula 20 mainigo = nesatur brivi):

(i) Modus ponens:

A = B(z) B(r)=A
A = VyB(y) JyB(y) = A

13. Kopu teorija un logika. Kopu vienadiba, tas pieradiSana.
(1st. 1., 1 st. pr. d.)

rceAUB&S e AVreDB
reANB&sre ANz e B, (r,y) e AxBsrxe ANyEB
reA\Besrec ANz ¢ B

Sts ir tas pamatekvivalences, kas lauj kopu vienadibu pieradijumus re-
ducet uz ekvivalences pieradijumiem izteikumu rekinos.

14. Priekssakartojums, sakartojums. Kopas sadalijums, ekvi-
valences tipa predikats. Faktorkopa. (2 st. 1.)

Pienemsim, ka P ir kopa K defineta divvietiga attieciba. P sauc par:
(i) refleksivu, ja  P(z,x) ~ p;
(i) simetrisku, ja  P(z,y) ~p = P(y,z) ~ p;
(ili) antisimetrisku, ja ~ P(z,y) ~p APy, z) ~p= 1z =1y;
(iv) transitivu, ja ~ P(x,y) ~p A P(y,z) ~p = P(z,z) ~ p.

15. Kopas apjoms. Sanumuréjamas un nesanumuréejamas kopas.
Par kopu teorijas paradoksiem. (2 st. 1)

Saka, ka divas galigas kopas ir vienlielas, ja tam ir vienads elementu skaits.

Saka, ka divam kopam K; un K, ir vienads apjoms, ja eksisté bijekcija
B : Ky — K,. ST definicija ir visaptverosa tai nozimé, ka var paradit, ka
divas galigas kopas ir vienlielas tad un tikai tad, ja tam ir vienads apjoms.
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Kas attiecas uz Kantora diagonalizacijas principu, tad visuzskatamak to
var demonstret aplukojot ta sauktos w—vardus alfabeta {0, 1}. Tacu, ja lek-
toram tas liekas apgrutinosi, var pietureties pie klasikas.

Rasela paradokss, ja to akurati izklasta, ir pietiekosi uzskatams.

e Piegemsim, ka R = {R|R ¢ K}, kur K — patvaligas kopas.
e Vai R ir kopa?

e Ja ir, tad varam uzdot jautajumu:

— Vai R € R?
e [zanalizesim abas iespéjas.

1. Ja R € 1R, tad saskana ar kopas R definiciju tas nozime,
ka R ¢ R. Pretrunal

2. Ja R ¢ ‘R, tad saskana ar kopas R definiciju tas nozime,
ka R € R. Atkal pretrunal



