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APZIMEJUMI

- — negacija,

VvV  — disjunkcija, A — konjunkcija,

= — implikacija, < — ekvivalence,

4 —  eksistences kvantors, V — universalkvantors,

r€ X — elements x pieder kopai X jeb x ir kopas X elements,
ACB — kopa A ir kopas B apakskopa,

AUB, AnB, A\ B — kopu A un B apvienojums, skélums, starpiba,
= , = — vienadibas saskana ar definiciju,
Tn=1{1,2....n}; k,n = {k,k+1,...,n}, te k <n,

7 — veselo skaitlu kopa, Z, = {z|zr€Z ANz >0}, N+ Z,U{0},
Q@ — racionalo skaitlu kopa,

R — realo skaitlu kopa, C — komplekso skaitlu kopa,

Ny — kopas N apjoms, ¢ — realo skaitlu kopas R apjoms,

(z,y) = (z,9) = {z},{z,y}},

(X1, 22, ... xn) = (X1, 22, ..., ZTp_1),Tn),

Al X AQ X oo, XAn S {(%1,$2,...,$n>|Vi 61,_71(1’1 EAi)}, An,

frx—y, f:X—o>Y, X—c{—>Y,
Dom(f) = {z|yeY (f:x—y)}, Ran(f) = {y|Ixe X (f:2—y)}
XYy, XLy, XY, XY

0O — pieradijjuma sakums,

m — pieradijuma beigas;

= — implikacijas zimi pieradijuma sakuma mes izmantojam, lai noraditu,
ka tagad sakas teorémas nepiecieSama nosacijuma pieradijums,

< — So zimi pieradijumos mes izmantojam, lai noraditu, ka tagad sakas

teoremas pietickama nosacijuma pieradijums,



A14.4.2 y R . _ . . . -
= — 8o apzimejumu pieradijumos mes izmantojam, lai noraditu, ka

vienadibas pamatotiba balstas uz apgalvojumu 14.4.2 (saprotams, ka ap-
galvojuma 14.4.2 vieta var but jebkurs cits apgalvojums, teorema, lemma,
formula, utm.).



9. nodala

PREDIKATI UN INDIVIDI

Izteikumformas, predikati un individi. Kvantori, saistiti un brivi mainigie.
Identiski patiesas formulas.

9.1. Izteikumformas

Izteikumu logika apliko apgalvojumus ka nedalamas pamatvienibas. Iz-
teikumu logikai nav svarigs ne tas, kas tiek apgalvots, ne art tas, par ko
apgalvojums izteikts. Ieverota tiek tikai apgalvojuma patiesuma vertiba.

Predikatu logika apskata ne vien izteikumus, bet ar1 izteikumformas — iz-
teiksmes (apgalvojumus), kas satur mainigos un parversas par izteikumiem,
kad fikse mainigo vertibas. Izteikumforma ir sakotnejais jedziens jeb pa-
matjedziens un tapec netiek defineta. Tas pats attiecas uz predikatu un
individu.

Detalizetaku skaidrojumu saksim ar pieméru. Teikums

e Skaitlis 6 ir lielaks par skaitli 4.
ir izteikums, tacu teikums

e Skaitlis z ir lielaks par skaitli 4.

nav izteikums, jo ST teikuma patiesums atkarigs no skaitla z vertibas. Sis
pedejais teikums ir izteikumforma. Svarigi ir, ka aizvietojot mainigo = ar
konkretu skaitli a, Sis teikums parversas par izteikumu. Ta, pieméram, ja
skaitlis @ = 2, tad iegistam aplamu izteikumu, ja a = 7, tad — patiesu
izteikumu.

Vel dazi izteikumformu piemeri:
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o 2 +1y?=0.

e Taisne M N ir paralela taisnei P(Q).
e X ir Latvijas galvaspilseta.
Rezumejot var teikt, ka par

izteikumformu sauc tadu izteiksmi (apgalvojumu), kas satur vienu vai
vairakus brivus mainigos un kas parversas par aplamu vai patiesu iz-
teikumu, ja So mainigo vieta liek konkretas vertibas.

Atzimesim, ka §is rezumejums nav definicija, bet tikai sakotneja jedziena
skaidrojums, tapec nav parak jasatraucas, ka mes Sobrid nesniedzam skaidro-
jumu, kas tie tadi ir brivi mainigie’. Salidzinajumam: apgalvojums

e Realo skaitlu kopa R atrodama tada mainiga x vertiba, ka sinx = %

ir patiess izteikums un nav izteikumforma. Ievietojot te mainiga = vieta,
teiksim, skaitli 0, iegistam absurdu teikuma sakumu. Tas liecina, ka Seit
mainigais x ir saistits.

Vienadojumi, nevienadibas ar nezinamajiem un to sistémas ir plasi lieto-
totas izteikumformas.

9.2. Predikati un individi

Vienkarsakaja situacija individuals izteikums saka, ka kadam priekSmetam
piemit kada noteikta 1pasiba jeb pazime.

e Ziema zakis Peléecis ir balts.
e Rezekne ietek Usmas ezera.
e Funkcija y = sin x ir nepartraukti diferencejama.

Atzimesim, ka izteikuma teiktais var arT neatbilst Istenibai.
Visparigi runajot, visi minetie piemeri ieklaujas shema

® ay,as,...,a, atrodas attieciba P,
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ko ar simbolu palidzibu parasti pieraksta ta:

P(ai,ag,. .., ap).
Sis pieraksts atgadina veidu, ka pieraksta kadas funkcijas vertibu dotaja
punkta — f(ay,as,...,a,). So pierakstu art lasa lidzigi:
— pé no a viens, a divi Iidz a en.
Saja gadijjuma P sauc par predikatu, bet aq, as, . .., a, — par individiem.

Skaidrojuma limeni var teikt, ka

& individuals iztetkums ir izteikums, kura viens vai vairaki noteikti prieks-
meti paklauti kadam noteikumam;

< par individuala izteikuma subjektu sauc &1 izteikuma dalu, kura rada,
par kadu priekSmetu ir runa;

¢ par individuala izteikuma predikatu sauc §1 izteikuma dalu, kura rada,
kas par mineto priekSmetu vai priekSmetiem tiek apgalvots.

Piemera

e Ziema zakis Pelecis ir balts.
subjekts ir 'zakis Pelécis’, bet predikats ir "Ziema __ ir balts’. Savukart
piemera

e Reézekne ietek Usmas ezera.

subjekti ir veseli divi, proti, 'Rézekne’ un 'Usmas ezers’. Te predikats ir

) )

1 ietek 2.

Verigs lasitajs var pajautat:

— Kada ir atskiriba starp subjektu un individu?

Subjekts ir individuala izteikuma dala. Tatad teikuma uzbuves rakstu-
rojums. Savukart individs ir pats prieksmets (kadas domajamas kopas ele-
ments).

Ja mes pieversamies izteikumformam, tad aprakstosi paskaidrojot var
teikt, ka predikats ir tas, kas paliek pari, kad izteikumforma izdzes visus
mainigos. Faktiski pierakstu ’ 1 ietek o var interpretet art ka
izteikumformu, tikai te izteikumformas

e 1 ietek y .
vieta lietots pieraksts

° 1 letek 5 .
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9.3. Konstantes, parametri un mainigie

Jau no skolas kursa lasitajam ir pazistams sads kvadratvienadojuma pie-
raksts:
ar® +bxr+c=0.

Saja piemera redzamas
e divas konstantes: 2 un 0;
e tris parametri: a,b un c;

e viens mainigais: .

> Konstante ir simbols, kas izmantots kada fikséta priekSmeta apzime-
Sanal.

< Parametrs ir simbols, kam nav visparpienemtas vienas vertibas, bet
kam kada noteikta vertiba tiek domata fikseta konteksta. Tatad para-
metrus noteikta konteksta var uzlukot par konstantem, bet cita kon-
teksta tas pats parametrs var but konstante ar citu vertibu.

{» Mainigais ir simbols, kas pat fikséta konteksta paliek nenoteikts — sp€j
pienemt dazadas vetibas no kadas prieksmetu kopas.

Teoriju buvejot formali visi Sie jedzieni reducejas uz dazadam fikseta al-
fabeta apakskopam. Mes ar to jau saskaramies definejot, kas ir formula
izteikumu logika. Semantika visi Sie ir sakotnejie jedzieni.

9.4. Eksistences kvantors

Ne retak ka ikdienas dzive, arm matematika jaruna par aplitkoto vai pie-
mineto priekSmetu skaitu. Loti biezi sastopami tamlidzigi izteikumi, ka
"visam rinka linijam piemit 1pasiba ...” vai ”eksisté vismaz viens naturals
skaitlis, kuram ...” Matematiska logika parada, ka visus tos var reducet uz
diviem galejiem daudzuma novertejumiem, kurus izsaka ta saucamie kvan-
tori.

Pierakstu Jz P(z) lasa "eksiste tads individs x, kuram P(x)” vai arl
"eksisté vismaz viens z, kuram izpildas predikats P(z)”, vai arl ”vismaz
vienam x piemit 1pasiba P”. Parasti gan to lasa 1si un burtiski:
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— FEksiste tads iks, ka pe no iks.

Nevajadzetu domat, ka vards ’eksistée’ ir vienigais, ka izteikt eksistesanas
ideju. Dazadibai var lietot tadas kvantorfrazes ka: ’vismaz viens’, 'kads’,
kaut viens’, 'dazi’, 'var atrast’, ’ir tadi’.

logika 'dazi’ tiek saprasts ka 'vismaz viens’.

9.4.1. Definicija. Simbolu 3 sauc par eksistences kvantoru, dx sauc par
eksistences kvantora kompleksu.

Japasvitro, ka eksistences kvantors neapgalvo tiesi viena objekta eksisten-
ci, bet gan vismaz viena objekta eksistenci ar uzradito 1pasibu. Lai izsacitu
to, ka eksiste tiesi viens objekts jalieto garaka formula.

Tagad pieversisimies piemeriem. Ka simboliski pierakstit apgalvojumu:

e Eksiste reals skaitlis, kas lielaks par skaitli 7.

PriekSmetu joma te, ka redzam, ir visi realie skaitli. Daziem predikatiem
matematika jau iesaknojusies savi specifiski apzimejumi. Ta rezultata sis
izteikums iegtist izskatu:

dr (xr >7 ANz €R)

Burts z nebiit nav vienigais, kuru medz lietot ka mainigo. Tikpat labi So
apgalvojumu simboliski var pierakstit izmantojot burtu y:

Jy(y>7ANyeR)
Lidz ar to konstatejam, ka
formulas 3z P(x) un Jy P(y) nozimeé vienu un to pasu.
Nedaudz sarezgitaks ir sekojosais piemers.
e Intervala ]2; 7[ ir kads parskaitlis.
Simboliski so apgalvojumu var pierakstit sadi:

ey (x=2y Nz €]2;7NxeN AN yeN)

Vienosanas. Mes formulu 3xy P(z,y) uzskatam par formulas
Jz Jy P(x,y) saisinatu pierakstu.
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9.5. Universalkvantors

Pierakstu Vz P(x) lasa " visiem x izpildas P”, vai ”visiem x piemit pasiba
P7. Parasti gan to lasa 1si un burtiski:

— Visiem iks pe no iks.

Visparibas ideju tikpat labi var izteikt arl ar vardiem ’katram’, ’jebku-
ram’, 'vienalga kadam’, ’ikvienam’.

9.5.1. Definicija. Simbolu ¥V sauc par universalkvantoru, Yx sauc par
universalkvantora kompleksu.

Tagad pieversisimies piemeriem. Ka simboliski pierakstit apgalvojumu:
e Visi racionalie skaitli ir reali skaitli.

Ka jau ieprieks atzimejam, daziem predikatiem matematika jau iesaknojusies
savi specifiski apzimejumi. Ta rezultata sis izteikums iegust izskatu:

Ve (x € Q= 2z €R)
Tikpat labi So apgalvojumu simboliski var pierakstit izmantojot burtu y:

Vy(yeQ=y€eR)
Lidzigi ka eksistences kvantora gadijuma konstatejam, ka
formulas Vo P(z) un Yy P(y) nozimé vienu un to pasu.
Tagad pieversisimies nedaudz sarezgitakam piemeram:
e Dazi gaili ir atraki par visiem titariem.

Te mums naksies paSiem ieviest konkretus predikatus, lai varetu doto
apgalvojumu pierakstit simboliski. Pienemsim, ka K ir visu putnu kopa, tad

e ((x) nozime: z ir gailis,
e T'(z) nozime: x ir titars,

e A(z,y) nozime: putns z ir atraks par putnu y.
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Tagad doto apgalvojumu var pierakstit ar formulu
Jx (G(x) A Yy (T(y) = A(:p,y)))

Vienosanas. Lidzigi ka eksistences kvantora gadijuma formulu
Vay P(z,y) uzskatam par formulas VzVy P(x,y) salsinatu pierakstu.

Garaku formulu lietosana biezi ir neerta, tapec ievies saisinajumus. Pie-
meram, pierakstu

Vo e K P(x)

uzskata par saisinajumu formulai
Vo (x € K = P(x)),

bet pierakstu
dr € K P(x)

lieto ka saisinajumu formulai
dz (x € K A P(x)).
Ipasi populars ir formulas
Jz P(z) A Vyz ((P(y) A P(2)) =y =z)

satsinajums 3!z P(x), kas izsakams ar frazi ”eksiste tiesi viens objekts z,
kuram piemit 1pasiba P”.
9.6. Formulas

Mes jau formulas jedzienu lietojam ieprieks neformali. Tagad So jedzienu
definesim, tacu vispirms mums nepiecieSami dazi sagatavosanas darbi lidzigi
ka tas bija izteikumu logikas gadijuma.

9.6.1. Definicija. Alfabetu

P ~ {Av_‘a/\avaéaﬁ) (a)} U {v7<>7 D7 |7E|,V}

sauc par predikatu logikas alfabetu.



9.6. FORMULAS 13

Ka redzams P = 7 U {V,<{,0,[,3,V}, t.i., izteikumu logikas alfabets
ir dala no predikatu logikas alfabeta. Mes parnpemam ar1 izteikumu logikas
terminologiju.

Alfabeta Z vardu (A™) sauc par mainigu izteitkumu, ja tikai A™ # A,
Burtus -, A, V, =, < sauc par logisko operaciju zimem. Burts

— apzlmeé negaciju,
— konjunkciju,
— disjunkciju,

— implikaciju,

I < >

— ekvivalenci.
Burtus (, ) sauc par iekavam, attiecigi

( sauc par kreiso iekavu,

) sauc par labo iekavu.
Burtus J un V sauc par kvantoriem, attiecigi

d sauc par eksistences kvantoru,
V sauc par universalkvantoru.

Alfabeta P vardu (V") sauc par mainigu individu jeb individualo mainigo,
ja tikai V"™ # A. Savukart vardu (™) sauc par konstanti, ja tikai {™ # A.

9.6.2. Definicija. (i) Katru individualo mainigo un katru konstanti
sauc par termu.

(i) Ja T1,Ts,...,T, ir termi, tad vardu (O"*TVT,...T,), kur k € Z,,
sauc par termu.

Vardu O0"|%, kur k € Z, unn € Z,, sauc par n—vietigu funcijas jeb operacijas
simbolu.

No formala redzes viedokla te viss ir korekti, tacu lasitajam var rasties
jautajums:

— Kam tie termi domati?

Ja lietojam vairak pierastus apzimejumus, teiksim,

Ty — (V2), as <= (<>5) un f72 = D2|7;

tad  (O%(VH)(O0)) = f2(xo,as). No &1 piemeéra redzams, ka termi
domati, lai sintaktiski aprakstitu funkciju kompozicijas.
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9.6.3. Definicija. Ja Ti,T5,...,T, ir termi, tad vardu
(A"FOV Ty ... Ty, kur k € Z, sauc par elementaru formulu.

Vardu A"* kur k € Z, un n € Z,, sauc par n—vietigu predikatsimbolu.
Ja lietojam vairak pierastus apzimejumus, teiksim,
ap = (<>); az = (<><>) un P12 = AA|;

tad  (AA[(O)(OO)) = Pi(ar,az2).  Un te numes atpazistam gan predikatu,
gan individus.

Tapat ka izteikumu logika formulas jedzienu ievies ar visparinatas induk-
cijas palidzibu.

9.6.4. Definicija. (i) Katru mainigu izteikumu sauc par formulu.
(ii) Katru elementaru formulu sauc par formulu.
(ii) Ja A ir formula, tad (=) sauc par formulu.
(iv) Ja A wun B dr formulas, tad
RAVB), (AADB), (A=DB), A<DB)

sauc par formulam.

(v) Ja A ir formula un x ir mainigs individs, tad vardus
(FzA) un (Vz2A)
sauc par formulam.

Vardus dx un Vx sauc par kvantoru kompleksiem.

Lidz ar to mes esam defingjusi predikatu logikas valodu alfabeta P, ko
1suma labad apzimesim ar Frm. Sis valodas vardus mes tikko nosaucam par
formulam.

Pieraksta ertibas labad (meés velamies but pec iespejas elastigaki) mai-
nigos izteikumus turpmak apzimesim ar lielajiem burtiem (parasti no latimu
alfabeta sakuma) A, B,C,... Mainigo predikatu apzimesanai tapat lie-
tosim lielos burtus (parasti no latipu alfabeta vidusdalas) P, Q, R,... Kon-
stantes apzimeésim ar mazajiem burtiem (parasti no latipu alfabéta sakuma)
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a,b,c,... funkciju simboliem lietosim latimu burtus no alfabeta vidusdalas
f,g,h,... mainiguindividu apzimesanai galvenokart lietosim latinu alfabeta
burtus no alfabeta beigam z,y, z,... Tapat mes pielausim izmantot latimu

alfabeta burtus ar indeksiem.

Lidzigi ka izteikumu logikas gadijuma, parasti vienojas, ka logisko ope-
raciju zimes sakartotas péc cieSuma sada seciba: visciesak saista negacija (),
mazak ciesi konjunkcija (A) un disjunkcija (V), vel mazak ciesi implikacija
(=) un ekvivalence («<). Saskana ar $o norunu konjunkcija un disjunkcija,
ar1 implikacija un ekvivalence saista vienlidz ciesi. Turklat vel vienojas, ka
kvantoru kompleksi piesaistas tikpat ciesi ka negacija. Ta formula

((VzA) = (Fy(VzP(z,y))))
tagad pierakstama ka:
(VzA = JyVzP(x,y)).

Papildus vienosimies parasti nerakstit arl arejas iekavas, kuras ieslegta visa
formula. Tagad iepries doto formulu var pierakstit sadi:

Ve A = JyVaeP(x,y).

9.7. Saistiti un brivi mainigie

2 ar naturalu

Vispirms saksim ar konkretu piemeru. Nemam izteiksmi x
mainigo x. Sis izteiksmes vertiba ir atkariga no konkréti izvéleta z € N.
Tikpat labi x var aizstat ar kadu saliktu izteiksmi, teiksim, 3 + 2 vai 2n + 1.
Visos apskatitajos gadijumos mes ieglisim konkretas vertibas.

Ja meés mainigo x aizstajam ar y, tad iegtistam radniecigu izteiksmi, tacu
jegas zina citu izteiksmi. Pirmaja gadijuma Sis izteiksmes vertiba ir atkariga
no x, otraja — no y. Citiem vardiem sakot izteiksmes y? vertiba nav atkariga
no konkretas x vertibas izveles.

Summu Y | a; més jau pazistam. Apskatisim izteiksmi
4 4
Z$2:1+22+32+42:Zy2-
=1 y=1

Tai ir noteikta nedz no z, nedz no y neatkariga vertiba, proti, skaitlis 30. Ja
Sai izteiksme Zi:l 2? megina mainiga x ievietot konkretas vertibas, iegiist
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bezjedzigas izteiksmes, piemeram, ja  aizstajam ar skaitli 0, tad iegustam
izteiksmi

Ko varam secinat? Simbols, kurs izteiksmé 22 bija mainigais, vairs tads
nav izteiksme 24 22, Tam par iemeslu ir summesanas operators 24
o Ct4=1 . p P z=1"
Sadu operatora ) _, "sabojatu” mainigo sauc par saistitu mainigo pretstata
"nesabojatiem” briviem mainigajiem.

Atzimesim, ka viens un tas pats mainigais izteiksme var ieiet gan brivi,
gan saistiti, piemeéram, izteiksme

4
2x + Z z?
r=1

mainiga x pirma ieeja ir briva, tacu parejas ieejas ir saistitas.

9.7.1. Definicija. Formulu A sauc par formulas § apaksformulu, ja vards
A wr varda § dalitags.

Pienemsim, ka
U1W1V1 = UW2V2 .
Mes teiksim, ka w; ieeja (uq,w,v;) iederas varda wy ieeja (ug,wq,v3), ja
atrodami tadi vardi v/, v’, ka

Uy =us un vy =V'vy.

Citiem vardiem sakot |ui| > |ua|, |v1] > |ve| un wy ir varda ws dalitajs.
Pretéja gadijuma mes teiksim, ka varda w; ieeja (u1,ws,vy) neiederas varda
wy eeja (ug, wo,vq). (Lasitajam atgadinam, ka $o visu meés parrunajam jau
5. nodala.)

9.7.2. Definicija. Mainiga = ieeju (u,x,v) formula A sauc par saistitu,
ja eksiste tada formulas A apaksformula 1B un ieeja (uy, txB,v1), ka

o (u,x,v) iederas ieeja (uq, trB,v1);

e 1€ {3V}
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Pretéja gadijuma mainiga z ieeju (u, x,v) formula 2 sauc par brivu. Saka, ka
mainigais x formula 2 ieiet saistiti, ja eksiste kada mainiga x saistita ieeja
(u,z,v) formula 2. Saka, ka mainigais x formula 2 ieiet brivi, ja eksiste kada
mainiga x briva ieeja (u,x,v) formula 2.

Formulu, kura nav brivu mainigo sauc par slegtu, bet formulu, kura ir
brivi mainigie sauc par vajéju.

9.7.3. Piemers. Formula
JyP(x,y, z) = Vy3zR(x,y, 2)
e mainigais x ieiet brivi;
e mainigais y lelet saistiti;
e mainigais z ieiet gan brivi, gan saistiti.

St formula ir valéja.

9.8. Klasiska interpretacija

Pienemsim, ka formula 2 ieiet

e mainigie T, s, . .., Tk;

e konstantes ay,as, ..., a;

e operaciju simboli fi, fo,..., fin;
e predikatsimboli Py, Ps, ..., Ppy;

e mainigi izteikumi Aq, Ag, ..., As.

9.8.1. Definicija. Piepemsim, ka dota kada patvaligas dabas kopa U.
Attelojumu 3, kas

e Lkatrai konstantei a; piekarto konkretu kopas U elementu a;;

e katram v-vieltigam operacijas simbolam f; piekarto konkretu v-vietigu
operaciju f; - UY — U;
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e katram v—vietigam predikatsimbolam P; piekarto konkretu v—vietigu ope-
raciju P; : UY — {a,p};

e katram mainigam izteikumam A; piekarto konkréetu kopas {a, p} vertibu
Ai;

sauc par formulas A interpretaciju J kopa U.
9.8.2. Definicija. Jebkuru visur definetu attélojumu
o:{x,20,..., 2} > U
SauUC par mainigo novertejumu.

9.8.3. Definicija (Terma vertiba).
e FElementu v(x) sauc par mainiga x vertibu novertéjuma v.
o Flementu a; sauc par konstantes a; vertibu novertejuma v.

e Jao(Ty),0(Ts),...,0(T,) ir attiecigi termu Ty, Ty, ..., T, vértibas no-
vertejuma v un f; ir v-vietigs operacijas simbols, tad

fi(U(Tl), U(Tg), R U(Ty))
sauc par terma f;(Ty, Ty, ..., T,) vertibu novértejuma v.

Tarezultata terma vertiba novertejuma v ir atkariga gan no interpretacijas
J, gan no novertejuma v. Turpmak §1 paragrafa ietvaros ar v, apzimesim
mainigo novertejumu, kas apmierina nosacijumu:
ja  xz#x;, tad  v.(x;) = v(zy).
9.8.4. Definicija (Formulas vertiba). Piepemsim, ka fikseta interpre-
tacija J un mainigo novertejums v.
(i) Vertibu A; sauc par mainiga izteikuma A; vertibu.
(i) Ja o(1T1),0(T3),...,0(T,) ir attiecigi termu Ty, T5, ..., T, vertibas no-

vertejuma v un P ir v—vietigs predikatsimbols, tad

P(U(T1)> D(TZ)a ] D(Tu))

sauc pae elementaras formulas P(Ty,Ts, ..., T,) vertibu.
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(iii) Ja 0o(B) ir formulas B vertiba, tad
-0(B) sauc par formulas —B  vertibu.

(iv) Ja v(B) ir formulas B vertiba un v(€) ir formulas € vertiba, tad

o(B) Vo(€) sauc par formulas BV E vertiby;
v(B) Av(€) sauc par formulas B AC  vertibu;
v(B) = v(¢€) sauc par formulas B = € vertibuy;
0(B) < v(€) sauc par formulas B < € vertibu.
) v(@2B) — D, ja kalil.tiwenfx.m mainigo novertejumam v, (B) = p;
a, preteja gadijuma.
o(V2B) — { a,ja kall.t_ vienam mainigo novertéjumam v, (B) = a;
p, preteja gadijuma.

9.8.5. Definicija.

(i) Formulu A sauc par izpildamu, ja eksiste formulas A interpretacija
J vismaz viena kopa U un tads mainigo novertejums v, ka formulas
vertiba v(2A) = p.

(il) Formulu A sauc par identiski patiesu, ja katrai formulas 2 interpreta-
cijai J jebkura kopa U pie visiem mainigo novértejumiem v formulas
vertiba v(2A) = p.

(i) Formulu A sauc par atspekojamu, ja eksiste formulas A interpretacija
J vismaz viena kopa U un tads mainigo novertejums v, ka formulas
vertiba v(A) = a.

(iv) Formulu 2 sauc par identiski aplamu, ja katrai formulas 2 interpreta-
cijar J jebkura kopa U pie visiem mainigo novértejumiem v formulas
vertiba v(A) = a.

(v) Formulu, kas ir gan izpildama, gan atspekojama sauc par neitralu.



10. nodala

PREDIKATU LOGIKA UN
IZTEIKUMU LOGIKA

Konkreti predikati galigas kopas. Predikatu logika un izteikumu logika.

10.1. Konkreti predikati

10.1.1. Definicija. Jebkuru kopas Ay x As X ... x A, apakskopu P sauc
par n—vietigu konkretu attiecibu (attieksmi, predikatu), kas defineta kopa

.Al XAQX...XAn.
Ja A=A = A, = ... = A,, tad n—vietigu attiecibu P, kas defineta kopa
A" sauc par kopa A definetu n—vietigu attiecibu.

Verigam lasitajam tas var radit apmulsumu:
— Kopa A definets n—vietigs predikats (tatad ’attieciba’) ir operacija
P: A" — {a,p}, nevis kopas A" apakskopa.

Pacentisimies nodemonstret, ka tas viss ir tikai gaumes jautajums.

Katrai kopas A™ apakskopai P var definet operaciju

p, Ja (I’l,l‘g,...,l’n

B )
P(%l,l’g,..-,ﬁn)f {a’ ja (xl’xz,“.wn)gé??.

Ta rezultata

(r1,x9,...,x,) € P tad un tikai tad, ja P(zq,%2,...,2,) = D.
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No otras puses, ja mums ir dota operacija P : A" — {a,p}, tad mes
varam definet kopas A" apakskopu

P = {(z1,29,...,2,) | P(x1,22,...,2,) = p}.
Un atkal
(r1,x9,...,x,) € P tad un tikai tad, ja P(z1,22,...,2,) =D.

Lidz ar to tas demonstre, ka jedzienu ’konkrets preedikats’ mes varam
definet kopu teorijas ietvaros. Sai nostadne mus ta isti pat neinterese logika.

10.2. Predikati galigas kopas

Ja kopa A ir galiga, tad situacija klust parskatamaka. Piepemsim, ka
A = {0, 1} un mus interesé predikats = < y. Saprotams, ka

0<0, 0<1, 1<1.
Ta rezultata miisu riciba ir kopas A? apakskopa

{(0,0),(0,1), (1, 1)}.

Tikpat labi to mes varam attelot tabula

a; ag | <
0 0|p
0 1 |p
1 0]a
1 1 1p

Tas parada metodi, ka mes kopa A varam definet patvaligu predikatu P,
pieméram, ar tabulu

a; as | P
0 0a
0 1 1|p
1 0la
1 1 |p

Lidz ar to esam definejusi predikatu P ar ipasibam:

P(0,0) =a, P(0,1) =p, P(1,0)=a, P(1,1) =p.
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Vispariga gadijuma, lai definetu m—vietigu predikatu P(xy,zo,...,Tm),
ja kopa A = {ay,ay,...,a,}, nepieciesams katram kortezam

(21,2, ...,xy) € A"

piekartot kadu kopas {a, p} vertibu. Tas nozime, ka tabulas

1 T2 ... Tm—1 Im P
a ap ... aq aq P1
a ap ... aq (05} D2
Ap Qp ... Ay, Ap | Pmr

pedeja aile jaizvelas vertibas p; € {a,p}. Saprotams, ja m un n ir pietiekosi
lieli skaitli, tad var izradities, ka mums pietruks gan laika, gan resursu, lai
konstruetu sadu tabulu (pat ar datora palidzibu). Pieméram, ja m = 50 un
n = 60, tad nepieciesams konstruet tabulu ar 60°° rindinam.

10.3. Kvantori galigas kopas

Sai paragrafa més paradisim, ka iespejams predikatu logiku reducét uz
izteikumu logiku, tacu mums naksies kaut ko upuret, proti, ierobezoties ar
galigam kopam.

10.3.1. Definicija. Formulas A un B sauc par ekvivalentam, ja A < B
ir identiski patiesa formula.

Lidzigi ka izteikumu logika ar1 predikatu logika lietosim pierakstu 2 ~ B,
ja formulas 2 un B ir ekvivalentas.

Konjunkcija ir patiesa tad un tikai tad, ja patiess katrs tas loceklis. No
otras puses, Yz P(x) ir patiess apgalvojums tad un tikai tad, ja P(a;) ir
patiess katram individu kopas elementam a;. Tatad, ja individu kopa ir
galiga, pieméram, ta ir vienada ar kopu {ay, as, ..., a,}, tad formulas

Vo P(x) un /\ P(a;)

ir ekvivalentas.
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Lidzigi, disjunkcija ir patiesa tad un tikai tad, ja patiess ir kaut viens tas
loceklis. No otras puses, xP(z) ir patiess apgalvojums tad un tikai tad, ja
P(a;) ir patiess kaut vienam individu kopas elementam a;. Tatad formulas

n

JxP(x) un \/ P(a;)

=1

ir ekvivalentas.

10.3.2. Piemers.

Vady P(x,y) =~ VZE\/P(@",%')

i=1
n o on

YV \/ P(z,a;) =~ /\ \/ P(a;,a;)

i=1 Jj=li=1
Tatad I
Vady P(x,y) ~ /\ \/ P(a;,a;).
j=1i=1

Tagad rodas ceriba, ka miisu riciba ir metode, ka mes varetu pieradit
patvaligas predikatu logikas formulas 2 identisko patiesumu (vismaz galigas
kopas). Tacu arl te mums ir jabut uzmanigiem.

Ja kopa A = {a}, tad formula

JzP(x) = YyP(y)

ir ekvivalenta formulai
P(a) = P(a),

kas ir identiski patiesa.
Ka rada sekojosais piemers, tad st formula nav identiski patiesa jau kopa
ar diviem elementiem.

10.3.3. Piemers. Pienemsim, ka A = {0,1}, tad

JxP(x) ~ P(0)V P(1),
VyP(y) =~ P(0) A P(1).



10.4. SUBSTITUCIJAS 24

Lidz ar to
JzP(x) = VyP(y) ~ P(0) v P(1) = P(0) A P(1).
Pienemsim, ka konkrétais predikats P = {0}, tad
PO) Vv P(1)=P0O)ANPl)~pVa=pAa~p=ar~a.

Tatad mums potenciala nozime japarbauda, vai formula 2l ir identiski pa-
tiesa kopa ar vienu elementu, ar diviem elementiem, ar trim elementiem, utt.
Skaidrs, ka mums nav iespejams iespejams parbaudit formulas 2 identisko
patiesumu visam n vertibam, jo to ir bezgala daudz.

Vieniga izeja butu — atrast tadu metodi, kas nav tiesi atkariga no n,
proti, lai vieni un tie pasi spriedumi deretu katram pozitivam veselam n.

10.4. Substitucijas

Mes jau lietojam pierakstu P(x) un P(a) ar to saprotot mainiga z aiz-
stasanu ar konstanti a. Tacu vai ta var rikoties vienmer?

Ikviena formula jebkuru tas brivo mainigo x var aizstat ar jebkuru kon-
stanti a — rezultata atkal ieguistam formulu. Tapat formula rodas, ja brivu
mainigo x aizstaj ar citu mainigo, piemeram, y. Tomer te ir jabut pie-
sardzigiem. Ta formula

Az (P(z,y) = Q(2))

drosi mainigo z var aizstat ar u, v un pat ar y — ievietotais mainigais formula
bus brivs, tapat ka sakotnejais. Tacu liekot tur x, predikatsimbola () argu-
ments klis saistits. Sada ”kvalitates” maina nav velama, tapéc predikatu
logika vienojas, ka sada aizstasana nav pielaujama.

Tagad pariesim pie precizam definicijam.

10.4.1. Definicija. Mainiga x brivu ieeju (u,x,v) formula A sauc par
y—aizliegtu, ja eksisté tada formulas A apaksformula TyB un ieeja
(ub Tx%7vl); ka

o (u,z,v) iederas ieeja (uy, TyB,v1);

e 1 €{3,V}.
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Preteja gadijuma ieeju (u,x,v) sauc par y—pielaujamu. Briva mainiga x
aizstasanu formula 2 ar mainigo y sauc par pielaujama, ja katra mainiga x
briva ieeja (u,x,v) formula 2 ir y—pielaujama.

10.4.2. Definicija. Piepemsim, ka y1,Y2,...,Yn I visSu mainigo, kas
tetet terma T, saraksts. Briva mainiga x aizstasanu formula A ar termu T
sauc par pielaujamu, ja mainiga x aizstasana formula A ar y; ir pielaujama
visiem i € 1, n.

Ar A(z/T) apzimesim formulu, kura rodas no formulas 2, pielaujami
aizstajot brivu mainigo = ar termu 7. Gadijuma, ja x aizstasana nav pie-
laujama, mes defingjam A(z/7T) = A. Tapat mes defingjam A(x/T) = A,
ja formula 2 vispar nesatur mainigo x vai to satur tikai saistiti.

Ja neradisies parpratumi, mes lietosim arl apzimejumu (7", ar to sa-
protot A(z/T'). Parasti gan sadas situacijas formulas 2 apzimesanai lietosim
pierakstu 24(z).

10.4.3. Piemers. Pienemsim, ka A = Jz(P(z,y) = Q(z)), tad

) = 2,
) = EIx(P(:E,3)2>Q(z)),
) = Fz(P(z,y) = Q(3)),
Az/a) = 3z(P(z,y) = Qa)),
)
)

T
= Jz(P(z,y) = Q(siny)).



11. nodala

GALIGI IDENTISKAS
FORMULAS

Identiska patiesuma pieradiSana un atspekosana galigas kopas. Kvantoru 1pa-
§ibas.

11.1. Formulas kanoniskais attels

Definicija 9.8.5 praktiski nedod nekadu metodi, ka varetu konstatet, ka
dota predikatu logikas formula ir identiski patiesa. Vel vairak, Alonzo Cercs
1936. gada pieradija sekojosu teoremu.

11.1.1. Teorema (Cerés). Necksiste algoritms a, kas patvaligai pre-
dikatu logikas formulai A rekinatu attelojumu:

0, ja 2 nav identiski patiesa;
o ={ {1 b

1, ja%l ir identiski patiesa.

Mes centisimies kaut daleji risinat So problemu. Mis intereses tikai ga-
ligas kopas U. Turpmak sis nodalas ietvaros, ja nekas speciali netiks atrunats,
pienemsim, ka U = {uy,ug,...,u,}. Tagad induktivi definesim predikatu

logikas formulas 2 kanonisko attélu »2A.

11.1.2. Definicija.

(i) Ja A ir mainigs izteikums vai elementara formula, tad »2A ir mainigs
iztetkums, kura apzimesanai lieto to pasu pierakstu 2A.
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(ii) Ja A =B, tad »A = —»B.
(i) JaA=BIC, kuri e {V,\, =, <}, tad A = B | xC.

(iv) Ja A =FxB(x), tad A = \n/ 2B (u;).

=1

(v) Ja 2A=VeB(z), tad A = N »xB(w;).

1=

~

3

—

Te pieraksts \/ B(u;) lietots ka formulas
=1

B(ur) VB(uz) V...V B(uy,)

saisinajums, tapec kolizijas ar indeksu lietosanu nerodas. Ja mes formulas
pieraksta lietojam vairakus Sada tipa saisinajumus, tad ar indeksu lietosanu
jabtt uzmanigiem.

11.1.3. Piemeérs. Pienemsim, ka2, = Jz3yP(x,y) un kopald = {1,2},
tad

2
A =\ #yPi,y) = »IyP(1y) V »FyP(2,y)

1=1
2 2

= \/#P(1,i) v \/ %P(2,i)
i=1 =1

= »P(1,1) V %P(1,2) V %P(2,1) V »%P(2,2)
= P(1,1) v P(1,2) v P(2,1) VvV P(2,2)
= V'V PG

Tacu

< w

VVPii) =

i=11=1

(P(1,1) v P(2,2))

~.
I

— P

—~ =

1,1) V P(2,2) V P(1,1) V P(2,2) # s

Bridinajums. Ja 20 ir elementara formula, teiksim, % = P(z,a,y),
tad 22 = P(z,a,y), tatu »2 ir mainiga izteikuma pieraksts. Saprotams
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1pasos gadijumos viena un ta pasa pieraksta izmantosana dazadu formulu
apzimesanai var radit arl sajukumu. Ja tadas bazas mums liksies pamato-
tas, tad mainiga izteikuma P(z,a,y) apzimesanai mes lietosim ar1 kadu citu
pierakstu, piemeram, P(z, a, y).

11.1.4. Piemers. Predikatu logikas formulas
—Va P(x) < 3z —~P(x)
kanoniskais attels kopa U ir izteikumu logikas formula
»(—Vx P(x) & 3z -P(z)) = -x(Vx P(x)) < »(3x —P(x))

= - /\ P(u;) < \/ —P(u;)

= ﬂ/n\Pi < \n/ﬁPi.
=1 =1

Te P; ir patvaligi mainigi izteikumi.

11.2. Galigi identiskas formulas

11.2.1. Definicija.

(i) Formulu A sauc par izpildamu kopa U, ja eksiste formulas A inter-
pretacija J kopa U un tads mainigo novertejums v, ka formulas vertiba

o(A) = p.

(ii) Predikatu logikas formulu A sauc par identiski patiesu kopa U, ja katrai
formulas A interpretacijar I kopa U pie visiem mainigo novertéjumiem
v formulas vertiba v(2A) = p.

(iii) Formulu A sauc par atspekojamu kopa U, ja eksiste formulas 2A inter-
pretacija J kopa U un tads mainigo novertejums v, ka formulas vértiba
p(2A) = a.

(iv) Formulu 2 sauc par identiski aplamu, ja katrai formulas A interpreta-
cijar I kopa U pie visiem mainigo novertejumiem v formulas vertiba
p(2A) = a.
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(v) Formulu, kas ir gan izpildama, gan atspéekojama kopald sauc par neitralu
kopa U .

11.2.2. Teorema. Predikatu logikas formula U ir identiski patiesa kopa
U tad un tikai tad, ja 2 ir tautologija.

ST teoréma ir tas pamats, kapec més aplikojam ta sauktas galigi iden-
tiskas formulas.

11.2.3. Definicija. Formulu A sauc par n—identisku, ja ta ir identiski
patiesa katra n elementiga kopa U.

Mes jau iepriekseja nodala noskaidrojam, ka formula
JzP(x) = YyP(y)
ir 1-identiska, bet nav n—identiska, ja n > 1.
11.2.4. Piemers. Formula
Ay = Ve P(z) = JyP(y)
ir n—identiska visiem n.

Atrodam formulas 25 kanonisko attelu 2[5, un noskaidrojam, vai %2, ir
identiski patiesa.

n n

%ngz/\P(ui):>\/P(ui):/\B:>VB.

i=1 i=1
Tagad veicam ekvivalentus parveidojumus

n n n n n n

AP=\ P =~ ~(A\R)v\PE=\/-PVv\P

i=1 i=1 i=1 =1 i=1 i=1

12
=
J
g
<
)

Ta ka ~P, V Py ir tautologija, tad a1 \/|_ (=P, V P;) ir tautologija. Lidz
ar to formula 2, ir n—identiska visiem n.

11.2.5. Definicija. Predikatu logikas formulu A sauc par galigi iden-
tisku, ja ta ir n—identiska visiem n.

Mes tikko pieradijam (Piemers 11.2.4), ka formula 2, ir galigi identiska.
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11.3. Galiga identiskuma pieradiSana

Mes jau Piemera 11.2.4 demonstrejam metodi, ka var pieradit formulas
2y galigo identiskumu. Vispirms atradam formulu %2, tad to ekvivalenti
parveidojam par formulu, kuras identisko patiesumu mes pratam pamatot.

Parasti mekle formulas konjunktivo vai disjunktivo normalformu, jo nor-
malformam ertak pamatot identisko patiesumu.

Tagad paradisim, ka formulas

-Vz P(z) < dz-P(x),
-3z P(x) < VYx -P(x)

ir galigi identiskas.
Mes jau Piemeéra 11.1.4 atradam formulas —Vz P(z) < 3z - P(z) kano-

nisko attelu
n n
~AR e VAR
i=1 i=1

Tagad atliek tikai formulai — A}, P; pielietot de Morgana likumu, lai
secinatu, ka

Ta rezultata
n n n n
~A\Pe\-Px\/-Pe\/-P,
i=1 i=1 i=1 i=1

kas ir tautologija.
Lidzigi rikosimies ar formulu =3z P(z) < Vo = P(z):

»(—3zx P(z) & Vo -P(z)) = -%(3 P(x)) & (Ve -P(z))

= -\ P(w) < \-P(u)
=1 i=1

= - \n/ P & /n\ P
i=1 =1

/n\ P & /n\ b,

=1 =1

12

kas ir tautologija.
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11.4. Galiga identiskuma atspekoSana
Kopas 2 galigo identiskumu var atspekot ar to pasu metodi, kada ap-
rakstita iepriekseja paragrafa. Apskatu saksim ar formulu 21, (Piemers 11.1.3).

n n n n

722Uy = (xJyP(x,y)) = \/ \/ P(u;,u;) = \/ \/ P;.

i=1j=1 i=1j=1

Ta ka visi F;; ir mainigi izteikumi, tad izveloties

P11 ~ P12 ~ ~ Pln
~ P21 ~ PQQ ~ ~ PQn
~ nl n2 ~ ... Pnn ~a

ieglistam %2, ~ a, t.i., 2 nav tautologija.

Formulu var atspekot art veiksmigi izveloties pretpiemeéru. Saprotams,
katra konkreta gadijuma pretpiemera piemeklésana ir radoss process.

Izvelamies kopu A; = {0} un predikatu <. Saikopa formula 3z3yP(x, y)
ir atspekojama, jo vienigais pretendents gan x lomai, gan y lomai ir skaitlis
0. Tacu 0 < 0 ~ a.

Lai art cik tas liktos divaini, Sis pretpiemers der ar1 formulu

Vody P(x,vy), JyVx P(z,y)

atspekosanai.
Pirmaja bridt liekas, ka ne tik vienkarsi ir atspekojama formula

As = Vody P(z,y) & FyVz P(x,y).

Izvelamies kopu A3 = {0,1} un predikata P lomai Soreiz izméginam =.
Ta ir formulas 23 interpretacija kopa As. Sai kopa Az formulas Vz3y (x = y)
vertiba ir p, bet formulas JyVz (xr = y) vertiba ir a. Tatad formulas

Vxdy (x = y) < JyVe (x = y)
vertiba kopa Ajz ir a. Tas nozime, ka 203 ir atspekojama.
11.4.1. Vingrinajums. Atspekot formulu

Vy3z P(z,y) = JxVy P(x,y).
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11.5. Kvantoru komutacija
Miusu merkis: pieradit, ka formula
JaVy P(z,y) = Vydz P(z,y),

ir galigi identiska. ST formula loti atgadina iepriekseja paragrafa atspekoto
formulu 2As.

%(EIxVy P(z,y) = Vy3z P(x, y))

n

% (Vy Plui,y)) = )\ #(3z P(e,ue))
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Tagad pieversam uzmanibu apaksformulai

n

(\Z/lﬂPij)V(Vch)

J ¢=1
= Uy Vool VoLV —|PZ-5 vV o ...V =P,
V P1§ V ng Vo ...V Pif V ooV _'Pnf ~ D,

jo =P V Pie ~ p. Tas nozime, ka konjunkcijas

n

/”\ /”\<( \ -Fj) V(C\ZP@))

i=l¢=1 j=1

katrs loceklis ir patiess. Tatad %(EIxVy P(z,y) = Vy3z P(x, y)) ~p.
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11.5.1. Vingrinajumi. Pieradit, ka formulas

(i) Jzy P(z,y) < Fyz Plz,y),
(i) Vzy P(z,y) < VYyz P(x,y)

ir galigi identiskas.

11.6. Kwvantoru distributivitate
Formulas
Jz (P(z) V Q(x)) < Jz P(z) V Jx Q(x) (11.1)

kanoniskais attels ir formula

VEvae)e (VE)v (V)
i=1 i=1 i=1
St formula ir tautologija, tapec formula (11.1) ir galigi identiska.
11.6.1. Vingrinajums. Pieradit, ka formula

Vo (P(x) A Q(z)) & Vo P(x) A Vo Q(x)

ir galigi identiska.

11.7. Nepilnibas

Diemzel eksiste tadas formulas, kas ir galigi identiskas, bet nav identiski
patiesas. Apskatisim formulu

VrIy P(x,y) A VYx—-P(z,z) (11.2)
A YxVyVz (P(z,y) A Ply,z) = P(z,2)).

Pienemsim, ka formula (11.2) izpildas kada kopa A, tad §1 kopa satur vismaz
2 elementus, jo

Vo 3Jy P(z,y) ~p un Vz-P(x,x)~ p.
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Konkretibas labad pienemsim, ka
A={ay,as,...} un Play,a) ~p.

Ta ka Vo Jdy P(z,y) ~ p, tad jabut tadam elementam az € A, ka P(as, a3) ~
p. Ta rezultata ar matematisko indukciju iegtistam virkni

a1,aA9,...,0n, ...

Pienemsim, ka a,,+r = a,,, tad transitivitates del
<apak§formula VaVyVz (P(a:,y) A P(y,z) = P(x, z)) )

P(am,am) ~p, jo p~ Plam,@my1) ~ Plamir, Gmya) ~ .o~

~ P(aerkfl; am+k> = P<am+k71> am)'
Pretruna, jo =P(am,a,) ~ p. Tatad kopai A jabut bezgaligai. Esam
paradijusi, ka formulas (11.2) noliegums ir galigi identisks.

Ja kopas A lomai izvelas kopu Z, un predikata P lomai attiecibu mazaks
<, tad kopa Z, formula (11.2) izpildas. Lidz ar to formulas (11.2) noliegums
nav identiski patiesa predikatu logikas formula.

Sis piemérs parada, ka predikatu logikas formulu identiska patiesuma
pamatosanai jamekle cits risinajums.



12. nodala
AKSIOMATISKA TEORIJA

Aksiomas, aksiomatiska teorija. Izveduma likumi. Klasiskas predikatu logikas
aksiomas.

12.1. Aksiomatiska metode

Aksiomatiskas metodes tris pamatiezimes ir:

e tieSs aksiomu parskaitijums;

e izveduma likumu ties$s formuléjums;

e maksligu valodu izmantosana teorijas visu teoremu formulejumos.

Kas attiecas uz maksligo valodu, tad to mes jau esam ieviesusi paragrafa
9.6. Miusu pamatizpetes objekts bus valoda Frm, t.i., predikatu logikas
formulas. Teoremas bus §is valodas F7m apakskopa, ko apzimesim ar ¥.

12.2. Aksiomas

Mums vispirms jaizskiras, ko mes gribam sai teorija ¥ ieklaut. Saskana
ar tézi par tautologijam (skatit 6. nodalu) katra tautologija izsaka kadu
visparigu domasanas likumu. Musu merkis ir formalizet domasanas likumus.
Tatad teorija ¥ jaicklauj visas tautologijas.
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Ja mes velamies, So teoriju lietot matematika, tad lietderigi ieklaut art
vienadibas zimi alfabeta. Lidz ar to mus intereses alfabéts

P- = {A AV, =e,.() U{V,0.0,3,VEU{=}
= PU{=}
Saprotams ir nedaudz apgriitinosi, ka viens un tas pats simbols = tiek lie-

tots gan objektvaloda, gan metavaloda, tacu uzmanigam lasitajam parasti
problemas nerodas.

Ja reiz esam ieklavusi vienadibas zimi = musu alfabeta, tad japapildina
arT elementaras formulas definicija, proti,

ja Ty, T5 ir termi, tad vardu (77 = T3) sauc par elementaru formulu.

Formulas definicija nemainas. Jauno valodu, kuras elementi ir formulas,
apzimésim ar Frm. Ka redzams Frm C Frm.
Tagad jaizskiras par aksiomam, kas aprakstis vienadibu:

r=y = (Ql(z/x) = Ql(z/y))

Te mes pienemam, ka formula 20 mainigos z un y saistiti nesatur.
Visbeidzot jaizvelas specifiskas predikatu logikas aksiomas:

o Vad(z) = A(t),
o 2A(t) = JzA(x),
kur ¢ patvaligs terms.

Logika nav kadas vienas visparpienemtas aksiomu sistémas, un péc tadas
patiesiba arl nav vajadzibas. Misu piedavata aksiomu sistema ir Sada.
Teorijas ¥ formulas ir:

(i) visas tautologijas,
(ii) visas formulas izskata (vienadibas aksiomas):

o r=ux,

e =y = (Q[(z/:c) = Ql(z/y)), kur formula 2 mainigos x un y saistiti
nesatur,

(iii) visas formulas izskata:
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o Vad(z) = A(t),

o 2A(t) = FzA(x),

kur ¢ patvaligs terms.

12.3. Izveduma likumi

Ja mes atceramies definiciju ar visparinato indukciju (3. nodala), tad
uzdodot aksiomas mes esam nodefinejusi tikai kopu Sy. Ta nav visa teorija

. Lai nodefinetu visu teoriju ¥, mums janofikse izveduma likumi.

E
(i) Modus ponens: w
(ii) Visparinajuma kartulas (formula 20 mainigo = nesatur brivi):
A = B(x) B(r) = A
A= VyB(y) JyB(y) = A

Kas attiecas uz Modus ponens izveli, tad §1 likuma lietderibu jau skaidrojam
4. nodala. Tagad nedaudz par visparinajuma kartulam.

12.3.1. Lemma. Piepemsim, ka

(i) J ir formulas A inerpretacija kopa U;

(i) S = {y1,y2, -,y } ir formula A ieejoso mainigo saraksts;
(ili) v un v kopas S mainigo novertejumi;

(iv) Vy € Sp = S\ {z} v(y) =0'(y).

Ja formula A mainigo x nesatur briwi, tad v(2A) = v’ (A).

O Pieradijums induktivs izmantojot formulas vertibas Definigiju 9.8.4.

(i) Ja formula 2( ir mainigs izteikums, tad formulas vertiba nav atkariga
nedz no v, nedz v’; bet tikai no interpretacijas J, tapec v() = v/ ().

(ii) Ja formula 2 ir elementara un taja mainigais x neieiet brivi, tad
Sis mainigais vispar neieiet formula 2. Ta ka Yy € S, o(y) = v'(y), tad
p(2A) =0/ (A).

(iii) Ja A = =B un formula A mainigo x nesatur brivi, tad ar1 formula
B mainigo = nesatur brivi. Saskana ar indukcijas pienemumu v(8) = v’(B),
tapec
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(iv) JaA =B 1 kur { € {V,A\,=, <} un formula A mainigo x nesatur
brivi, tad arl formulas 28, € mainigo x nesatur brivi. Saskana ar indukcijas
piepémumu v(B) = v/(B) un v(<) = v'(€), tapec

b(2) = v(B) fo(¢) = v'(B) {0'(¢) = v'(A).

(v) Jay # z, A = TyB, kur T € {3,V} un formula 2 mainigo x nesatur
brivi, tad ar1 formula 8 mainigo = nesatur brivi.

Atgadinam, ka v, saskana ar definiciju ir mainigo novertejums, kas sakrit
ar v visiem z atskirigiem no y. Izvelamies kadu konkretu v, ko apzimesim
ar v,. Izvelamies v}, ta, lai v} (y) = b,(y). Tagad novertejumi b, un vy var
atskirties tikai ar verttbam b, (z) un v, (z). Saskana ar indukcijas piepemumu
0y (B) = v, (B).

Lidzigi, ja esam izvelejusies kadu konkretu vy, tad varam piemeklet tadu
v,, lai tas ar n’y sakristu visiem z atskirigiem no z. Saskana ar indukcijas
pienemumu v, (B) = v (B), tapec izpildas nosacijumi:

e 1v,(*B) = p vismaz vienam mainigo novertejumam tad un tikai tad, ja
v, (B) = p vismaz vienam mainigo novertejumam;

° by(%) a vismaz vienam mainigo novertéjumam tad un tikai tad, ja
v, (B) = @ vismaz vienam mainigo novertejumam.

Lidz ar to () = v'(A).

(vi) Ja A = 1B, kur € {3,V}, tad formula B mainigo = var saturét
brivi. Katrs v, ir art kads v/, un otradi: katrs v}, ir kads v,, jo

Vz#£x v.(2) =0(2) =0'(2) =0 (2).

Tas nozime, ka izpildas nosacijumi:

e v,(*B) = p vismaz vienam mainigo novertejumam tad un tikai tad, ja
v, (B) = p vismaz vienam mainigo novertejumam;

e v,(B) = a vismaz vienam mainigo novertejumam tad un tikai tad, ja
v, (B) = a vismaz vienam mainigo novertejumam.

Lidz ar to o(A) =0’ (2A). =

12.3.2. Teorema. Ja formula A mainigo x nesatur brivi un A = B(z)
ir identiski patiesa, tad formula A = YyB(y) ir identiski patiesa.
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O Pienemsim, ka J ir formulas 21 = VyB(y) interpretacija kopa U un v
ir formula 2 = VyB(y) ieejoso mainigo novertejums.

(i) Ja o(A) = a, tad v(A = VyB(y)) = p.

(ii) Ja turppretl v(2A) = p, tad mums japarada, ka o(VyB(y))) = p.
Saskana ar v definiciju tas nozime, ka japierada vienadiba v,(B(y))
visiem novertejumiem b,,.

Izvelamies formula 2 = B (x) ieejoso mainigo novertejumu v’ ta, lai

{ v(z), ja z#uw;

vy(y), ja z=uz.

U/(Z) -

Tagad atsaucoties uz Lemmu 12.3.1 secinams:

Ta ka A = B(x) ir identiski patiesa, tad v'(B(x)) = p. Mes v’ defingjam ta,
lai v'(z) = v,(y). No Sejienes

Lidz ar to v(A = VyB(y)) =p. m



13. nodala
KOPU TEORIJA UN LOGIKA

Kopu teorija un logika. Kopu vienadiba, tas pieradisana.

13.1. Kopu apvienojums
Saskana ar kopu apvienojuma definiciju
re AUB&re AV eB.
No Sejienes

re AUB
& reAVvreeDB
&S rxeBvre A
& reBUA

Tagad ir 1stais bridis parunat par pierakstu
Al AHAs . .S A,
So pierakstu plasi lieto matematika ka saisinajumu formulai
(A1 & A) N (A& A) Ao AN (A & Ay).

Parasti pierada, ka

Viel,n—lAi®A1‘+1 ~ D.
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No Sejienes izriet, ka A; < A, ~ p. Janu A; ~ p, tad art A,, ~ p un otradi:
ja A, ~p, tad A; ~ p.
Miisu gadijuma tas nozime, ka

re AUB s e BUA,

ti, AUB = BUA. Saprotams, lai pamatotu musu pieradijumu, butiski
nacas balstities uz tautologiju

AV B& BV A
13.1.1. Vingrinajums. Balstoties uz tautologiju
AV (BVC)<(Av B)vC
pieradit, ka
AU (BUC)=(AUB)UC.
13.2. Kopu skelums
Saskana ar kopu skeluma definiciju
re ANB&sre ANz €B.
No Sejienes

re ANB
re ANz eB
reBANxeEA
reBNA.

t ¢

Tatad ANB=BNA.
13.2.1. Vingrinajumi. Pieradit!

i) ANnBNC) = (AnB)nC,
(ii) AN(BUC) = (ANnB)U((ANC),
(i) AUBNC) = (AUuB)N(AUC).
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13.3. Kopu starpiba

Saskana ar kopu starpibas definiciju
reA\Bsre ANz ¢ B.

No sejienes
re A\ (BNC)
reANxEgBNC
re€AN-(zeBNC)
re€AN-(zreB AN xel)
rE€AN(=(xeB) VvV -(xel))
reEAN(x BV x&C)
(xe ANz gB)V (xre ANz &C)
reA\BVzeA\C
re(A\B)U(A\C).
Tatad A\ (BNC) = (A\B)U(A\C).

13.3.1. Vingrinajums. Pieradit!

A\ (BUC) = (A\B) N (A\C)

toso T

13.4. Dekarta reizinajums

Saskana ar kopu Dekarta reizinajuma definiciju
(r,y) e Ax B&sx e ANy € B.

No Sejienes
(x,y) e Ax (BNC)
reANyeBNC
reANyeBAyeC
(xeANyeB)AN(ze ANy eC)
(x,y) e AxBA(z,y) € AxC
(x,y) € (AxB)N (A xC).
Tatad A x (BNC) = (AxB)N(AxC).

tep e

42
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13.4.1. Vingrinajums. Pieradit!

Ax (BUC) = (AxB)U(AxC)

43



14. nodala
SAKARTOJUMS

Priekssakartojums, sakartojums. Kopas sadalijums, ekvivalences tipa pre-
dikats. Faktorkopa.

14.1. Priekssakartojums

Dazam attiecibam ir fundamentala loma ne tikai matematiskaja logika,
bet art visa matematika. Sis nodalas ietvaros ar < apzimesim patvaligu
divvietigu attiecibu.

14.1.1. Definicija. Kopa K definetu divvietigu attiecibu © C K? sauc
par:
(i) refleksivu, ja Ve e K (z,z) € O;
(i) antisimetrisku, ja Vre KYy e K [(z,y) €O A (y,z) € O = x =1y];
(iii) transitivu, ja

Vee KVYye KVze€ K [(x,y) €OA(y,2) €O = (z,2) € O].

Kopa K definetu attiecibu © sauc par priekssakartojumu, ja ta ir gan
refleksiva, gan transitiva. Parasti, ja © ir priekSsakartojums, tad ta vieta,
lai rakstitu (x,y) € O lieto pierakstu x <g y. Ja no konteksta ir noprotams
konkrets priekssakartojums vai ari ta specifiskas ipasibas nav butiskas, tad
pieraksta x <g y vieta medz lietot pierakstu z < y.

14.1.2. Piemeri. (i) Saksim ar sadziviska rakstura piemeru. Ugis kroga
pasitita glazi bumbieru sulas. Peéc briza viesmilis pazino, ka bumbieru sula
beigusies, bet vins var piedavat gan janogu sulu, gan upenu sulu; uz ko Ugis

atbild:
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— Man vienalga, péc jusu izveles.
Faktiski Ugis ir kopa

{ bumbieru sula, janogu sula, upenu sula }

definejis priekssakartojumu:

0 ={(b,), (4,4), (w,w), (4, u), (u, 7), (4, 0), (u, ) }.

Mes te 1suma labad ieviesam apzimejumus:

bumbieru sula — b,
janogu sula — 7
upenu sula — U

Shematiski to var attelot ar orientetu grafu:

Ta, piemeram, u < j un j = b, tapec u =< b.
(i) Nosctjums |u| < |v| kopa A* definé priekssakartojumu.

(iii) Lidzigi nosacijums z% + 23 < y? + y5 kopa R? definé priekssakartoju-
mu =. Saskana ar definiciju sai gadijuma (x1,z2) < (y1, Y2)-

(iv) Visu trijsturu kopa nosactjums: trijstura A; B;C laukums mazaks,
vienads ar trijstura AsB,C5 laukumu definé priekssakartojumu.
14.2. Sakartojums

14.2.1. Definicija. Kopa A definetu priekssakartojumu < sauc par daleju
sakartojumu, ja tas ir antisimetrisks.
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14.2.2. Piemers. Nosacijums x < u A y < v komplekso skaitlu lauka C
define daleju sakartojumu. Saskana ar definiciju Sai gadijuma z+yi < u+vi.

14.2.3. Definicija. Kopa A definetu dajeju sakartojumu < sauc par kedi
jeb linearu sakartojumu, ja

Vee AVye A(x Xy Vy=<ux).

14.2.4. Piemers. Realo skaitlu lauka R attieciba < ir linears sakarto-
jums.

14.3. Kopas sadalijjums

Terminu kopu saime {A;|i € T} mes lietosim ka ekvivalentu apgalvoju-
mam: kopas {A;|i € T} elementi ir kopas A;. Kopu saimi {A4; |i € Z} sauc
par galigu, ja Z ir galiga kopa vai art ta ir tuksa kopa. Saimi {A4; |i € Z} sauc
par sanumurejamu, ja Z ir sanumurejama, galiga vai tuksa kopa. Turpmalk,
lai atslogotu apzimejumus, ja no konteksta biis noprotama indeksu kopa Z
vai arl tas daba nebus butiska, mes lietosim pierakstu

{A;} = {Ai|li e 1}
14.3.1. Definicija. Kopu saimi {A;} sauc par kopas A sadalijumu, ja
o Vi(A;#0 N A CA);
e Vac A3li ac A,.

Kopas A; sauc par sadalijuma {A;} blakusklasem. Blakusklasi, kas satur
elementu a apzime ar [a{a,)-

Elementu a € A; Sai gadijuma sauc par blakusklases A; parstavi. Ja no
konteksta skaidrs, kurs sadalijums ir padoma, tad lieto 1saku apzimejumu [a].
Kopu

A/H{A} = {Ai}
Sai situacija sauc par kopas A faktorkopu pec sadalijuma {A4;}. Ka redzams
{A;} un A/{A;} ir viena un ta pati kopa, tikai viena gadijuma runa par kopu
saimi, bet otra — par kopu, kuras elementi ir blakusklases.
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14.3.2. Definicija. Attelojumu 7 : A — A/{A;}, kas katram kopas A
elementam a piekarto blakusklasi [a] sauc par dabigo attelojumu.

14.3.3. Sekas. Kopas A dabigais atteélojums ir sirjekcija.
O Katra blakusklase satur kadu kopas A elementu. m
14.3.4. Piemeri. (i) Kopu saime {Zy, Z;}, kur

Zy = {parskaitli}, Z; = {neparskaitli}, ir veselo skaitlu kopas Z sadalijjums.
Savukart _ o o
() — Zy, ja zir parikaltl%s,.
Z1, ja x ir neparskaitlis
ir §1 sadalijuma dabigais attelojums.
(ii) Kopu saime {N, |a > 0}, kur

Ny = {0}, Va>0 N, = {a,—a},

ir realo skaitlu kopas R sadalijums. Savukart

B {0}, ja x=0;
() = { {z,—z}, ja =#0

ir §1 sadalijuma dabigais attelojums.

(iii) Pienemsim, ka ¢ : A — B ir sirjekcija, tad kopu saime {4, |b € B},
kur Ay, = {a € A|¢(a) = b}, ir kopas A sadalijums.

O (i) Ja reiz ¢ : A — B ir sirjekcija, tad Vb € B A, # 0.

(ii) Kopas A, elementi ir arT kopas A elementi, tapec A, C A.

(iii) Ta ka Vz € Adly € B p(x) =y, tad Vo € A 3bx € A,.

Se més parskaitijam visas sadalijuma Ipasibas un konstatéjam, ka kopu
saimei {A, |b € B} tas visas piemit. m

14.4. Ekvivalences tipa predikats

14.4.1. Definicija. Kopa K definetu divvietigu attiecibu £ C K? sauc
par:
(i) refleksivu, ja Vo € K (x,x) € E;
(ii) simetrisku, ja Vv e KVye K [(z,y) € E= (y,x) € E;
(iil) transitivu, ja
Vee KVye KVze K [(z,y) € EN(y,2) € E= (2,2) € E.
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Kopa K definetu attiecibu E sauc par ekvivalences tipa predikatu, ja ta
ir gan refleksiva, gan simetriska, gan transitiva. Parasti, ja E ir ekvivalences
tipa predikats, tad ta vieta, lai rakstitu (z,y) € F lieto pierakstu x =g y.
Ja no konteksta ir noprotams konkréets ekvivalences tipa predikats vai art
ta specifiskas 1pasibas nav biitiskas, tad pieraksta r =g y vieta medz lietot
pierakstu z = y.

14.4.2. Apgalvojums. Katrs kopas A sadalijums {A;|i € T} kopa A
define ekvivalences tipa predikatu

E<={(z,y)|F eI (xeA NyeA)}
O (i) Ve € A(z,z) € E, jo {A;|i € T} ir kopas A sadalijums; tapec
Vee AdieI(xe A NxeA).

(ii) Ve € AVy € A [(z,y) € E = (y,x) € E], jo vienmer ir patiesa
implikacija

eZ(xeA NyeA)=FHNel(ye A NxeA).
(iii) Vispirms nemam vera:
ja ye A, un yeA;, tad i=j,
jo {A;]i € I} ir kopas A sadalijums. Tatad

HiGI(CL’GAi /\yEAi) A HjEI(yEAj /\ZEAj)
= JkeZ (xe Ay Nz A).
LidzartoVer e AVye AVze A[(x,y) € EN(y,2) € E= (x,2) € E.
Se més secigi parskaitijam visas ekvivalences tipa predikata Ipasibas un
konstatejam, ka attiecibai E tas visas piemit. m
Misu tuvakais merkis pieradit §1 apgalvojuma apgriezto apgalvojumu,
tacu $im nolukam mums nepiecieSama izveles aksioma.
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14.5. Izveles aksioma

Pienemsim, ka dota patvaligi fikseta kopa 9T un §is kopas visu apakskopu
kopa
PN = {A]AC M}

Izveles aksioma. Katrai netuksai kopai 9 eksiste tads kopas JB(90)
attelojums ¢ kopa 9, ka izpildas nosacijums:

04 ACT= p(A) € A

14.5.1. Apgalvojums. Katram kopa A definetam ekvivalences tipa pre-
dikatam = eksiste tads kopas A sadalijums {A;|i € T}, ka

Vie AVye Alr=ye Fiel(xeA NyeA).
O Katram kopas A elementam z definejam kopu
2] = {y e Alz=y}.
(i) Paradisim: ja [x] N [y] # 0, tad [x] = [y].
Pienemsim, ka a € [z] N [y] un b € [z], tad b = a un a = y, tapec b = y,
jo = ir transitiva attieciba. Tatad [z]| C [y].
Lidzigi secinams, ka [y] C [z]. Lidz ar to [z] = [y].
(ii) Saskana ar izveles aksiomu eksisté attelojums ¢ : P(A) — A ar

1pasibu
0 ##KCA= ¢(K)eK.
Defingjam kopu
T = {o(K) | [p(K)] = K}.
Pienemsim, ka ¢ € Z, tad eksisté tada kopa K C A, ka i = ¢(K) un
[p(K)] = K. No sejienes [i| = [p(K)] = K. Tatad i = p(K) = ¢([i]).
(iii) Izradas, ka {[i] | i € Z } ir mekletais kopas A sadalijums.

e Vispirms paradisim, ka Vi € Z ([i{] Z0 A [i] C A).

Jareizi € Z, tad 3K C A i = p(K). Taka ¢ : P(A) — A, tad
o(K) € A, tapec ¢(K) € [p(K)] # 0, turklat, saskana ar [p(K)] definiciju
[p(K)] € A.

e Tagad paradisim, ka Va € A3 €T a € [i].
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Pienemsim, ka a € A, tad a € [a]. Saskana ar ¢ definiciju ¢([a]) € [a].
Tas lauj secinat (skatit pieradijuma punktu (i)), ka [¢([a])] = [a]. Tatad, ja
i =¢([a]), tad i € T un a € [i].

Piepemsim, ka j € 7 un a € [j], tad (skatit pieradijuma punktu (i))
7] = [a] = [i]. Ta rezultata (skatit (i) j = ¢([j]) = ¢([7]) = 1.

Se meés parskaitTjam visas kopas A sadalijuma Ipasibas un konstatéjam,
ka kopu saimei { [7] |7 € Z } tas visas piemit.

e Pienemsim, ka x un y ir kopas A elementi, un z = y, tad 3i € Z z € [i].
Taka z =y, tad art y € [i].

e Pienemsim, ka eksiste tads ¢ € Z, ka « € [i| un y € [i], tad saskana ar
blakusklases [i] definiciju z = y.

Lidz ar to apgalvojums pieradits pilniba. m
14.5.2. Vingrinajumi. (i) Pieradit, ka katram kopa A definetam ekvi-

valences tipa predikatam = eksisté viens vienigs kopas A sadalijums {A;},
kas apmierina nosacijumu:

Vie AVye Ale=y< Ji(ze A ANyeA). (14.1)

(i) Pieradit, ka katram kopas A sadalijumam {.A4;} eksisté viens vienigs
kopa A definéts ekvivalences tipa predikatam =, kas apmierina nosacijumu
(14.1). Sai gadijuma saka, ka ckvivalences tipa predikats = atbilst kopas A
sadalijumam {A;}

14.6. Faktorkopa

Pienemsim, ka = ir kopa A definets ekvivalences tipa predikats. Mes
teiksim, ka kopas A sadalijums {A;} atbilst ekvivalences tipa predikatam =,
ja tas apmierina nosactjumu (14.1). Sai situacija kopu

Al = = A/{A}
sauc par kopas A faktorkopu péc ekvivalences tipa predikata =.

14.6.1. Definicija. Pienpemsim, ka {A;|i € Z} ir kopas A sadalijums.
Kopu {a;|i € T} sauc par sadalijuma {A;|i € I} pilnu parstavju sistemau,
jaVieT a; € A;.
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Ja nerodas parpratumi, tad lieto 1saku izteiksmes formu, proti, ta vieta,
lai teiktu, ka {a; |7 € T} ir sadalijuma {A4; |7 € Z} pilna parstavju sistéma,
saka: {a;|i € Z} ir pilna parstavju sistema.

14.6.2. Apgalvojums. Katram sadalijumam eksisté pilna parstavu sis-
tema.

O Pienpemsim, ka {A;|i € Z} ir kopas A sadalijjums. Ja reiz mums
japierada, ka eksisté pilna parstavju sistema {a;|i € Z}, tad tas nozime, ka
japierada, ka eksisté attelojums

f:T— A aripasibu f(i) € A,.

Mums dots kopas A sadalijums {A;|i € Z}. Sis pieraksts nozime, ka
katram 7 € Z musu riciba ir kada konkreta kopas A apakskopa A;. Tatad
dots attelojums

VT — P(A) i A,

Saskana ar izveles aksiomu eksiste attelojums ¢ : PB(A) — A ar 1pasibu
l#A#KCA= ¢o(K) € K.

No Sejienes: musu mekletais attelojums f = @ o 1. Tiesam, ¥ (i) = A;;
savukart p(A;) € A;. m

14.6.3. Definicija. Piepemsim, ka sadalijums {A;|i € I} atbilst kopa
A definétam ekvivalences tipa predikatam =. Kopu {a;|i € I} sauc par pilnu
parstaviu sistemu, kas atbilst ekvivalences tipa predikatam =, ja

Viel (IZ'GAZ'.

Ja nerodas parpratumi, tad lieto 1saku izteiksmes formu, proti, ta vieta,
lai teiktu, ka {a; |7 € Z} ir pilna parstavju sistema, kas atbilst ekvivalences
tipa predikatam =, saka: {a;|i € Z} ir ekvivalences pilna parstavju sistéma.

14.6.4. Vingrinajums. Katram ekvivalences tipa predikatam eksiste pil-
na parstavju sistema.
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14.7. Attelojuma kodols
14.7.1. Definicija. Attiecibu
Kerf = {(z.9)|f(z) = f(y)}
sauc par attelojuma f : A — B kodolu.

14.7.2. Vingrinajums. Pieradit, ka attélojuma f : A — B kodols ir
kopa A definets ekvivalences tipa predikats.

14.7.3. Definicija. Attelojumu m : A — A/Kerf : a — [a] sauc par
attelojuma f : A — B dabigo attelojumu.

Mes teiksim, ka diagramma

A / B
C
ir komutatwa, ja f = gh; te f: A — B, g: A—C,h:C — Bir
attelojumi.

14.7.4. Teorema. Katram attelojumam f : A — B eksiste viens vienigs
attelojums f. : A/Kerf — B, kam diagramma

A / B
\ / (D1)

A/Kerf
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i komutativa; turklat sis attelojums f, ir injekcija.

O (i) Definejam attelojumu f, : A/Kerf — B : [a] — af. Paradisim, ka
§1 definicija ir korekta, proti, ja [z] = [a], tad [z]f. = [a]f..

Pienemsim, ka [z] = [a], tad (x,y) € Kerf, t.i., f = af. No Sejienes
[z]f. = xf = af = [a]f.. Tatad f. definicija ir atkariga tikai no blakusklases
la] izveles, nevis no konkréta elementa z € [a] izveles.

(ii) Piepemsim, ka a € A, tad ar f, = (an)f. = [a]f. = af. Tas nozime,
ka 7 f, = f; tatad diagramma (D1) ir komutativa.

(ili) Pienemsim, ka ¢ : A/Kerf — B ir attelojums, kam diagramma (D1)
ir komutativa, proti, 7o = f, tad

Va e A lalp = arp = af = [a]f..

Tas demonstre, ka eksisté tikai viens attelojums f, : A/Kerf — B, kam
diagramma (D1) ir komutativa.
(iv) Pienemsim, ka [z] # [a], tad © # a un xf # af. No Sejienes

[z]fe =af #af =[af].
Tatad f, : A/Kerf — B ir injekcija. m



15. nodala
KOPAS APJOMS

Kopas apjoms. Sanumurejamas un nesanumurejamas kopas. Par kopu teorijas
paradoksiem.

15.1. Kopas apjoms

15.1.1. Definicija. Saka, ka divas galigas kopas ir vienlielas, ja tam ir
wienads elementu skaits.

15.1.2. Piemeérs. Kopas {3,V,—,V,A,=, <} un {1,2,3,4,5,6,7} ir
vienlielas. Abas kopas satur 7 elementus.

15.1.3. Definicija. Saka, ka divam kopam Ki un Ky ir vienads apjoms,
ja eksiste bijekcija B : K1 — K.

Sai gadijuma lieto pierakstu | K| = |K,|. Dota definicija ir visaptverosa tai
nozime, ka var paradit, ka divas galigas kopas ir vienlielas tad un tikai tad,
ja tam ir vienads apjoms.

15.1.4. Apgalvojums. Divas galigas kopas ir vienlielas tad un tikai tad,
ja tam ir vienads apjoms.

O = Pienemsim, ka kopas A un B ir vienlielas un tam elementu skaits
ir skaitlis 1. Konkretibas labad A = {a} un B = {b}, tad attelojums

p:A—B:aw—b
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ir bijekcija. Tatad tas ir ar vienadu apjomu.

Talakais pieradijums induktivs. Pienemsim, ka kopas A un B ir vienlielas
un tam elementu skaits ir skaitlis n + 1. Izvelamies kadu kopas A elementu
a un kadu kopas B elementu b. Saskana ar izveles aksiomu tas ir iespejams.
Kopas A; = A\{a}, By = B\{b} ir vienlielas, jo 30 kopu elementu skaits ir
n. Atsaucoties uz indukcijas pieneémumu varam apgalvot, ka eksiste bijekcija
1 : Ay — Bi. No Sejienes attelojums

b(@) = {wx), o zta

b, ja r=a

ir bijekcija ¢ : A — B.

< Pienemsim, ka ¢ : A — B ir bijekcija un kopas A un B ir galigas.
Pienemsim, ka kopas A elementu skaits ir 1. Konkretibas labad pienemsim,
ka A = {a}, tad p(a) € B. Tatad kopa B satur vismaz vienu elementu.
Pienemsim, ka B; = B\ {¢(a)}. Ja By # 0, tad eksiste b € B;. Ta ka
p(a) # b, tad ¢ : A — B nav bijekcija. Atliek tikai iespgja: By = (), bet tad
kopa B sastav no viena pasa elementa.

Talakais pieradijums induktivs. Pienemsim, ka kopas A elementu skaits
irn+4+1un ¢ : A — B ir bijekcija. Izvelamies kadu kopas A elementu
a, tad 1(a) € B. Piegemsim, ka A" = A\ {a} un B' = B\ {¢(a)}, tad
¥|A; + Ay — By ir bijekcija, jo 1 : A — B ir bijekcija.

Kopas A; elementu skaits ir n, tapec saskana ar indukcijas pienemumu
arT kopas B’ elementu skaits ir n. No Sejienes: kopas B elementu skaits ir
n+1l. m

Definicijas 15.1.3 prieksrociba ir ta, ka tagad iespejams salidzinat arl bez-
galigas kopas.

15.1.5. Vingrinajums. Attieciba |A| = | B| ir ekvivalences tipa predikats.

Lidz ar to visas kopas sadalas ekvivalences klases. Katru ekvivalences
klasi [A] sauc par kopas A apjomu. Galigam kopam §is ekvivalences klases
raksturo ar elementu skaitu, tuksai kopai || = 0, naturalo skaitlu kopas
apjomam medz lietot specialu apzimejumu X, (lasa ”alef nulle”).

Pirmaja bridi viss liekas korekti, tacu jaatzist, ka visu kopu kopa nemaz
nav kopa, un tapéc jedzienu par ekvivalences tipa predikatu nakas parcelt uz
visparigakiem objektiem, proti, klasem.

Ja eksiste injekcija ¢ : A — B, tad lieto apziméjumu |A| < |B| un saka:
"kopas A apjoms neparsniedz kopas B apjomu” vai arl "kopas A apjoms ir
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mazaks, vienads ar kopas B apjomu”. Ja |A| < |B| un |A| # |B|, tad lieto
apziméjumu |A| < |B| un saka: "kopas A apjoms ir mazaks par kopas B
apjomu”.

Dazkart apjomus medz saukt par kardinalskaitjiem un kopas A apjoma
apzimesanai lietot vienu no $adiem pierakstiem: Card(A) vai card(A).

15.2. Galigas kopas
15.2.1. Apgalvojums. Ja Ay, As, ..., A, ir galigas kopas, tad
|A; X Ay X ... X A, = A1 - |Aa] ... - AL
O Vispirms paradisim, ka [A; X As| = |A;| - |As|. Pienemsim, ka
Ay ={ay,a9,...,a} un By ={by,ba, ..., bn},

tad
Ci - A1 X {bl}

Ta ka {C;|i € 1,m} ir kopas A; x A, sadalijums, tad

|Ar X Ao| = [Ch| +|Co| + ...+ [Cru| =k +Ek+ ...+ k=km=|A]-|A,.

Turpmakais pieradijums induktivs, proti,
A1 x Ag x ... x A, = A1 x (A2 x ... x A,)|
= |A1||A2 X ... XAn|
= [Au] - ([A2] .- [An])
= |Ai]-|A2] ... - |AL. m
15.2.2. Vingrinajumi.
(i) [AuB| = |A[+|B|-|ANB,
(ii) [AnB| = [Al+]|B|-]AUB|,

(i) |[A\B| = |A|—]ANB|



15.3. SANUMUREJAMAS KOPAS 57

15.3. Sanumurejamas kopas

15.3.1. Definicija. Kopu A sauc par bezgaligu sanumuréjamu kopu, ja
tas apjoms |A| = Rg. Tuksu kopu, visas galigas kopas un bezgaligas sanu-
murejamas kopas sauc par sanumurejamam kopam.

Dazkart par sanumurejamam kopam literattira medz saukt tikai bez-
galigas sanumurejamas kopas.

15.3.2. Apgalvojums. |N x N| = N,.

O Mums kaut kada veida janodefine bijekcija ¢ : Nx N — N. Attelojumu
¢ definesim induktivi:

(0,0) — 0, (0,1) — 1, (1,0) — 2,

Pienemsim, ka esam defingjumsi attélojumu ¢ visiem pariem (p, q), kuriem
P+ ¢ < n, un pienemsim, ka ¢ : (n,0) — m — 1, tad

(0,n+1) —m,(I,n) —»m+1,(2,n—1)—m+2,...,(n+1,0) » m+n+1.

Vizuali tas izskatas sadi:

(0,0) ——(0,1) (0,2) (0,3) (0,4)
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15.3.3. Vingrinajumi.
(i) Hz|z € Q A x> 0} =R,

(i) Q[ = Ro.

15.4. Kontinuums

15.4.1. Definicija. Kopu A, kuras apjoms |A| > Ny sauc par nesanu-
murejamu kopu.

15.4.2. Apgalvojums. Fksiste nesanumuréejamas kopas.

O Piegemsim, ka {0,1}* < {f : N — {0,1}|Dom(f) = N}. Ta ir
virknu, kuras elementi ir nulles un vieninieki, veidota kopa.
Pienemsim, ka kopa {0, 1}* ir sanumurejama, tad eksiste bijekcija

¢:{0,1}* — N.
Citiem vardiem sakot
¢(0),(1),...,0(n),. .. (15.1)
ir visu kopas {0, 1} elementu uzskaitijums. Pienemsim, ka
O(N) = Ao, Gty - -y Any - - -

Tas uzskatami demonstre, ka ¢(n) ir virkne, tapec ta ir funkcija p(n)(k).
Defingjam virkni f € {0, 1}*:

0, ja w(k)(K) =1,
Jk) = { L ol 0

Sis virknes saraksta (15.1) nav. Pretruna! Tatad {0,1}* nav sanumuréjama.
Vizuali pieradijuma ideja izskatas sadi:

apo, ap1, @p2, Ag3, - - -, A0ky « - -
a10,a11,A12,A13, -+ -, A1y - - -
a0, A21, U422, A23, . . ., A2k, - . . (152)
aso, a31, @32, @33, - - . ; A3k, - - -

A0, k1, Ak2, A3y - -« 5 Akly - - -
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Virknes f(k) definésanai mes izmantojam sarkana krasa iekrasotos elemen-

tus. Mes definejam
0, ja ap =1
1, ja Apr = 0.

o) = {
Ta rezultata saraksta (15.2) virknes f nav. m

15.4.3. Definicija. Kopas {0,1}* apjomam medz lietot lietot specialu
apzimejumu ¢, un to sauc par kontinuuma apjomu, t.i., ¢ = [{0,1}*].

15.4.4. Vingrinajumi.

(1) J0; 1] =

Hz|z>0AzeR} =c,

)
if)
(i)
iv) [R?| =
) IC]=c.
15.5. Rasela paradokss

Naivaja kopu teorija, kura strada nospiedoss vairakums matematiku, viens
no popularakajiem kopas uzdosanas veidiem ir Q = {z|Q(x)}, kur @ kads
patvaligs predikats. Anglu filozofs un matematikis Bertrands Rassels XX
gadsimta sakuma nodemonstréja, ka pilnigi patvaligi ta rikoties nevar.

e Piepemsim, ka R = {R|R ¢ K}, kur R — patvaligas kopas.
e Vai R ir kopa?

e Ja ir, tad varam uzdot jautajumu:

— Vai R € R?
e [zanalizesim abas iespejas.

1. Ja R € R, tad saskana ar kopas R definiciju tas nozime,
ka R ¢ R. Pretrunal
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2. Ja R ¢ ‘R, tad saskana ar kopas R definiciju tas nozime,
ka R € R. Atkal pretrunal

Sie spriedumi parliecinosi demonstré, ka SR nav kopa, un pretrunas vairs
nav. Tacu problema paliek:

— Ka tad 1sti ir ar kopas uzdosanas veidu {x | Q(x)}?

Driz pec Rasela paradoksa paradiSanas matematiki atrada veidu, ka no
S§1s nepatikamas situacijas izglabties. Tika radita kopu teorijas aksiomatika,
kas vairs Sadas pretrunas nesaturéja.

Matematiki ieveroja, ka kopas nedrikst but parak lielas. Tos kopam
lidzigos objektus, kas jau satur paradoksus, matematiki nosauca par klasem.
Te gan lasitajs jabridina, ka terminu ’klase’ loti biezi literatiira lieto ka sino-
nimu terminam 'kopa’. Ta, ka studejot konkréetu literatiru, lasitajam jabtt
nedaudz piesardzigam, vismaz tai zina, lai rastu skaidribu, kada nozime viena
vai otra konteksta lietots termins ’klase’.

— Bet ka tad 1sti ir ar to nospiedoSo matematiku vairakumu, kas lieto ta
saukto naivo kopu teoriju un neinteresgejas par kopu teorijas aksiomatiku?

Izradas, ja kopu Q define sadi:

Q — {z[Qx)},

kur @ ir kada cita kopa K definets predikats, tad 9 ir kopa. Tiesi S ir ta
situacija, kas interese nospiedosu matematiku vairakumu, un tapec vini var
drosi darboties naivas kopu teorijas ietvaros.
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