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Hipotēžu pārbaude par sadal̄ıjumu: nostādne

Aplūkosim hipotēzi par populācijas sadal̄ıjuma veidu

H0 : F (x) = F0(x) pret H1 : F (x) 6= F0(x) ∀x ∈ R,

Hipotēžu iedal̄ıjums: vienkāršas (piemēram, F0 = N(0, 1)) un
saliktas (piemēram, F0 = N(µ, σ2))
Testa statistikas: H̄ı-kvadrāta, Kolmogorova-Smirnova,
Neimaņa, Lilliefora, Shapiro–Wilksa, Cramer-von-Mises,
Andersona-Darlinga statistikas.
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H̄ı-kvadrāta statistika

Izvēlamies a0 < a1 < . . . < ar−1, kur ai ∈ R. Parasti ai izvēlas,
sadalot F0 vienādās daļās. H̄ı-kvadrāta statistika:

T =
r∑

i=1

(ni − npi0)2

npi0
,

pi0 = P(X ∈ [ai−1, ai )), ja F0 spēkā un ni -novēroto datu skaits
intervālā [ai−1, ai ).

Ja H0 spēkā, tad T → χ2r−1−k , citādi T →∞
r parasti izvēlas tā, lai npi0 ≥ 5, tas ir r ≤ n/5. Problēma: r
un ai izvēle var ietekmēt lēmuma pieņemšanu!

Valeinis Hipotēžu pārbaude par sadal̄ıjuma veidu p. 3 of 17



Īrisu dati:histogramma
Īrisu dati apraksta ı̄risu kauslapu garumus (n = 150). Dati pēt̄ıti,
lai noteiktu to ǧeogrāfisko sadal̄ıjumu.

Histogramma

dati
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Figure: Histogramma ar pievienoto N(µ, σ2) teorētisko bl̄ıvuma funkciju
ar parametriem X̄ = 5.84, S2 = 0.68
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Īrisu dati:kvantiļu-kvantiļu (Q-Q) grafiks
Grafiku {F−11 (x),F−12 (x)}, kur x ∈ (0, 1) sauc par
kvantiļu-kvantiļu grafiku divām sadal̄ıjuma funkcijām F1 un F2

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

−2 −1 0 1 2

4.
5

5.
0

5.
5

6.
0

6.
5

7.
0

7.
5

8.
0

Theoretical Quantiles

Sa
m

pl
e 

Q
ua

nt
ile

s

Figure: Q-Q grafiks Īrisu datiem ar pievienotu taisni, kas savieno pirmo
un trešo kvartili

Valeinis Hipotēžu pārbaude par sadal̄ıjuma veidu p. 5 of 17



Īrisu dati: Emp̄ıriskā sadal̄ıjuma funkcija
Emp̄ıriskā sadal̄ıjuma funkcija Fn(x) = n−1

∑n
i=1 1{Xi≤x} ir "labs"

novērtējums populācijas sadal̄ıjumam F (x)!
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Figure: Emp̄ıriskā sadal̄ıjma funkcija Fn(x) ar pievienoto teorētisko
N(µ, σ2) sadal̄ıjuma funkciju ar novērtētiem parametriem
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Īrisu dati:p-vērt̄ıbas

Kritiskais apgabals formā [cα,∞], kur cα - kritiskā vērt̄ıba
α = 0.01; 0.05
p-vērt̄ıbas dažādai intevālu r izvēlei:

r p-vērt̄ıba
30 0.0001
25 0.0010
19 0.0700
17 0.0030
15 0.1350
14 0.0100
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H̄ı-kvadrāta statistika:r = 10
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χχ 72

P((T >> 14.07,,  H0)) == 0.05
P((T >> 18.47,,  H0)) == 0.01

T == ∑∑
i==1

r ((ni −− npi))2

npi

T == 24.4
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H̄ı-kvadrāta statistika:r = 19

0 10 20 30 40

0.0
0

0.0
2

0.0
4

0.0
6

0.0
8

r=19

χχ 162

P((T >> 26.29,,  H0)) == 0.05
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T == ∑∑
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T == 25.05
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Kolmogorova-Smirnova statistika

Teorēma (Kolmogorova-Smirnova statistika)
Pieņemsim, ka X1, . . . ,Xn ir gad̄ıjuma izlase ar F . Tad

KS = sup
−∞<x<∞

√
n|Fn(x)− F (x)| →d sup

0<t<1
|B(t)|,

kur B(t) - Brauna tilts, Fn(x) = n−1
∑n

i=1 1{Xi≤x} - emp̄ıriskā
sadal̄ıjuma funkcija

Teorēma ir spēkā, ja H0 spēkā, tas ir pie patiesā sadal̄ıjuma
F (x) ar zināmiem parametriem (vienkārša hipotēze).
Ja H0 nav spēkā, tad KS →∞.
Praksē parametri ir jānovērtē (salikta hipotēze) un
robežsadal̄ıjums jāaproksimē ar simulāciju pal̄ıdz̄ıbu.
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Kolmogorova-Smirnova statistika: piez̄ımes

Standarta Brauna tilta B(t) sadal̄ıjums ir tāds pats kā
procesam W (t)− tW (1), kur W (t)t≥0 apz̄ımē Brauna
kust̄ıbu (procesu, kuram ir N(0, t) sadal̄ıjums, pieaugumi ir
stacionāri un neatkar̄ıgi).
Brauna tilts ir sasiets galos (tas ir B(0) = B(1) = 0),
pieaugumi ir atkar̄ıgi, B(t) ∼ N(0, t(1− t))

Brauna kust̄ıba un Brauna tilts statistikā tiek izmantots plaši
dēļ KS testa statistikas un Donskera teorēmas
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KS un Brauna tilts
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Figure: Statistikas
√
n(Fn(x)− F (x)) uzved̄ıba

Valeinis Hipotēžu pārbaude par sadal̄ıjuma veidu p. 12 of 17



Donskera teorēma

Teorēma (Donskera teorēma: invariances pricips jeb funkcionālā
centrālā robežteorēma)
Ja X1,X2, ...,Xn ir neatkar̄ıgi, vienādi sadal̄ıti gad̄ıjuma lielumi ar
E (Xi ) = 0. Definēsim Sn = X1 + X2 + . . .+ Xn un gad̄ıjuma
definēsim gad̄ıjuma elementu

Yn(t,w) =
1

σ
√
nS[nt](w) + (nt − [nt])

1
σ
√
nX[nt]+1(w).

Tad Yn →d W, kur W apz̄ımē Brauna kust̄ıbas jeb V̄ınera procesa
mēru.
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KS un Brauna tilts
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Figure: Donskera teorēma
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Īrisu dati: p-vērt̄ıbas un secinājumi

Testa statistikas p-vērt̄ıbas
Anderson-Darling 0.023

Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) 0.006
Shapiro-Francia 0.026
Cramer-von-Mises 0.047

Secinājumi:
Īrisu datiem noraidam normalitāti!
Ja p-vērt̄ıba nav pārāk liela, lietot dažādas testa statistikas.
Uzman̄ıties ar H̄ı-kvadrāta statistiku!
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Cits tests: Neimaņa tests neatkar̄ıgiem un atkar̄ıgiem
datiem

X1, . . . ,Xn - atkar̄ıgi novērojumi, φ1, φ2, . . . - ortonormāla
polinomu sistēma. Neimaņa statistika

Nk = (12σ2)−1Rk = (12σ2)−1
k∑

j=1

{
n−

1
2

n∑
i=1

φj(Xi )

}2

σ2 =
+∞∑

t=−∞
Cov(X0,Xt).

Munk, Stockis, Valeinis, Gieze (2009), Neyman smooth goodness-of-fit
tests for the marginal distribution of dependent data, Annals of the
Institute of Statistical Mathematics, pieņemta publicēšanai
Maǧistra darbi: Sintija C̄ırule (2009), Inese Edule (2009)
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Nākošās tēmas

Neparametriskā statistika: neparametrisks bl̄ıvuma funkcijas
novērtējums un neparametriskā regresija (prognozēšana
laikrindām)
Brauna kust̄ıbas pārbaude un Frakcionālā Brauna kust̄ıba
(ilglaic̄ıgās atmiņas procesi laikrindu anal̄ızē)
Laikrindu anal̄ıze: prognozes veikšana ar ARIMA modeļiem un
spektrālā anal̄ıze (spektru sal̄ıdzināšana)
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