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Spektrs (spektrâlâ blîvuma funkcija)

Teorçma
Ja γ(h) ir stacionâra procesa {xt} autokovariâciju funkcija,
turklât ∞∑

h=−∞
|γ(h)| <∞,

tad

γ(h) =
∫ 1/2

−1/2
e2πiωhf(ω)dω, h = 0,±1,±2, . . .

un procesa {xt} spektrâlâ blîvuma funkcija ir

f(ω) =
∞∑

h=−∞
γ(h)e−2πiωh ,−1/2 6 ω 6 1/2.
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Spektrâlâs blîvuma funkcijas îpaðîbas

Spektrâlâ blîvuma funkcija ir analoìiska sadalîjuma (varbûtîbu)
blîvuma funkcijai:

• f(ω) > 0, ∀ω
• f(ω) = f(−ω)
• f(ω + 1) = f(ω) (periods 1)

Autokovariâciju funkcija izsaka informâciju par procesu {xt}
izmantojot lagus, bet spektrâlâ blîvuma funkcija to izsaka ciklos
(cikli novçrotâ procesa laika atstatumâ (cikli/gadâ; cikli/mçnesî
utt.))
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Frekvenèu izvçle

Ðajâ darbâ pârsvarâ izmantosim frekvences ω, kas norâdîs ciklus
novçrojumu laika vienîbâ (cikli/punktâ).

• statistikâ analizçjot datus bieþi tie ir laikrindu vai
ekonomiska rakstura;

• R
Daþkârt ar ω apzîmç frekvenci π radiânos, proti λ = 2πω.

• spektrâlâ analîze spçcîgi attîstîjusies fizikâ, kur procesu
aprakstam tieði izmanto frekvences π radiânos;

• Matlab
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ARMA teorçtiskais spektrs

Definîcija

Process (laikrinda) {xt; t = 0,±1,±2, . . .} ir ARMA(p, q), ja tas
ir stacionârs un

xt = φ1xt−1 + φ2xt−2 + . . .+ φpxt−p + εt + θ1εt−1 + . . .+ θqεt−q,

kur θq 6= 0, φp 6= 0 un σ2ε > 0.

Apgalvojums
ARMA teorçtiskais spektrs ir pierakstâms formâ:

f(ω) = σ2ε
|1+

∑q
k=1 θke

−2πiωk|
|1−

∑p
m=1 φme−2πiωm|

.
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Periodogramma un DFT

Definîcija
Ja doti dati x1, x2, . . . , xn, tad par diskrçto Furjç transformâciju
(DFT) sauc

d(ωj) = n−1/2
n∑

t=1

xte−2πiωjt,

kur j = 0, 1, . . . ,n− 1 un frekvences ωj = j/n tiek sauktas par
Furjç jeb fundamentâlajâm frekvencçm.

Definîcija
Ja doti dati x1, x2, . . . , xn, tad par periodogrammu sauc

I(ωj) = |d(ωj)|2

kur j = 0, 1, . . . ,n− 1.
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Periodogramma un DFT

Ðeit jâpiezîmç, ka I(0) = nx2, kur x ir izlases vidçjâ vçrtîba.
Bet, ja j 6= 0, tad I(ωj) =

∑n−1
h=−(n−1) γ̂(h)e

2πiωjh, kur γ̂(h) ir
izlases autokovariâciju funkcija:

γ̂(h) = n−1
n−h∑
t=1

(xt+h − x)(xt − x).
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AR(p) procesu spektri
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Gludinâtâ (smoothed - averaged) periodogramma

Frekvenèu josla B no L << n sekojoðâm fundamentâlâm
frekvencçm, kas centrçtas ap ωj = j/n, kas tuva interesçjoðai
frekvencei ω:

B = {ω : ωj −m/n 6 ω 6 ωj +m/n},

kur L = 2m+ 1. Lielumu Bω = L/n sauc par joslas platumu.

Definîcija
Ja B ir frekvenèu josla no L << n sekojoðâm fundamentâlâm
frekvencçm, kas centrçtas ap ωj = j/n, tad par vidçjoto
(averaged) periodogrammu sauc

f(ω) =
1
L

m∑
k=−m

I(ωj + k/n).
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Gludinâtâ (svçrtâ jeb kodolu) periodogramma un
kodolu izvçle

Definîcija
Lai iegûtu precîzâku spektra novçrtçjumu, periodogrammu var
gludinât izmantojot daþâdus svarus, definçsim svçrto
periodogrammu:

f̂(ω) =
m∑

k=−m
hkI(ωj + k/n),

kur svari hk apmierina nosacîjumus ∀ k : h−k = hk un∑m
k=−m hk = 1.

Svaru hk izvçlei tiek ieteikti Daniela, Fejer, Dirihlç un
modificçtais Daniela kodols.
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Parametra m un joslas platuma izvçles problçma

Ðajâ gadîjumâ parametrs L jâaizvieto ar Lh = (
∑m

k=−m h2k)
−1,

tad joslas platums B svçrtajai periodogrammai bûs B = Lh/n.
Tâtad svarîga ir parametra L vai m (window closing) izvçle.
Ieteikumi

• (lîdzîgi kâ statistikâ sâkotnçji histogrammas joslas
platumam) tiek ieteikts izvçlçties m =

√
n.

• vçl piedâvâti: m = 2
√
n , m = 0.5

√
n

• As Hannan (1973, p. 311) says, "Experience is the real
teacher and cannot be got from a book."
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Gludinâtais AR(2)
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Punktveida ticamîbas intervâli

Ja izpildâs iepriekðminçtie nosacîjumi par hk, turklât m→∞,
kad n→∞ un m/n→ 0, tad var pierâdît, ka:

2Lhf̂(ω)
f(ω)

∼ χ22Lh

Tâtad ticamîbas intervâls:

2Lhf̂(ω)
χ22Lh(1− α/2)

≤ f(ω) ≤ 2Lhf̂(ω)
χ22Lh(α/2)
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Punktveida ticamîbas intervâli
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Tapering

Tâ kâ spektra novçrtçjumâ periodogrammas definçðanai
izmatojâm diskrçto Furjç transformâciju, tad spektra
novçrtçjumâ diezgan bûtiskas novirzes dod novçrotâ procesa
sâkuma un beigu vçrtîbas. Lai mazinâtu ðo datu ietekmi, lieto
t.s. "taperoðanu ".
Aizvietojot novçrotos datus xt ar yt = htxt, t = 1, 2, . . . ,n un
tad pielietojot DFT:

dy(ωj) = n−1/2
n∑

t=1

htxte−2πiωjt,

un definçjot ðiem datiem periodogrammu Iy(ωj) = |d(ωj)|2.
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Tapering

Viens no visbieþâk pielietotajiem ir cosine bell vai split cosine
bell:

100p% cosine bell taper, kur p = 2m/n.
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Tapering

Cosine Bell un 10% Taper Split Cosine Bell ar n = 100
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Log vai lineârâ skala

Log skala
• lai aplûkotu lielas un mazas amplitûdas signâlus vienlaicîgi,
proti, log skalâ katrai frekvences amplitûdai ir vienâds
"nozîmîgums ";

• Lietojot logaritmisko skalu mazi signâli ir vieglâk
pamanâmi;

• ja ir kâda liela frekvence, kas "traucç"pamanît citas, kas arî
ir bûtiskas;

• bieþâk izmantojama fizikâlu eksperimentu analizçðanai.
Savukârt lineârâ skala labi parâda frekvenèu amplitûdu
atðíirîbas un bieþâk izmantojama ekonomisku utml. datu
analîzç.
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Log vai lineârâ skala

att.: Sunspot un Brauna kustibas dati daþâdâs skalâs
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Brauna kustîbas teorçtiskais spektrs

Viens no veidiem kâ raksturot daþâda tipa (white, pink,
Brownian) trokðòus ir aplûkot to spektrus. Teorçtiskais trokðòu
spektrs ir 1/ωβ, , beta ≥ 0.

• ja β = 0 tad process ir baltais troksnis;
• β = 2 - Brauna troksnis jeb kustîba (arî sarkanais
troksinis);

• 0 < β < 2, - rozâ troksnis.
Skaidrs, ka attçlojot spektru log-log skalâ, taisnes virziena
koeficients norâdîs β.
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Brauna kustîbas teorçtiskais spektrs

att.: Brauna kustîbas teorçtiskais spektrs daþâdâs skalâs
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Brauna kustîbas spektra novçrtçjums ar lokâlâs
regresijas palîdzîbu un ticamîbas joslas; pârbaude
virziena koeficientam

Tâtad viens no veidiem, kâ pârbaudît, vai process nav Brauna
kustîba, ir konstruçt periodogrammas lokâlâs regresijas
novçrtçjumu un tad uzzîmçjot vienlaicîgâs ticamîbas joslas
teorçtiskajam spektram. Tâtad veikt grafisko pârbaudi.
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Brauna kustîbas spektra novçrtçjums ar lokâlâs
regresijas palîdzîbu un ticamîbas joslas; pârbaude
virziena koeficientam

att.: Brauna kustîbas pârbaude, N = 100
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Brauna kustîbas spektra novçrtçjums ar lokâlâs
regresijas palîdzîbu un ticamîbas joslas; pârbaude
virziena koeficientam

att.: Brauna kustîbas pârbaude, N = 10000
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Brauna kustîbas spektra novçrtçjums ar lokâlâs
regresijas palîdzîbu un ticamîbas joslas; pârbaude
virziena koeficientam

att.: Brauna kustîbas pârbaude, N = 10000, (BM()− rnorm)
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Kodolu gludinâtâ periodogramma

Viena no idejâm ir izmantot jau statistikâ zinâmo regresijas
kodolu gludinâðanu .
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