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Parametriskâ regresija

EL un parametriskâ regresija

Pirmoreiz EL metodi lineârai regresijai apskatîja Owen (1991).

Aplûkojam regresijas modeli formâ

Yi = m(Xi;β) + εi, i = 1, . . . ,n,
kur m(x;β) - zinâma regresijas funkcija ar nezinâmu parametru
β ∈ Rp (p < n) un εi - neatkarîgi g.l., kam spçkâ E(εi|Xi) = 0 un
D(εi|Xi) = σ2(Xi).

Parametriskâ regresijas funkcija iekïauj gadîjumus:

Lineârâ regresija m(x;β) = xTβ;

Visparinâtais lineârais modelis (McCullagh Nelder, 1989) ar
m(x;β) = G(xTβ) un σ2(x) = σ2

0D(G(xTβ)) zinâmai saites
funkcijai G, zinâmai dispersijas funkcijai D(.) un nezinâmai
konstantei σ2

0 > 0.

Mâra Vçliòa Empîriskâ ticamîbas funkcija un regresija



Empîriskâ ticamîbas funkcija un regresija

Parametriskâ regresija

Parametra β mazâko kvadrâtu (MK) novçrtçjumu iegûst,
minimizçjot funkciju

Sn(β) :=
n∑

i=1

(Yi −m(Xi;β))
2.

β MK novçrtçjums β̂LS = arg infβ Snβ, ir sekojoða
vienâdojuma atrisinâjums:

n∑
i=1

∂m(Xi;β)

∂β
(Yi −m(Xi;β)) = 0.
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Parametriskâ regresija

Saskaòâ ar Owen(1988) un (1991) EL funkcija parametram β ir
formâ

Ln = max
n∏

i=1

pi (1)

pie ierobeþojumiem
n∑

i=1

pi = 1, (2)

n∑
i=1

pi
∂m(Xi;β)

∂β
(Yi −m(Xi;β)) = 0. (3)
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Parametriskâ regresija

Iegûst optimizâcijas problçmu

T(p, λ0, λ1) =
n∑

i=1

log pi+λ0(
n∑

i=1

pi−1)+λ
n∑

i=1

pi
∂m(Xi;β)

∂β
(Yi−m(Xi;β)),

kur p = (p1, · · · , pn)T.
Var parâdît, ka λ0 = −n un, definçjot λ = −nλ1, optimâlos
pi var izteikt formâ

pi =
1

n

1

1+ λT ∂m(Xi;β)
∂β (Yi −m(Xi;β))

,

kur λ spçkâ

n∑
i=1

∂m(Xi;β)
∂β (Yi −m(Xi;β))

1+ λT ∂m(Xi;β)
∂β (Yi −m(Xi;β))

= 0 (4)
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Parametriskâ regresija

Seko, ka EL pieòem formu

Ln(β) =
n∏

i=1

1

n

1

1+ λT ∂m(Xi;β)
∂β (Yi −m(Xi;β))

Logaritmiskâ EL

log{Ln(β)} = −
n∑

i=1

log{1+λT∂m(Xi;β)

∂β
(Yi−m(Xi;β))}−n log n

(5)

Lai novçrtçtu EL, jârisina attiecîbâ pret λ nelineârs
vienâdojums, kas ir atkarîgs no β
Var risinât duâlo optimizâcijas problçmu (Owen, 1990)
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Parametriskâ regresija

Îpaði rezultâti:

No 5 var definçt logaritmisko EL attiecîbu

rn(β) = −2log{Ln(β)/Ln(β̂)} = 2

n∑
i=1

log{1+λT ∂m(Xi;β)

∂β
(Yi−m(Xi;β))}

Owen (1991) parâdîja, ka EL lineârai regresijai ir spçkâ Vilksa
teorçma (Wilks, 1938):

rn(β0)
d−→ χ2

p, kad n→∞.

Izmantojot Vilksa teorçmu, var konstruçt EL ticamîbas
apgabalus regresijas parametram β0 (ar ticamîbas lîmeni
(1− α)):

I1−α = {β : rn(β) ≤ χn
p,1−α},

kur χn
p,1−α ir χ2

p,1−α sadalîjuma (1− α)−kvantile.
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Parametriskâ regresija

Chen (1993, 1994) ieviesa Bartleta korekciju lineârajai regresijai.

Tika parâdîts, ka parametriskai regresijai gan empîriskâs gan
parametriskâs ticamîbas attiecîbas apgabaliem I1−α
pârklâjuma kïûdas kârta ir n−1.

Bartleta korekcija samazina pârklâjuma kïûdu par vienu kârtu:

P{r∗n(β0) ≤ χ2
p,1−α} = 1− α+O(n−2)

.
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Neparametriskâ regresija

EL un neparametriskâ regresija

EL neparamteriskajai regresijai apskatîja Chen un Hall (2000,
lokâlais lineârais kodolu novçrtçjums), un Chen un Qin (2003,
Nadaraya-Watson kodolu novçrtçjums)

Aplûko neparametriskâs regresijas modeli

Yi = m(Xi) + εi,

kur m(Yi|Xi = x) ir neparametriska regresijas funkcija,
Xi ir d−dimensionâls un
σ2(x) = D(Yi|Xi = x).
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Neparametriskâ regresija

Plaði pazîstamais m(x) kodolu regresijas novçrtçjums:

m̂(x) =

∑n
i=1Kh(x−Xi)Yi∑n
n=1Kh(x−Xi)

,

kur Kh(t) = K(t/h)/hd, un K ir d−dimensionâla kodolu funkcija.
m̂(x) var iegût kâ atrisinâjumu vienâdojumu sistçmai

n∑
i=1

Kh(x−Xi){Yi −m(x)} = 0. (6)

Mâra Vçliòa Empîriskâ ticamîbas funkcija un regresija



Empîriskâ ticamîbas funkcija un regresija

Neparametriskâ regresija

EL regresijas funkcijai m(x) pie fiksçta x:

(6) motivç EL definçt sekojoðâ veidâ:

Ln{θ(x)} = max
n∏

i=1

pi

ar ierobeþojumiem
n∑

i=1

pi = 1

un
n∑

i=1

piKh(x−Xi){Yi − θ(x)} = 0

.
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Neparametriskâ regresija

EL novçrtçjums punktâ θ(x) ir

Ln{θ(x)} =
n∏

i=1

1

n

1

1+ λ(x)Kh(x−Xi){Yi − θ(x)}
.

Logaritmiskâ EL ir formâ

log{Ln{θ(x)}} = −
n∑

n=1

log[1+ λ(x)Kh(x−Xi){Yi − θ(x)}].

EL tiek maksimizçta punktâ pi = n−1, no kâ seko, ka θ(x) ir
Nadaraya-Watson novçrtçjums m̂(x), un var definçt

rn{θ(x)} = −2log[Ln{θ(x)}/n−n] =

= 2
n∑

n=1

log[1+ λ(x)Kh(x−Xi){Yi − θ(x)}].

Mâra Vçliòa Empîriskâ ticamîbas funkcija un regresija



Empîriskâ ticamîbas funkcija un regresija

Neparametriskâ regresija

Piezîme

Aplûkotâ EL attiecas nevis uz îsto funkciju m(x), bet gan
E{m̂(x)} = m(x) + bias. Lai pârietu uz m(x) EL, var veikt
korekciju, atseviðíi novçrtçjot biasu (Hall, 1991), vai samazinât
biasu, veicot nepietiekamu nogludinâðanu (Neumann, 1995).

Vilksa teorçma

Lietojot nepietiekamu nogludinâðanu tâdu, ka n2/(4+d)h2 → 0,
aplûkotajai neparametriskajai regresijai ir spçkâ Vilksa teorçma:

rn{m(x)} d−→ χ2
1, kad n→∞.

Tâtad, neparametriskâs regresijas ticamîbas intervâli ar pârklâjuma
precizitâti (1− α) ir formâ

I1−α,el = {θ(x) : rn{θ(x)} ≤ χ2
1,1−α}.
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Neparametriskâ regresija

Vienmçrîgâs ticamîbas joslas
I1−α,el ir punktveida ticamîbas intervâli. Zhu, Lin un Chen
(2010) neparametriskajai regresijai konstruç globâlâs EL
ticamîbas joslas, kas ir modeïu un datu adaptîvas.

Bartleta korekcija
Chen un Qin (2003) parâdîja I1−α,el pârklâjuma varbûtîbas
Edgeworth izvirzîjumus, un ka EL arî neparametriskâs
regresijas kontekstâ ir spçkâ Bartleta korekcija.
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Semiparametriskâ regresija

Single-index regresijas modeïi

Aplûko modeli
Yi = g(βTXi) + εi,

kur Yi - 1-dimensijas atbildes mainîgais, Xi - p-dimensionâlu
skaidrojoðo mainîgo vektors;
g-nezinâma, gluda funkcija, un E(εi|Xi) = 0, D(εi|Xi) = σ2.
β0 - îsto parametru vektors; pieòem, ka ||β|| = 1.

Katram β = (β1, . . . , βp)
T: ||β|| = 1 un katram 1 ≤ r ≤ p

definç βr = (β1, β2, . . . , βr−1, βr+1, . . . , βp)
T. Tad

Jakobiâna matrica

Jβ(r) =
∂β

∂β(r)
= (γ1, . . . , γp)

T

, kur γs(s 6= r) - vienîbas vektors un
γr = −(1− ||β(r)||2)−1/2β(r).
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Semiparametriskâ regresija

Seko, ka E[ξi(β
(r)
0 )] = 0, (i = 1, . . . ,n), kur

ξ(β(r)) = [Yi − g(βTXi)]g
′(βTXi)J

T
β(r)Xi

Aizstâjot nezinâmâs funkcijas g un g′ ar to lokâlajiem
lineârajiem novçrtçjumiem ĝ un ĝ′, EL ir formâ

Rn(β
(r)) = max

n∏
i=1

(npi),

pie ierobeþojumiem pi ≥ 0(i = 1, . . . ,n),
∑n

i=1 pi = 1, un∑n
i=1 piξ̂i(β

(r)) = 0.
Xue, Zhu (2006) parâdîja, ka pie noteiktiem regularitâtes
nosacîjumiem

−2 logRn(β
(r)
0 )

d−→ ω1χ
2
1,1 + · · ·+ ωp−1χ

2
1,p−1,

noteiktiem svariem ω1, . . . , ωp−1, un χ2
1,1, . . . , χ

2
1,p−1

neatkarîgi χ2
1 mainîgie.
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EL un regresija - citi lietojumi

EL un regresija - citi lietojumi

EL metodi var vispârinât arî regresijai trûkstoðu datu
gadîjumâ (gan atbildes, gan skaidrojoðiem mainîgiem).

EL metodi var vispârinât regresijai uz cenzçtiem datiem, t.i.,
kur netiek novçrota atbilde Yi, bet gan Ti = min(Yi,Ci), kur
Ci ir cenzçtais mainîgais.

EL var izmantot, lai konstruçtu goodness-of-fit testus,
piemçram, parametriskai laikrindu analîzes regresijai (Chen,
Hardle, Li 2003), mainîgu koeficientu regresijas modelim (Fan,
Zhang, Zhang 2001).
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