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Efron (1979) noformulçja butstrapa metodi, kura ïauj novçrtçt
parametru sadalîjumus ar vienkârðiem pieòçmumiem.

X1,X2, . . . ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi
ar sadalîjumu F. Xn = (X1, . . . ,Xn) ir dotâ izlase un
Tn = tn(Xn,F) ir funkcionâlis, Gn(x) ≡ P(Tn ≤ x).

Pârkârtojam elementus jaunâ izlasç X ∗m = (X∗1, . . . ,X
∗
m) ar

atkârtojumiem, kur m ≤ n (parasti m = n).

X∗i ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti ar
P∗(X∗1 = Xj) = n−1, 1 ≤ j ≤ n.

X∗i sadalîjums Fn = n−1
∑n

i=1 δXi
, kur δy apzîmç Diraka

varbûtîbas mçru ar vçrtîbu 1 punktâ y un 0 citur.

Butstrapa versija T∗m,n = tm(X ∗m,Fn) un tâ sadalîjums
Ĝm,n.
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Statistika Tn =
√
n(X̄n − µ)/σ un butstrapa versija

T∗m,n =
√
m(X̄∗m − X̄n)/sn.

Teorçma

Ja X1,X2, . . . ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti, EX2
1 <∞,

σ2 = DX1 ∈ (0,∞), tad supx |P∗(T∗n,n ≤ x)− Φ(x)| = o(1)
gandrîz droði, kad n→∞, kur Φ(·) ir N(0, 1) sadalîjuma
funkcija.

supx |P∗(T∗n,n ≤ x)− P(Tn ≤ x)| = o(1).

Singh (1981) parâdîja, ka pie daþiem nosacîjumiem
butstrapa metode dod aproksimâciju
supx |P∗(T∗n,n ≤ x)− P(Tn ≤ x)| = O(n−1(log log n)1/2).
Klasiskâ aproksimâcija dod O(n−1/2).

Mârcis Bratka Butstrapa metodes atkarîgiem datiem



Butstrapa metode
Butstrapa metodes neparametriskajâ regresijâ

Citas butstrapa metodes atkarîgiem datiem

Butstrapa metode iid datiem
Butstrapa metodes atkarîgiem datiem

Ja {Xn}n≥1 ir atkarîgu gadîjumu lielumu virkne, tad

σ2 = DX1 +
∑

iCov(X1,X1+i).

Pârkârtojot elementus nejauðâ secîbâ tiek pazaudçta datu
atkarîbas struktûra. Singh (1981) ar piemçru pierâdîja, ka, ja
T∗ =

√
n(X̄∗ − X̄), tad

limn→∞ |P∗(T∗ ≤ x)− P(T ≤ x)| 6= 0.

Butstrapa sadalîjums joprojâm tiecas uz normâlo sadalîjumu,
taèu ar nepareizu dispersiju.
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Kunsch (1989) un Liu un Singh (1992) definçja butstrapa
metodes, kuras ir lietojamas atkarîgiem datiem. Metoþu
galvenâ ideja ir pârkârtot datu blokus.

Slîdoðo bloku butstraps (MBB)

Neðíeïoðo bloku butstraps (NBB)

Riòíveida bloku butstraps (CBB)

Stacionârais butstraps (SB)
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ARMA(1, 1) modelis Xi = 0.2Xi−1 + εi − 0.4εi−1 ar
T∗n =

√
n(X̄∗n − µ) sadalîjumu N(0, 0.645).

iid butstraps Bloku butstraps
Izlases apjoms Vidçjâ vçrtîba Dispersija Vidçjâ vçrtîba Dispersija
50 -0.003 1.334 -0.003 0.544
100 -0.016 0.966 0.042 0.358
200 0.024 0.913 0.014 0.389
500 -0.019 1.087 0.003 0.625
1 000 -0.033 1.035 0.040 0.637
2 000 0.016 0.972 0.004 0.672
5 000 -0.028 0.965 0.013 0.679
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lopt = argminMSE(l),

MBB un CBB metodes ir precîzâkâs MSE nozîmç,

MBB aproksimâcija dod precîzâkus novçrtçjumus
parametriem θ = H(µ) kâ normâlâ aproksimâcija, kur H ir
gluda funkcija.
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Neparametriskâs regresijas lietojumos ir nepiecieðams notiekt
joslas platumu. Viena no daudzâm metodçm ir joslas platuma
iegûðana ar butstrapa metodi:

sâkuma h0,

regresijas novçrtçjums m̂h0(x),

regresijas atlikumi εi = Yi − m̂h0(Xi),

centrçti un normçti atlikumi ε̂1, . . . , ε̂n,

butstrapa izlase ε∗1, . . . , ε
∗
n,

butstrapa izlase Y∗i = m̂h0(Xi) + ε∗i ,

MISE novçrtçjums
M̂ISE(h) = (nB)−1

∑n
i=1

∑B
j=1

(
m̂∗j,h(Xi)− m̂h0(Xi)

)
,

optimâlais joslas platums hopt = minarg{M̂ISE(h)},
atkârtojam soli 1-8 h0 = hopt.
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(a) (b)

CV, AICC un butstrapa metodes nestrâdâ gadîjumos, kad
regresijas atlikumi ir atkarîgi.
Piemçrs ar Beveridþas indeksu datiem. Joslas platums iegûts ar
CV (a). Regresijas atlikumu analîze (b) uzrâda korelâcijas
pazîmi.
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(c) (d)

Gadîjumos, kad regresijas atlikumi ir atkarîgi, ir jâlieto bloku
butstrapa metode joslas platuma izvçlei. Atlikumi tiek
pârkârtoti sadalîti blokos.
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Matched block bootstrap
Bi1 , . . . ,Bij , p(ij, ij+1) ir varbûtîba, ka j + 1 bloks ir Bij+1 .

Tapered block bootstrap
Viedçjâs vçrtîbas gadîjums:
X∗ml+j = wl(j) l1/2

‖wl‖2 (Xim+j−1 − X̄), j = 1, . . . , l, kur

wn(t) = w((t− 0.5)/n) un optimâlâ wtrap
c (t) = (t/c)1(t ∈

[0, c)) + 1(t ∈ [c, 1− c]) + ((1− t)/c)1(t ∈ (1− c, 1]) un
c = 0.43.

Tapered block bootstrap dod precîzâkus novçrçjumus, kâ
MBB MSE nozîmç (samazina novirzes daïu).
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Model based bootstrap
Xi = β1Xi−1 + . . .+ βpXi−p + εi, i ∈ Z.

Lîdzîga pieeja kâ regresijas gadîjumâ.
Ja ir izvçlçts pareizs modelis, tad precizitâte ir augstâka kâ
bloku butstrapa metodçm.

Frequency domain bootstrap
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Dependent wild bootstrap
X∗i = X̄n + (Xi − X̄n)Wi, kur {Wi}ni=1 ir gadîjuma lielumi
neatkarîgi no Xi. E(Wi) = 0, Var(Wi) = 1, i = 1, . . . ,n un
Cov(Wi,W′i) = a((i− i′)/ln), kur a(·) ir kodola funkcija un
ln ir joslas platums. Piemçrs, {Wtj}nj=1 ∼ N(0,

∑
W), kur∑

W = [a(ti − tj)/ln], i, j = 1, . . . ,n.

Dependent wild bootstrap precizitâte vidçjâs vçrtîbas
gadîjumâ ir vienâda ar Tapered block bootstrap.
Dependent wild bootstrap darbojas gadîjumâ, kad dati ir
neregulâri sadalîti.
Parametrs ln var nebût vesels skaitlis.
Ðobrîd nav informâcijas par second order accuracy.
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