[image: image1.emf] 


Latvijas Universitāte 

Fizikas un matemātikas fakultāte 

Ievads darbam ar statistikas paketi R

pasniedzējs Jānis Valeinis

Rīga, 2008
Satura rādītājs

31. R Lejupielāde un instalācija


32. Programmas R logi


53. Darbs ar datu masīviem, vektoriem, matricām


114. Statistiskā datu analīze programmā R


225. Parametru novērtēšana un ticamības intervāli


266. Hipotēžu pārbaude


357. Dispersiju analīze (ANOVA)


388. Lineārā regresija


429. Blīvuma funkcijas neparametriskā kodolu gludināšanas metode


4510. Uzdevumi studentiem


51Bibliogrāfiskais saraksts





1. R Lejupielāde un instalācija
Programma R pasaulē tiek plaši pielietota statistikai datu analīzei. Galvenā atšķirība starp R un citām statistikas paketēm ir tā, ka R ir brīvi pieejama lejupielādei internetā (free-software) un ir domāta zinātniskai, profesionālai lietošanai. Pēc R paketes ieviešanas 1996 gadā (R. Ihaka un R. Gentleman) „R projekts” ir piesaistījis daudzus lietotājus un atbalstītāju, kuri patstāvīgi paplašina R iespējas, papildinot to ar jauniem moduļiem un paketēm un uzlabojot jau esošās. R priekšrocība vai trūkums (kā uz to skatās) ir tas, ka R var lietot ievadot komandas, tātad programmējot, kas prasa mazliet ilgāku tās apgūšanas laiku. Bet kad pamatelementi ir apgūti, R paver gandrīz neierobežotas iespējas statistiskai datu analīzei. 

Paketi R izplata „Comprehensive R Archive Network” (CRAN) un tā ir pieejama internetā pēc adreses http://cran.r-project.org. Pašreizējā R Windows versiju (2.6.1. uz 2007-11-26, aptuveni 29 MB) var lejupielādēt izvēloties „R binaries” → „windows” → „base” un tad lejupielādējot failu „R-2.6.1-win32.exe” no CRAN interneta mājas lapas. R var instalēt palaižot lejupielādēto failu. Instalācijas procedūra ir standarta, norādot, kurā direktorijā instalēt R. Pēc instalēšanas divreiz uzklikšķinot ar peli uz attiecīgās ikonas var sākt darbu ar paketi R. 
2. Programmas R logi
Tā kā R ir komandu ievadoša programmēšanas valoda, visas komandas var tiešā veidā ievadīt tā sauktajā komandu logā „console”. Komandas var rakstīt komandu logā un izpildīt nospiežot taustiņu Enter. Piemēram, izdarīsim vienkāršākās aritmētiskās darbības: 

2-3

# atņemšana

2*3

# reizināšana

2/3

# dalīšana

2^3

# 23

sqrt(2)
# kvadrātsakne

log(3)
# logaritms (pie naturālās bāzes e)

exp(3)
# eksponente
R komandu logs izskatīsies sekojoši
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Tomēr ērtāk ir lietot tieši programmai R paredzēto teksta redaktoru „R editor”. Lai to izdarītu augšējā panelī ir jāizvēlas ”File” un „New script”. Komandas uzrakstot teksta redaktorā var izpildīt tās iekrāsojot, nospiežot labās peles taustiņu un izvēloties „Run line or selection”. Iegūtais logs tagad izskatās sekojoši
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Kā jau šai piemērā redzams teksta redaktorā ir iespējams pievienot komentārus ar simbola # palīdzību, kurus izpildot komandas programma R neņem vērā. Turklāt iespējams labot iepriekšierakstīto, kas nav iespējams komandu logā „console”. Jau uzrakstītās komandas arī komandu logā „console” var izsaukt ar bultiņu ↑ un ↓ palīdzību. Tomēr ērtāk ir strādāt teksta redaktorā, tā kā tur var rakstīt komentārus un pēc tam saglabāt izvēloties augšējā panelī „File” un pēc tam „Save as”. Šādu redaktoru rakstīto failu paplašinājums ir .R, tas ir,  faila_nosaukums.R. Vēlāk sākot darbu atkal ar programmu R atkal iespējams atvērt saglabāto failu izvēloties „File” un „Open”.
Help izmantošana. 

help.start()

# uzsākt online help
help(sum)


# help par iebūvēto funkciju sum 

?sum 



# help par iebūvēto funkciju sum

Example(mean)

# piemēri iebūvētajai funkcijai mean 

help.search('mean')
# meklē visās iebūvētajās paketēs, kur 




# parādās šis vārds
3. Darbs ar datu masīviem, vektoriem, matricām
R piešķiršanas operators ir „<-”. Piemēram,
x <- 3


# piešķiram mainīgajam x vērtību 3
y <- exp(x)–2*3+4/5
y



# rezultāta izvade komandu logā
[1] 14.88554

# rezultāts

Ar komandas ls palīdzību var izvadīt ekrānā jau nodefinētos mainīgos. 
Datu tipi
Programmēšanas valodā R ir iespējami dažādi datu tipi, proti, „skaitliskais”, „simboliskais” un „loģiskais” (angliski attiecīgi „numeric”, „character” un „logical”). Kā jau noprotams no nosaukuma „skaitliskais” tips tiek lietots skaitliskām vērtībām (dubultprecizitāte). „Simboliskais” tips tiek lietots simboliem un to lietojot jāizmanto pēdiņas:

es <- "kas tas?"

es 
„Loģiskais” tips tiek lietots „boolean” mainīgajiem: (TRUE vai T, kas nozīmē, ka apgalvojums ir patiess. FALSE vai F, kas nozīmē, ka apgalvojums ir kļūdains).
Objektu tipi

Atkarībā no datu struktūras R izmanto 4 standarta objektu tipus: „vektorus”, „matricas”, „datu rāmjus” un „sarakstus”. Vektori ir vien-dimensionāli datu masīvi; matricas ir div-dimensionāli datu masīvi. Datu rāmjus un sarakstus aplūkosim vēlāk.
Vektoru veidošana programmā R

Vektorus var veidot ļoti dažādi ar programmu R. Piemēram, lai izveidotu vektoru, kas satur skaitļus 1,2,3,4,5 un nosauktu to kā mans_vektors var lietot komandu c. Pēc tam var veikt operācijas ar šo vektoru, piemēram,
mans_vektors <- c(1,2,3,4,5)

y <- exp(mans_vektors)/15 - 2

y * y



# elementu kāpināšana kvadrātā

y[2] <- 1


# izmaina vektora y otro elementu

v[1:2] <- 2 

# nedarbojas, jo v nav definēts

z <- c() 


# vektora z definēšana

z[1:2] <- 2 

# piešķiram vektoram z diviem
# elementiem vērtību 2 

Virknes programmā R var veidot ar „:” vai ar komandām seq vai rep:
rep (1,4)


# veido virkni 1,1,1,1
rep (1:4, times=2)
# veido virkni 1,2,3,4,1,2,3,4
rep (1:4, each=2)

# veido virkni 1,1,2,2,3,3,4,4
rep (1:4, length=2) 
# veido virkni 1,2
1:4



# veido virkni 1,2,3,4
Tomēr visbiežāk izmanto virkņu definēšanu ar komandu seq. To aktīvi izmanto grafiku konstruēšanā. Ar komandas by palīdzību var norādīt, cik lieliem jābūt pieaugumiem virknē. Savukārt ar komandas length palīdzību var noteikt virknes garumu, programmai pašai to sadalot vienādās daļās. Piemēram,
seq (1,4)


# arī veido virkni 1,2,3,4,5
seq (1,3, by=0.5)

# veido virkni 1,1.5,2,2.5,3
seq (1,3, length=6)
# veido virkni 1.0,1.4,1.8,2.2,2.6,3.0 

Matricu veidošana programmā R.

Matricas var veidot pārveidojot vektoru garumā n·m par n × m matricu:

cipari <- 1:12

matrix (cipari, nrow = 4)

Ievērosim, ka matrica šai gadījumā tiek uzdota, aizpildot to pa kolonām. Lai aizpildītu pa rindiņām, lieto opciju byrow = TRUE:
matrix (cipari, nrow=4, byrow = TRUE);

diag(3);


# ar šo komandu uzdod vienības matricu
diag(10, nrow=3, ncol=4);

Cits alternatīvs veids matricu veidošanai ir komandu cbind un rbind lietošana, kuras kombinē vektorus matricās:

cbind(c(1,2), c(3,4));
# kombinēt pēc kolonām

rbind(c(1,2), c(3,4)); 
# kombinēt pēc rindiņām
Apskatīsim kā darboties ar vektoru un matricu elementiem programmā R. To principā var darīt ar kvadrātiekavu palīdzību. Apskatīsim piemērus:  

x <- 1:100/10

# vektora izveide ar virknes palīdzību
x [1:10]


# pirmie desmit elementi
x [c(1, 10, 15)]

x [c(10,1, 15)]

# tie paši elementi, citādā kārtībā

x [ x > 4.5]

# visi x, kas ir lielāki par 4.5

x > 4.5
y <- rep(1:10, each=10)
x [y == 3] 


# x elementi pie y = 3 vērtībām


x [-2]


# vektoram x otrais elements izdzēsts
Lai piekļūtu un rīkotos ar matricu elementiem var rīkoties līdzīgi kā ar vektoriem.
matrica1 <- matrix (1:16, 4,4)
matrica2 <- matrix (1:2, 4,4)
dim(matrica1) 

# matricas dimensija

matrica1[,1]

# matricas pirmā kolona

matrica1[1,]

# matricas pirmā rindiņa

matrica1[3,1]

# trešās rindas pirmais elements 

matrica1 + matrica2
matrica1 * matrica2 
# sareizina katru elementu ar katru
matrica1 %*% matrica2
# matricu reizināšana
Vektoru sakārtošana.

x <- c(3,2,5,1,7)
y <- c(1,1,4,6,2)
sort (x)


# sakārto vektoru x
order (x)


# sakārtotie elementu atrašanās vieta vektorā x 

o <- order (x)
x[o]



# atkal iegūsim sakārtotu vektoru
Simboliskie vektori. Kā jau agrāk minējām viens no datu tipiem ir „simboliskais” datu tips. Piemērs:

c(rep("lekcija!",10)) 
# izveido vektoru ar 10 elementiem „ups!”
x <- 10
name <- "Skaitlis x"


cat (name,"ir",x,"\n")
# komada cat izvada uz ekrāna kombinētas-
# gan skaitliskas, gan simboliskas 
# izteiksmes, „\n” nepieciešams, ja 

# vēlas, lai kursors atrastos nākamajā 
# rindā
„Sarakstu” tips ir noderīgs dažāda veida informācijas glabāšanai: 

kursa.info<-list(studenti = c("Sandra", "Thomas", "Nadine"),

uzdevumu.nr = 100, telpas = c("Mediju telpa", "Semināra telpa"))
kursa.info$telpas

# varam atsaukt informāciju par telpām
kursa.info$studenti[2]
# otrais students
Funkciju definēšana (izveide) programmā R

Gadījumā, ja nav iebūvēta vajadzīgā funkcija, to var izveidot. Pieņemsim, ka mēs vēlamies izrēķināt izlases ģeometrisko vidējo:
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Tā kā R nav nepieciešamās funkcijas, lai izrēķinātu ģeometrisko vidējo vērtību, funkcija jādefinē pašiem:


fix(geo.mean)

atver editora logu, kur var definēt savu funkciju:

function(x)


{

n <- length(x)



gm <- exp(mean(log(x)))



return(gm)


}

Ievērosim, ka R pārbauda funkciju pēc „editora” loga aizvēršanas un saglabāšanas. Ja radušās kādas kļūdas definējot funkciju (piemēram, trūkst iekavu), R izdod kļūdu paziņojumu. Lai labotu kļūdas jāraksta:


geo.mean <- edit()

Funkciju var definēt arī tiešā veidā, piemēram, definēsim funkciju, kas aprēķina vektora koordināšu kvadrātu summu:

kvad.summa <- function(x){

sum(x^2)}

kvad.summa(c(1,3,5))

fix(kvad.summa)

# izmaina, vai labo funkciju

Ciklu un nosacījumu veidošana programmā R.

Svarīga jebkurā programmēšanas valodā ir ciklu un nosacījumu veidošana. Visbiežāk izmanto ciklu operatorus for un while:

for (i in 1:10){

# arguments i mainīsies no 1 līdz 10
print (i^2);

# tiks uz ekrāna drukāts skaitlis i^2
}



# ciklus atver un noslēdz iekavas {}
for (name in c("Es", "vēlos", "mācīties")){

cat (name, "\n");

}

while(rnorm(1) < 1){ 
# cikls ar nefiksētu garumu 

print ("hallo");


}

Dažādu nosacījumu izpildei tiek lietots operators if. Piemēram,
if (rnorm(1) > 0) {

print("rnorm generated a positive value.")} else {

print("rnorm generated a negative value.")

}
Komandu vēsture, bibliotēkas un iebūvētu datu lietošana, objektu apskate un dzēšana. 
Rakstot programmu kodus logā „console” nevis script failos var rasties nepieciešamība saglabāt rakstīto. To var izdarīt ar komandas history palīdzību 
history(max.show = 100)
savehistory(file = "first.session.Rhistory")
loadhistory(file = "first.session.Rhistory")
Programmā R ir ļoti daudz iebūvēto bibliotēku jeb pakešu. Parasti tās ir domātas kādas specifiskas problemātikas analīzei. Piemēram, pakete stepfun ļauj analizēt empīrisko sadalījuma funkciju, kas pie dotiem datiem 
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Proti, ar komandas plot.ecdf palīdzību var uzzīmēt empīrisko sadalījuma funkciju
library()


# parāda pieejamās bibliotēkas


library(stepfun)

# ielādē bibliotēku stepfun
plot.ecdf(rnorm(20))    # uzzīmē empīrisko sadalījuma funkciju
Programma R atceras iepriekšdefinētos objektus. Tāpēc bieži nepieciešams veikt objektu rediģēšanu: 

objects()


# izvada uz ekrāna definētos objektus

remove(x)


# izdzēš objektu x 

Programmā R ir ļoti daudz iebūvētu datu masīvu, kurus statistikā izmanto kā standart-piemērus. Piemēram, ielādēsim datu masīvu cars, kurš satur informāciju par mašīnu nobrauktiem attālumiem un ātrumiem: 

data()


# iebūvēto datu saraksts

help(cars)


# vairāk informācijas par datiem cars

data(cars)


# ielādē datus cars 
cars 



# parāda datus cars
attach(cars)

# padara cars mainīgos speed un dist 
# pieejamus 
Vienkāršāko grafiku veidošana programmā R. 
Kā parasti komandas tiek ievadītas komandu logā (console). Savukārt grafiki programmā R tiek izdoti atsevišķā logā (R graphics). Ar komandas par palīdzību šo logu var sadalīt pēc patikas mazās daļās, zīmējot vienlaicīgi dažādus grafikus. Lai izveidotu grafiku (neizmantojot iebūvētās komandas) nepieciešams:
1) izvēlēties kādas argumenta x vērtības, lai noteiktu apgabalu, kurā zīmēsim funkciju;

2) izrēķināt attiecīgās y=f(x) vērtības;

3) uzzīmēt x pret y;

4) pievienot (vairāk vai mazāk) gludu līniju, kura savieno (x, y)-punktus.

Uzzīmēsim tagad funkcijas f(x)=sin(x) grafiku robežās no –π līdz π:

par(mfrow = c(1,2))
# grafiku logs tiks sadalīts divās daļās

x <- seq(-pi, pi, length = 10)

# definējam 10 vērtības no –π līdz π


y <- sin(x)


# izrēķinam attiecīgās y vērtības


plot(x, y)


# uzzīmē grafiku x pret y


lines(x, y)


# pievieno līniju, kas savieno (x,y) 

# punktus

Tagad uzzīmēsim to f(x) = sin(x) grafiku, ja intervālu –π līdz π sadalīsim 1000 daļās. Komandā plot var arī iekšēji noteikt kā savienot punktus. Lai punktus savienotu ar līniju izmantosim komandas type=”l” palīdzību. Visbeidzot, grafiks tiks uzzīmēts blakus iepriekšējam:

xx <- seq(-pi, pi, length = 1000)

plot(xx, sin(xx),type="l")

Lai saglabātu grafiku nepieciešams aktivizēt grafiku logu un izvēlēties „File”, tad „Save as” un izvēlēties vēlamo faila formātu:
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lines(x, y)# pieveind

: shauity.. | -pumiis
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par (mfrow = c(1,2))

x <~ seq(-pi, pi, length = 10)
v <~ sin(x) # izrekinan actiecigas y verctibas
plot(x, v) # uzzine grafiku x pret v

lines(x, v) # pieveino 1iniju, kas saveino (x, y)-punktus

xx <~ seq(-pi, pi, length = 1000)
plot (xx, sin(xx),type="1")





Rezultātā iegūstam divus grafikus, kur viens ir gludāks, jo punktu skaits paņemts daudz lielāks. Rezultāts attēlots 1.attēlā. 
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1.attēls. Funkcijas sin(x) zīmēšana ar R
4. Statistiskā datu analīze programmā R

Gadījumu lielumu ģenerēšana, sadalījuma, blīvuma, kvantiļu funkcijas
Gadījumu lielumu raksturojošās funkcijas programmā R sastāv no divām daļām. Pirmā daļa (precīzāk, pirmais burts) norāda uz „funkciju grupu”, un otra daļa (atlikušā vārda daļa) norāda uz sadalījuma tipu. Ir pieejamas sekojošas „funkciju grupas”:
· Varbūtību blīvuma funkcija (d)
· Kumulatīvā sadalījuma funkcija (p)

· Kvantiļu funkcija (q)

· Gadījumu skaitļu ģenerators (r)

Pazīstamāko gadījumu lielumu sadalījumus programmā R apzīmē sekojoši:
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Piemēram, gadījumu skaitļi (r) no normālā sadalījuma (norm) var tikt ģenerēti, izmantojot rnorm() funkciju; kvantiles (q) no
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sadalījuma (chisq) var iegūt ar qchisq(). Gadījumu ģenerators vienmēr ģenerē citus skaitļus. Lai fiksētu pozīciju, no kuras tiek dati ģenerēti, vajag izmantot komandu set.seed(). Aplūkosim sekojošus piemērus


set.seed(1)


# tiek fiksēta datu ģenerēšanas pozīcija
rnorm(10)


# ģenerē 10 gadījuma lielumus no N(0,1) 
# sadalījuma

rnorm(10, 5, 2)

# ģenerē 10 gadījuma lielumus ar 
# N(μ=5, σ=2) sadalījumu
pnorm(0)


# N(0,1) kumulatīvās sadalījuma funkcijas 

# vērtība punktā 0
qnorm(0.5)


# N(0,1) sadalījuma 50% kvantile 
Grafiskā datu analīze

1.Histogramma un empīriskā sadalījuma funkcija. Lai saprastu ar kādu teorētisko sadalījumu vislabāk aproksimēt datus, vispirms zīmē histogrammu, kas pēc savas būtības sadala sakārtotus datus grupās un uzzīmē to biežumus vai relatīvos biežumus:
set.seed(1)


# fiksējam ģenerēšanas pozīciju
izlase <- rnorm(100)
# ģenerējam izlasi

hist(izlase, col="light grey", labels=TRUE, main="Histogramma", xlab="izlases vērtibas",ylab="relatīvais biežums",prob=TRUE)  





# uzzīmējam histogrammu
Ar hist palīdzību tika konstruēta histogramma, kura tika zīmēta ar gaiši pelēku krāsu, tika pievienotas vērtības (labels), ar komandu main, xlab, ylab tika veidoti virsraksti attiecīgi virsrakstam, x asij un y asij. Visbeidzot ar komandu prob=TRUE palīdzību tika zīmēti relatīvie nevis parastie biežumi. Ieguvām sekojošu histogrammu (2.attēls):
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2.attēls. Histogramma
Varam pievienot klāt vēl tā saukto biežuma poligonu, kas dod pirmo indikāciju par to kāds sadalījums varētu būt piemērots, lai modelētu datus. Šeit programmas kods ir nedaudz sarežģīts, pēc būtības tiek atrasts histogrammā katram stabiņam viduspunkts un izvilkta līnija cauri tiem:
h<-hist(izlase, labels=TRUE, prob=TRUE, border="gray", col="gray90", main="Biežumu poligons",ylab="relatīvais biežums", xlab="izlases vērtības")

diffBreaks<-diff(h$breaks)[1]

xx<-c(h$mids[1]-diffBreaks, h$mids, tail(h$mids,1)+diffBreaks)

yy<-c(0,h$density,0)

lines(xx,yy,lwd=2)
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3.attēls. Biežuma poligons
Tagad vēl pievienosim klāt histogrammai normālā sadalījuma teorētisko blīvuma funkciju ar novērtētiem parametriem no datiem:

mu <- mean(izlase)

# matemātiskās cerības
[image: image13.wmf]m

novērtējums
sigma <- sd(izlase)

# standartnovirzes 
[image: image14.wmf]s

 novērtējums

x<-seq(-3,3,length = 500)
# argumenta x vērtības

points(x,dnorm(x,mu,sigma),type="l")






# pivienojam teorētisko blīvuma 
# funkciju ar novērtētajiem
[image: image15.wmf]s
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Ievērosim, ka komanda points līdzīgi kā lines pievieno esošam grafikam citu grafiku, kurš satur punktus. Rezultātā iegūtā histogramma izskatās sekojoši (4.attēls):
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4.attēls. Histogramma un normālā sadalījuma teorētiskā blīvuma funkcija

Varbūtību teorijā viens no svarīgākajiem diskrētajiem sadalījumiem ir binomiālais sadalījums. Robežgadījumā pie lieliem izlases apjomiem ir zināms, ka tas aproksimē nepārtrauktu sadalījumu, proti, normālo sadalījumu. Pieņemsim, ka n = 50 un p = 0.25:
x <- 0:50


# definē argumenta x vērtības

y <- dbinom(x, 50, 0.25)# rēķina binomiālās varbūtības

plot(x, y, type = "h")
# zīmē binomiālās varbūtības


x2 <- seq(0, 50, length = 500)


y2 <- dnorm(x2, 50*0.25, sqrt(50*0.25*(1-0.25)))


lines(x2, y2, col = "red")
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5.attēls. Salīdzinot binomiālo sadalījumu ar n = 50 un p = 0.25 ar normālā sadalījuma 
aproksimāciju ar parametriem 
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Uzzīmēsim tagad vienā grafikā empīrisko sadalījuma funkciju (ar funkcijas plot.ecdf palīdzību) un attiecīgo teorētisko ar novērtētiem parametriem:

izlase <- rnorm(100)
# ģenerējam izlasi
library(stepfun)

# izsaucam bibliotēku stepfun
plot.ecdf(izlase)

# uzzīmējam empīrisko sadalījuma funkciju
mu <- mean(izlase)
# novērtējam parametrus
sigma <- sd(izlase)

x <- seq(-3, 3, length(500))

points(x, pnorm(x, mu, sigma), type = ="l")

[image: image25.jpg]



6.attēls. Empīriskā sadalījuma funkcija ar pievienoto teorētisko sadalījuma funkciju
2.Izkliedes, kastu un stumbru-lapu grafiki, kvantiļu-kvantiļu grafiki
Ar komandas summary palīdzību var noskaidrot galvenos datu raksturlielumus. Proti, var noteikt mediānu, pirmo un trešo kvartili, minimālo un maksimālo vērtību. 
Definīcija. q sauc par p-to kvantili jeb 
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Mediāna tiek definēta kā datu 0.5-tā kvantile jeb 50-tā procentīle, savukārt kvantiles pirmā un trešā kvartile (apzīmēsim tās attiecīgi ar Q1 un Q3) ir attiecīgi 0.25-tā un 0.75-tā kvantile. Apgabalu IQR = Q3-Q1 sauc par starpkvartiļu apgabalu (angliski interquartile range). Apskatīsim piemēru uz iebūvēto datu cars bāzes:

data(cars)


# paņemam iebūvēto datu masīvu cars

attach(cars)

# padaram mainīgos speed un dist redzamus

summary(dist)

Min. 1st Qu. Median  Mean   3rd Qu.  Max. 

4.0  12.0    15.0    15.4   19.0     25.0 

summary(dist)

Min. 1st Qu. Median  Mean   3rd Qu.  Max. 

2.00 26.00   36.00   42.98  56.00    120.00

Iegūtos rezultātus ļoti viegli ir attēlot tā sauktajā kastu grafikā:


boxplot(cars)

# kastu grafiks visam datu masīvam
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7.attēls. Kastu grafiki mainīgajiem speed un dist
7.attēlā redzam, ka tos pašus raksturlielumus, ko ieguvām ar komandu summary. Precīzāk, mediāna ir attēlota tumšākā krāsā un tā atrodas aptuveni kastes vidū, kastes malas nosaka pirmā un trešā kvartile. Tātad 50% novērojumu atrodas šajā apgabalā, kuri koncentrējas ap mediānu. Turklāt kastu grafikos tiek zīmēti pagarinājumi („antenas”), kuru garums ir 
[image: image29.wmf]IQR
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no pirmās un trešās kvartiles. Turklāt „antenas” tiek zīmētas tikai līdz izlases minimumam vai maksimumam, ja tās pārsniedz minimuma vai maksimuma garumus. Novērojumus, kas atrodas ārpus pagarinājumiem, latviski bieži sauc par „izlecējiem” (angliski tos sauc par „outlier”). Tie var, piemēram, norādīt uz mērījumu kļūdām, vai arī norādīt uz kādu interesantu parādību, ko varētu būt interesanti atsevišķi analizēt.
Izkliedes grafiks zīmē vienas izlases datus pret otras izlases datiem. No izkliedes grafika var redzēt, vai divi mainīgie nav savstarpēji atkarīgi:

plot(speed, dist) 
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8.attēls. Izkliedes grafiks manīgajiem speed un dist
Vēl ar komandas stem palīdzību iespējams konstruēt stumbru-lapu grafikus, kas pēc savas būtības attēlo histogrammu, kurā redzama arī datu struktūra:


stem(speed)


# izdod stumbru-lapu grafiku
The decimal point is at the |
# rezultāts
   4 | 00

   6 | 00

   8 | 00

  10 | 00000

  12 | 00000000

  14 | 0000000

  16 | 00000

  18 | 0000000

  20 | 00000

  22 | 00  

  24 | 00000
Kā redzams šajā gadījumā tiek veidota histogramma, kur intervālā no 4 līdz 6 ir divi data punkti, utt. Pie reizes varam redzēt datu struktūru.
Kvantiļu – kvantiļu un varbūtību varbūtību grafiki 

Mēs jau iepriekš apskatījām blīvuma un sadalījuma funkcijas aproksimāciju ar histogrammas un empīriskās sadalījuma funkcijas palīdzību. Vēl viena grafiska metode, kā pārbaudīt, ar kādu teorētisku sadalījumu var modelēt datus, ir kvantiļu-kvantiļu (QQ plots) vai varbūtību-varbūtību (PP plots) grafiku konstruēšana. Līdzīga loma ir varbūtību-varbūtību (PP) grafikiem. Pieņemsim, ka dotas divas izlases ar apjomiem 
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Piemēram, ja vēlamies pārbaudīt, vai dati ir normāli sadalīti ar QQ grafiku palīdzību, tiek zīmētas teorētiskās kvantiles pret izlases kvantilēm (sakārtotiem datiem). Gadījumā, ja tiešām dati būs normāli sadalīti sagaidāmais grafiks būs taisne.  PP grafiku var konstruēt kā funkcijas
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Interesants fakts ir tās, ka neatkarīgi no tā, ar kādi būs vispiemērotākie parametri datiem, zīmējot pret standarta normālo sadalījumu N(0,1), tāpat iegūsim taisni. Tik tiešām, ja 
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. Un šajā gadījumā kvantiļu - kvantiļu grafiks būs lineāra funkcija jeb taisne.
Pārbaudīsim ar QQ grafiku palīdzību vai mainīgie speed un dist no iebūvēto datu masīva cars ir normāli sadalīti, izmantojot iebūvēto funkciju qqnorm:

par(mfrow=c(1,2))

# sadalīsim grafiku logu divās daļās
data(cars)




attach(cars)

qqnorm(dist)

# pārbaudam vai speed ir normāli sadalīts
Vēl var pievienot klāt taisni, kas iet caur pirmo un trešo kvartili. Ja dati normāli sadalīti, tad punkti būs tuvi taisnei:


qqline(dist)



qqnorm(speed)

qqline(speed)
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9.attēls.QQ grafiki mainīgajiem speed un dist
No 9.attēla redzams, ka speed datiem normālais sadalījums ir vairāk piemērots, tomēr arī dist datiem tas kopumā varētu derēt. Tomēr redzamas novirzes no taisnes, it sevišķi stipri mazākiem un stipri lielākiem ātrumiem.
Diemžēl, ja vēlamies pārbaudīt citu sadalījumu (piemēram, eksponenciālo vai hī-kvadrātu), tad QQ teorētiskās kvantiles jāatrod pašiem, jo neeksistē gatavas komandas. Tomēr to ir samērā vienkārši izdarīt:

n <- length(dist)

# n būs garums izlasei

kvant1 <- qchisq((1:n)/(n+1), 1)

kvant2 <- qchisq((1:n)/(n+1), mean(dist))

plot(kvant1, sort(dist))

plot(kvant2, sort(dist))
Ar qchisq palīdzību tika noteiktas teorētiskās kvantiles Hī-kvadrāta sadalījumam pirmajā gadījumā ar brīvības pakāpi 1, otrajā ar brīvības pakāpi novērtētu no datiem (10.attēls). 
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10.attēls. QQ grafiki mainīgajam dist, pirmajā grafikā to aproksimējot ar Hī-kvadrātu, brīvības pakāpe 1, otrajā gadījumā ar Hī-kvadrātu, novērtētu brīvības pakāpi
Secinam, ka dist varētu arī aprakstīt ar Hī-kvadrāta sadalījumu, ja brīvības pakāpe ir novērtēta no datiem (jo punkti aptuveni izkārtojas uz taisnes). 

Divu izlašu gadījumā var rasties jautājums: vai abas izlases sadalītas līdzīgi (pēc viena sadalījuma). To var grafiski pārbaudīt uzzīmējot vienas izlases kvantiles (sakārtotu izlasi) pret otras izlases kvantilēm (sakārtotu izlasi). Programmā R to var paveikt ar komandas qqplot palīdzību

qqplot(speed, dist)

# salīdzinam mainīgos speed un dist
Rezultātā iegūtais grafiks norāda uz to, ka izlases nav vienādi sadalītas, kā jau mēs arī to gaidījām (skatīt 11.attēlu). 
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11.attēls. QQ grafiks divu izlašu gadījumā

PP grafiku gadījumā gatavas iebūvētas funkcijas neeksistē. Tomēr ir samērā vienkārši pašam to konstruēt. Piemēram, konstruēsim empīriskos PP grafikus, kur viena izlase ir N(0,1) sadalīta, bet otra 
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dažādi parametri. Vispirms sadalīsim grafisko logu četrās daļās, ģenerējam abas izlases un definēsim to empīriskās sadalījumu funkcijas ar ecdf komandas palīdzību:

par(mfrow=c(2,2))


# sadalam logu 4 daļās

x1<-rnorm(100); Fn1<-ecdf(x1)
# pirmā izlase ar emp. sad. funkc.
x2<-rnorm(100); Fn2<-ecdf(x2) # otrā izlase ar emp. sad. funkc.
Zīmēsim attiecīgās empīriskās sadalījuma funkcijas kā trepjveida funkcijas un pievienosim diagonāli:

xx<-seq(min(x1,x2),max(x1,x2),length=500)

ff<-stepfun(Fn1(xx),Fn2(c(xx,xx[500])))

plot.stepfun(ff, xlab="", ylab="", do.points=F,verticals=T, 

main=expression(mu*"=0,"*sigma*"=1"))

lines(xx,xx,lty="dashed")
# uzzīmēta diagonāle
Līdzīgi varam uzzīmēt PP grafikus pie dažādiem parametriem (12.attēls). 
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12.attēls. PP empīriskie grafiki simulētam N(0,1) sadalījumam pret 
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12.attēlā varam redzēt, ka PP grafiki vienmēr atrodas intervālā (0,1). Gadījumā, ja abām izlasēm ir vienādi parametri, tad PP grafiks ir tuvs diagonālei. Ja ir pozitīva abu sadalījumu nobīde, tad PP grafiks atrodas zem diagonāles, ja negatīva – tad virs. Savukārt, ja dispersiju atšķirība starp izlasēm ir nozīmīga PP grafiks atrodas gan virs, gan zem diagonāles. Atcerēsimies, ka QQ grafiks vienmēr būs taisne vienalga kādām parametru maiņām, ja abi sadalījumi būs no vienas normālā sadalījuma saimes.

5. Parametru novērtēšana un ticamības intervāli
Pieņemsim, ka doti 
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Piemēram, izlases (empīriskā) vidējā vērtība 
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ir nenovirzīts un būtisks novērtējums dispersijai 
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. Tātad, ja doti dati mēs varam novērtēt to matemātisko cerību un dispersiju. Tomēr, ja izlases apjoms n nav liels, šie izlases novērtējumi var stipri atšķirties no teorētiskajām (īstajām) populācijas vērtībām (lai gan asimptotiski tie ir „labi” novērtējumi). 
Ticamības intervāli parametram 
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. Vienas un divu izlašu t-testi
Nākošais mērķis ir atrast tādu ticamības intervālu (A, B), kas ar 95% ticamību saturēs teorētisko populācijas vērtību
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 apzīmē N(0,1) sadalījuma 2.5% un 97.5% kvantiles. Izsakot populācijas teorētisko vidējo vērtību 
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Tātad ticamības intervāls parametram
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. Tātad ar 95% ticamību intervāls šis intervāls satur populācijas vērtību
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Šeit jāizšķir divi gadījumi: 1) populācijas dispersija 
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 ir zināma; 2) 
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 nav zināma, tad tā jānovērtē un jāaizstāj ar „labu” novērtējumu 
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 nav zināma, ticamības intervālus parametram 
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 apzīmē stjūdenta sadalījumu ar 
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 brīvības pakāpēm. Ticamības intervāli atrodami līdzīgi, kā gadījumā, kad izmantojām centrālo robežteorēmu, tikai kvantiles būs jāņem no stjūdenta sadalījuma. 

data(cars)


attach(cars)


n<-length(speed)

# izlases apjoms

xvid <- mean(speed)

# izlases vidējā vērtība 

Sdisp <- sd(speed)

# izlases dispersija

alpha <- 0.05

xvid + qnorm(alpha/2)*Sdisp/sqrt(n)
[1] 13.93437



# kreisais galapunkts 

xvid + qnorm(1 - alpha/2)*Sdisp/sqrt(n)
[1] 16.86563



# labais galapunkts
Tātad ar 95% ticamību intervāls (13.93, 16.87) satur īsto populācijas vērtību
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. To pašu ticamības intervālu programmā R var aprēķināt ar komandu t.test, ar kuras palīdzību var veikt uz t-sadalījumu balstītu hipotēžu pārbaudi un testus. 


t.test(speed, mu=0)


# komandas ievade
       

 One Sample t-test
# rezultāta izvade
data:  speed 

t = 20.5941, df = 49, p-value < 2.2e-16

alternative hypothesis: true mean is not equal to 0 

95 percent confidence interval:

 
13.89727 16.90273 

sample estimates:

mean of x 

     
15.4

Principā šeit tiek veikta hipotēžu pārbaude, ko aplūkosim vēlāk. Bet vienlaicīgi tiek izdoti arī ticamības intervāli parametram
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, kas sakrīt ar to, ko mēs jau iepriekš aprēķinājām.
Ticamības intervāli sadalījuma funkcijai F(x)

Ticamības intervālus varam konstruēt ne tikai parametriem, bet arī funkcijām. Piemēram, konstruēsim punktveida ticamības intervālus sadalījuma funkcijai 
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 ir empīriskā sadalījuma funkcija. No šī rezultāta viegli konstruēt punktveida ticamības intervālus, aizstājot dispersijā nezināmo 
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Ar programmu R šos intervālus konstruēt ir jau nedaudz sarežģītāk. Konstruēsim tos iebūvētajiem datiem cars, mainīgajam speed. Vispirms ielādēsim bibliotēku stats, kas ļaus darboties ar empīrisko sadalījuma funkciju 
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library(stats)

# ielādē bibliotēku stats
data(cars)


# Ielādējam datus

attach(cars)


Tagad definēsim kļūdu 
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, aprēķināsim attiecīgās standarta normālā sadalījuma kvantiles ar qnorm palīdzību. 

alpha<-0.05


# definē kļūdu α 
u<-qnorm(1-alpha/2)
# aprēķina kvantili q1-α/2
n<-length(speed)

# nosaka garumu izlasei
Tagad izrēķināsim ar cikla palīdzību ticamības intervālu galapunktus, vispirms definējot nepieciešamos vektorus, kur tos saglabāt:
aug<-rep(0,n+1)

# glabāsim augšējās vērtības
apak<-rep(0,n+1)

# glabāsim apakšējās vērtības
for (i in 1:n){



aug[i+1]<-min(i/n + u/sqrt(n)*sqrt(i/n*(1-i/n)),1)



apak[i+1]<-max(i/n - u/sqrt(n)*sqrt(i/n*(1-i/n)),0)

}

aug[1]<-aug[2]

# programmēšanas viltības
apak[n+1]<-apak[n]

Esam gatavi konstruēt ticamības intervālus. To izdarīsim ar komandu stepfun kombinētu ar komandas plot.stepfun palīdzību, jo vēlamies konstruēt ticamības intervālus trepjveida funkciju veidā:
stepaug<-stepfun(speed,aug)

stepapak<-stepfun(speed,apak)

plot.ecdf(speed,do.points=F,verticals=T,main="95% punktveida ticamības intervāli funkcijai F")

plot.stepfun(stepaug,do.points=F,verticals=T,add=T,lty="dashed")

plot.stepfun(stepapak,do.points=F,verticals=T,add=T,lty="dashed")

Jau pašā sākumā ar histogrammas, QQ grafiku palīdzību secinājām, ka datus speed labi aproksimē normālais sadalījums. Tāpēc vēl pievienosim normālā sadalījuma teorētisko sadalījuma funkciju ar no datiem speed novērtētiem parametriem:
xx<-seq(0,25,length = 500)

points(xx, pnorm(xx, mean(speed), sd(speed)), type="l")
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13.attēls. Punktveida ticamības intervāli nezināmajai sadalījuma funkcijai F ar pievienotiem empīriskās sadalījuma funkcijas 
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6. Hipotēžu pārbaude

Esam apskatījuši grafisko datu analīzi, parametru novērtēšanu, ticamības intervālu konstruēšanu. Bieži statistikā ir vēlams formāli izvirzīt kādu hipotēzi un pieņemt lēmumu par to, vai tā ir patiesa vai nē. Piemēram, varētu izvirzīt sekojošas hipotēzes: 
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Hipotēzes H0 pārbaudes process formāli ir šāds:

· tiek izvirzītas H0 - nulles hipotēze un H1 - alternatīvā hipotēze,
· izvēlas nozīmības līmeni 
[image: image127.wmf]a
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· izvēlas statistiku 
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 hipotēze H0 tiek noraidīta ar nozīmības līmeni 
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 hipotēze H0 netiek noraidīta ar nozīmības līmeni 
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Ļoti svarīga loma hipotēžu pārbaudē ir p-vērtībai, kas norāda uz mazāko nozīmības līmeni, pie kura var noraidīt nulles hipotēzi 
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(tas nozīmības līmenis pie kāda kritiskā vērtība sakritīs ar statistikas vērtību). Ja nozīmības līmenis ticis izraudzīts mazāks par p-vērtību, tad 
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 nevarēs noraidīt. Parasti nozīmības līmenis 
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 tiek fiksēts. Tādā gadījumā zinot kādas testa statistikas p-vērtību, vai nu noraidām 
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 (gadījumā, ja p-vērtība ir mazāka par 
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Hipotēžu pārbaude parametram 
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Hipotēžu pārbaude ir cieši saistīta ar ticamības intervālu konstruēšanu. Pieņemsim, ka doti dati 
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, konstruējam ticamības intervālus parametram 
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 neietilpst ticamības intervālā, tad ar 95% varbūtību noraidām nulles hipotēzi 
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Kā jau iepriekš minējām ar komandas t.test palīdzību programmā R var konstruēt ticamības intervālus un veikt hipotēžu pārbaudi parametram 
[image: image153.wmf],

m

 izmantojot statistiku definētu (1). Aplūkosim precīzāk šīs funkcijas sintaksi:

t.test(x,y = NULL, alternative = c(„two.sided”, „less”, „greater”), mu = 0, paired = FALSE, var.equal = FALSE, conf.level = 0.95) 
Argumenti:


x,y: skaitliski datu vektori. Ja y netiek dots, tiek veikts vienas izlases tests. 


alternative: alternatīvās hipotēzes specifikācija, jābūt vienai no „two-sided” (pēc noklusēšanas), „greater” vai „less”. Var norādīt tikai sākuma burtu.


mu: vidējās vērtības patiesā vērtība (vai divu izlašu gadījumā vidējo vērtību atšķirība). Pēc noklusēšanas – nulle.


paired: loģiska norāde uz to, ka jāveic pāru t-tests (pēc noklusēšanas neatkarīgu izlašu tests, ja x un y ir doti). 


var.equal: (neatkarīgām izlasēm) loģisks mainīgais, kas norāda, vai divas dispersijas uzskatīt par vienādām. Ja „TRUE”, tad, lai novērtētu dispersiju, lieto kopējo dispersiju. Ja „FALSE” (pēc noklusēšanas), tad tiek lietota Welsh-a aproksimācija brīvības pakāpēm.


conf.level: vidējās vērtības intervālu novērtējums (pēc noklusēšanas 95%) atbilstoši norādītajai alternatīvajai hipotēzei. 

Atzīmēsim, ka, kā jau augstāk minēts, funkcija t.test ne tikai rēķina ticamības intervālus, bet veic arī hipotēžu pārbaudes testu. Tomēr, ja alternatīva ir vai nu „greater than” vai „less than” hipotēze, tiek dota augšējā alternatīvas „greater than” gadījumā) vai apakšējā („less than”) ticamības robeža. 
Piemērs 1. Izmantojot trees datus, testēsim hipotēzi, ka tumšo ķiršu koku augstums ir 70 pēdas pret divpusēju alternatīvu: 


data (trees)


t.test(trees$Height, mu = 70)

One Sample t-test

data:  trees$Height 

t = 5.2429, df = 30, p-value = 1.173e-05

alternative hypothesis: true mean is not equal to 70 

95 percent confidence interval:

 73.6628 78.3372 

sample estimates:

mean of x 

       76

Tādējādi varam secināt, ka nulles hipotēzi jānoraida.

Piemērs 2. Doti dati par atveseļošanās laiku 10 pacientiem, kuri lietojuši jaunu medikamentu, un 10 citiem pacientiem, kuri to nav lietojuši, bet domājuši, ka lieto (placebo efekts). Testēsim hipotēzi, ka pacientiem, kuri lietojuši jaunu medikamentu, atveseļošanās laiks ir īsāks (pieņemot, ka ir normālais sadalījums un ka ir vienādas populācijas dispersijas). Dati ir sekojoši: 

· lietojot medikamentu: 15, 10, 13, 7, 9, 8, 21, 9, 14, 8,

· placebo: 

 15, 14, 12, 8, 14,7, 16, 10, 15, 12.

Programmā R divu izlašu t-tests tiks veikts sekojoši: 

drug<-c(15, 10, 13, 7, 9, 8, 21, 9, 14, 8)

plac<-c(15, 14, 12, 8, 14,7, 16, 10, 15, 12)

t.test(drug, plac, alternative = "less", var.equal = T)

Two Sample t-test

data:  drug and plac 

t = -0.5331, df = 18, p-value = 0.3002

alternative hypothesis: true difference in means is less than 0 

95 percent confidence interval:

     -Inf 2.027436 

sample estimates:

mean of x mean of y 

     11.4      12.3

Ar p-vērtību 0.3002 nevaram noraidīt apgalvojumu, ka abos gadījumos atveseļošanās laiki ir līdzīgi. 

Piemērs 3. Ticis veikts eksperiments, lai noskaidrotu, vai jauna benzīna piedeva samazina degvielas patēriņu uz jūdzi. Eksperimentā piedalījās sešas automašīnas un tika braukts ar un bez jaunās benzīna piedevas. Nobrauktais attālums (jūdzēs uz galonu) ir sekojošs:

	Automašīna
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	ar jauno benzīna piedevu
	24.6
	18.9
	27.3
	25.2
	22.0
	30.9

	bez jaunās benzīna piedevas
	23.8
	17.7
	26.6
	25.1
	21.6
	29.6


Tā kā dati ir doti pa pāriem, varam testēt apgalvojumu, izmantojot pāru t-testu (ar pieņēmumu, ka nobrauktajiem attālumiem ir normālais sadalījums). Tas tiek veikts sekojoši:

add<-c(24.6, 18.9, 27.3, 25.2, 22.0, 30.9)

noadd<-c(23.8, 17.7, 26.6, 25.1, 21.6, 29.6)

t.test(add, noadd, paired = T, alt = "greater")

        Paired t-test

data:  add and noadd 

t = 3.9994, df = 5, p-value = 0.005165

alternative hypothesis: true difference in means is greater than 0 

95 percent confidence interval:

 0.3721225       Inf 

sample estimates:

mean of the differences 

0.75
Ar p-vērtību 0.005165 varam apstiprināt, ka jaunā degvielas piedeva palielina nobraukto attālumu uz galonu.
Hipotēžu pārbaude sadalījuma likumiem

Apskatīsim hipotēžu pārbaudi par sadalījumu (angliski goodness-of-fit test), tas ir,
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 apzīmē kādu sadalījuma funkciju ar 1) fiksētiem (zināmiem) parametriem (to sauc par vienkāršu hiopotēžu pārbaudi, piemēram, N(0,1)); 2) nezināmiem parametriem (salikta hipotēze, piemēram, 
[image: image157.wmf])
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). Lai veiktu šo hipotēžu pārbaudi izmantosim divas statistikas: Hī-kvadrāta un Kolmogorova-Smirnova statistiku.
Sākumā izvirzīsim vienkāršu hipotēzi:
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(2)
Ar grafisko metožu palīdzību konstatējām, ka iebūvēto datu cars mainīgajam speed varētu būt normālais sadalījums. Novērtēsim matemātisko cerību ar 
[image: image160.wmf]x

un dispersiju ar 
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mean(speed)


# novērtējam matemātisko cerību
[1] 15.4



# rezultāts

var(speed)


# novērtējam dispersiju
[1] 27.95918


# rezultāts
Lai pārbaudītu šādu hipotēzi, ir pazīstamas daudzas testu statistikas. Mēs apskatīsim divas populārākās: Kolmogorova-Smirnova testu un Hī-kvadrāta testu. 
Kolmogorova-Smirnova tests

Kolmogorova-Smirnova testa statistika ir formā
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Līdz ar to saprotams, ka, kritiskais apgabals būs jāņem pa labi no nulles hipotēzes. Pieņemsim, ka c apzīmē statistiskā testa kritisko vērtību (tā ir 
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 kvantile no Brauna tilta suprēmuma sadalījuma, kur 
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 apzīmē pirmā veida kļūdu, tipiski vienādu ar 0.01, 0.05). Tad kritiskais apgabals būs formā 
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Jāatzīmē, ka šis sadalījums ir spēkā tikai vienkāršām hipotēzēm. Salikto hipotēžu gadījumā, kad jānovērtē kāds bezgalīgi dimensionāls parametrs un jāievieto statistikā, asimptotiskais sadalījums grūti analītiski izsakāms. Ievērosim, ka Brauna tilta sadalījums ir spēkā jebkurai nulles hipotēzei neatkarīgi no sadalījuma F, kuru pārbaudām. Šāda tipa statistikas bieži sauc par neparametriskām.
Lai ģenerētu Brauna tiltus, nepieciešama iebūvēta funkcija rbridge, kura atrodas paketē „e1071”. Ja kāda pakete nav ielādēta automātiski kopā ar programmu R, tad to var instalēt no interneta. Lai to izdarītu, nepieciešams Menu izvēlēties Packages, tad Install package(s). R piedāvās izvēlēties kādu logu (vietu, pilsētu), no kurienes instalēt paketes. Ieteicams, piemēram, izvēlēties logu „austria”. Tad var izvēlēties vajadzīgo paketi:
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Brauna tilta tipiska realizācija:
library(e1071)


# ielādējam bibliotēku e1071

plot(rbridge(), type="l")
# uzzīmējam Brauna tiltu uz (0,1)
Kā redzams no 14.attēla, Brauna tilts ir stohastisks process. Ja 
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14.attēls. Brauna tilta tipiska realizācija
Var parādīt, ka 
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 Šis sadalījums ir ļoti sarežģīts, tāpēc grūti aprēķināt kritisko vērtību. Tomēr eksistē tabulas, kur šīs vērtības atrodamas. Ja kādas statistikas sadalījums ir ļoti sarežģīts, vai nav analītiski vispār aprakstāms, statistiķi izmanto simulācijas vai arī pārkārtošanas metodes (piemēram, butstrapa metodi). 
Atgriezīsimies pie mūsu hipotēžu pārbaudes (2). Ar komandas ks.test un pēcāk ar pnorm palīdzību norādām mūsu nulles hipotēzes parametrus

ks.test(speed,”pnorm”, 15, sqrt(27))

One-sample Kolmogorov-Smirnov test
# rezultāta izvade
data: speed 

D = 0.0981, p-value = 0.7212

alternative hypothesis: two-sided 

Programma izdod automātiski statistikas vērtību un p-vērtību, ar ko pietiek, lai secinātu, vai mēs varam noraidīt vai pieņemt nulles hipotēzi ar uzdoto nozīmības līmeni. Šajā gadījumā skaidrs, ka nulles hipotēzi nevaram noraidīt. Pārbaudīsim, vai programma izrēķinājusi pareizi rezultātu. Vispirms izrēķināsim statistikas 
[image: image182.wmf]n

D

vērtību

Fn<-ecdf(speed)

# empīriskā sadalījuma funkcija

x <-seq(min(speed),max(speed),length=10000)

max(abs(Fn(x) - pnorm(x,15,sqrt(27))))
[1] 0.09801206

Tik tiešām redzam, ka rezultāti sakrīt ar programmas iebūvētās funkcijas ks.test rezultātu. Tagad simulēsim statistikas kritisko vērtību.

set.seed(1)


# fiksē ģeneratora vietu

library(e1071)

# ielādējam bibliotēku Brauna tiltiem


n<-length(speed)

# garums mainīgajam speed
KS<-c()


# definē vektoru KS
for (i in 1:10000) {
# ciklā rēķina maximumu no Brauna tilta 
# uzdotu uz intervālu (0,1)
KS[i]<-max(abs(rbridge(end = 1, frequency = 10000)))

}

KSsort<-sort(KS)

# sakārtojam statistikas vērtības
KSsort[10000*0.95]
# izvēlamies 95% kvantili, kas arī ir 
[1] 1.365547

# simulētā kritiskā vērtība
Kā jau sagaidāms statistikas vērtība ir stipri mazāka par simulēto kritisko vērtību. Tāpēc arī nulles hipotēzi 
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noraidīt nevar pie nozīmības līmeņa 5%.
Tagad izvirzīsim salikto hipotēzi: 
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Precīzāk, veiksim hipotēžu pārbaudi par to, vai vispār ir normālais sadalījums vai nav. Praksē šāda tipa pārbaudes ir daudz nozīmīgākas no praktiskā redzes viedokļa (arī daudz sarežģītākas) par vienkāršo hipotēžu pārbaudi. Apskatīsim sekojošu Kolmogorova – Smirnova statistikas modifikāciju
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 novērtējums. Piemērām, gadījumā ja apskata salikto hipotēzi par
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. Šajā gadījumā arī var lietot Kolmogorva-Smirnova statistiku, tikai asimptotiskais sadalījums vairs nebūs Brauna tilta suprēmuma sadalījums. Vispārējā gadījumā no Teilora izvirzījuma iegūstam
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No kā redzams, ka robežsadalījums būs atkarīgs no 
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 Lai veiktu saliktu hipotēžu pārbaudi, ieteicams sameklēt kritisko vērtību ar simulāciju palīdzību.
Hī-kvadrāta tests

Apskatīsim saliktu hipotēžu pārbaudi
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 apzīmē kādu sadalījuma funkciju nezināmiem parametriem (programmā iebūvēto datu speed gadījumā tas būtu 
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Lēmumu pieņemšanas procedūra ir sekojoša: 
1) sadalām skaitļu taisni r savstarpēji nešķeļošos nogriežņos: 
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2) pieņemot, ka 
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 ir spēkā, tas ir, gadījuma lielumam ir normālais sadalījums, aprēķināsim varbūtību gadījuma lielumam pieņemt vērtības i-tajā intervālā, to apzīmējot ar 
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. Ja apskatam vienkāršu hipotēžu pārbaudi, tad šīs varbūtības var viennozīmīgi izrēķināt. Savukārt, ja pārbaudām saliktu hipotēzi, parametri ir jānovērtē.
Hī-kvadrāta statistika ir formā
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kur n – izlases apjoms, ni – i-tajā intervālā novēroto vērtību skaits (novērotie biežumi) un 
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, kur l parametru novērtējumu skaits, kas izmantots, aprēķinot 
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Tāpat zināms, ka gadījumā, ja patiesa ir alternatīvā hipotēze 
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 sadalījuma, tas ir, formā S = (ckr, ∞), kur kritisko vērtību ckr atrodam no vienādojuma 
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. Tas ir ckr būs Hī-kvadrāta ar r-1-l brīvības pakāpēm 
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3) Izrēķinām statistikas vērtību T. Gadījumā, ja T < ckr, tad hipotēze netiek noraidīta pie nozīmības līmeņa 
[image: image213.wmf]a

. Ja T > ckr, izvirzīto nulles hipotēzi noraidām ar 95% ticamību. 
Hī-kvadrāta testiem svarīga ir nogriežņu 
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 un intervālu skaita r izvēle. Viena no rekomendācijām ir izvēlēties r tā lai sagaidāmais teorētiskais biežums i-tajā intervālā būtu
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 tiek sadalīta vienādos laukumos r daļās. Mūsu gadījumā izvēlēsimies 
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r<-n/5; r

# intervālu skaits

[1] 10

# tātad dalām 10 intervālos
Tagad aprēķinam kvantiles, kuras sadala teorētisko blīvuma funkciju pie 
[image: image220.wmf]0
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 ar novērtētiem parametriem r vienādās daļās. Tie arī būs meklētie intervālu galapunkti:
kvant<-qnorm(1:(r-1)/r,mean(speed),sd(speed)); round(kvant,2)

[1]  8.62 10.95 12.63 14.06 15.40 16.74 18.17 19.85 22.18
Tagad izrēķināsim attiecīgos 
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sk<-c()

for (i in 1:(r)) sk[i]<-length(speed[speed<kvant[i]]); sk
[1] 5 9 15 23 26 28 35 38 44 50
# rezultāts
Pēc tam ar komandas diff palīdzību atņemsim pa pāriem biežumus, lai iegūtu tieši katra intervāla biežumus:

Ni<-c()
Ni[1]<-sk[1]; Ni[2:r]<-diff(sk); Ni


[1] 5 4 6 8 3 2 7 3 6 6


# rezultāts
Tā kā sagaidāmos biežumus mēs izvēlējāmies, lai 
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, tad varam izrēķiknāt Hī-kvadrāta testa statistiku:
T<-sum(((Ni-n/r)^2)/(n/r)); T
[1] 6.8

# rezultāts
Pēdējais, kas atliek ir izrēķināt kritisko vērtību, kas nosaka kritisko apgabalu un pārbaudīt vai statistikas vērtība atrodas kritiskajā apgabalā, vai arī ārpus tā:
alpha1<-0.05; alpha2<-0.01
# dažādi nozīmības līmeņi
kritiska_vertiba1<-qchisq(1-alpha1,r-3); kritiska_vertiba1

[1] 14.06714


# rezultāts

kritiska_vertiba2<-qchisq(1-alpha2,r-3); kritiska_vertiba2


[1] 18.47531


# rezultāts
Ievērojam, ka Hī-kvadrāta brīvības pakāpes ir 
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 atrodas ārpus kritiskā apgabala. Secinājums: nevaram noraidīt 
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Lai parādītu programmas R grafiskās iespējas, uzzīmēsim Hī-kvadrāta sadalījumu un grafikā norādīsim T vērtību, kā arī attēlosim kritiskos apgabalus un pievienosim leģendu. Vispirms uzzīmēsim Hī-kvadrāta sadalījumu ar brīvības pakāpēm 
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x<-seq(0,25,length=400)

# argumanta x vērtības
y<-dchisq(x,r-3); 

# Hī-kvadrāta atbilstošās vērtības
plot(x,y,type="l", xlim=c(0,25), ylim=c(0,0.13), 

xlab="",ylab=expression(chi [7]^2))

Ar pēdējās komandas palīdzību uzzīmējam hī-kvadrāta sadalījumu, norādot x un y asu mērogus un pievienojot y asij nosaukumu. Tagad ar komandas polygon palīdzību aizkrāsosim laukumus, kuri norādīs kritiskos apgabalus:
polygon(c(14.07,14.07,x[226:400],25),c(0,dchisq(14.07,r-3), y[226:400],0), col="grey80", lty=0) 




polygon(c(18.47,18.47,x[296:400],25),c(0,dchisq(18.47,r-3), y[296:400],0), col="grey30", lty=0)


Tad pievienojam grafikam raustītu līniju, kura noteiks vietu, kurā atrodas testa statistikas 
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 vērtību:

l1<-c(6.8,6.8)



# x1, y1 koordinātas
l2<-c(0,dchisq(6.8,r-3)+0.012)
# x2, y2 koordinātas
lines(l1,l2,lty='dashed')

# savienojam punktus
Visbeidzot, lai pievienotu leģendu un tekstu, ir jānorāda vēlamās koordinātas zīmējumā, krāsa un teksts:
legend(13, .11, fill=c("grey80","grey30"), legend=expression(P(T> 14.07, H[0])==0.05, P(T>18.47,H[0])==0.01), bty="n")

text(17,0.08,quote(T==sum(frac((n[i]-n*p[i])^2,n*p[i]), i==1,r)))  

text(9,0.03,quote(T==6.8))
Rezultātā iegūtajā 15.attēlā grafiski attēlota veiktā hipotēžu pārbaude.
[image: image235.jpg]0.05
0.01

O P(T>14.07, Hy)
m P(T>1847, Hy)

T
zio

T T T T T T
0’0 800 800 vOO <200 000

4

25

20

15

10




15.attēls. Hī-kvadrāta tests sadalījuma likumam
7. Dispersiju analīze (ANOVA)

Divu izlašu vidējo vērtību pārbaudei lietojām t-testu. Ja ir vairākas kvalitatīvas neatkarīgās pazīmes jāizmanto dispersiju analīze (ANOVA). Šeit izšķir viena un daudzfaktoru dispersiju analīzi. Katram faktoram var būt vairākas gradācijas klases jeb līmeņi. Pieņemsim, ka ir tikai viens faktors. Pētāmā faktora ietekmes būtiskumu noskaidro, pārbaudot hipotēzi:


[image: image236.wmf]a

H

m

m

m

=

=

=

...

:

2

1

0

,

kur a ir dotā faktora gradācijas klases. Tas nozīmē, mēs pārbaudām hipotēzi, ka faktora visām gradācijas klasēm ir vienāda vidējā vērtība. Alternatīvā hipotēze:
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Vienkāršākais veids ANOVA izpildei programmā R ir funkcija aov, specificējot ANOVA modeli formulā. Daži piemēri:

aov(x ~ a)


# „one-way” ANOVA modelis

aov(x ~ a + b)

# „two-way” ANOVA bez mijiedarbības

aov(x ~ a + b + a:b)
# „two-way” ANOVA ar mijiedarbību

aov(x ~ a * b)

# tas pats, kas augstākminētais

Augstākminētajos modeļos mainīgais x ir nepārtraukts un satur visus ar ANOVA analizējamā eksperimenta rezultātus. Mainīgie a un b ir faktori – tie satur eksperimenta faktoru līmeņus. Šie faktoru līmeņi programmā R var būt vai nu skaitliski (t.i., 1, 2, 3) vai kategoriāli (t.i., zems, vidējs, augsts), bet mainīgos jāsaglabā kā faktoru mainīgos.  

Faktoru mainīgie

Apskatīsim sekojošu piemēru: tiek pārbaudīta triju dažādu gumijas sastāvdaļu elastība. Pārbaudīts katras sastāvdaļas tipa četru eksemplāru stipruma (elastības) robeža (mērīts mārciņās uz kvadrātcollu):

	Tips
	A
	B
	C

	Stiprums
	3225, 3320,

3165, 3145
	3220, 3410,

3320, 3370
	3545, 3600,
3580, 3485


Programmā R:

Str <- c(3225, 3320, 3165, 3145, 3220, 3410, 3320, 3370, 3545, 3600, 3580, 3485)

Type <- c(rep("A",4), rep("B",4), rep("C",4))

Tādējādi, Type nosaka gumijas sastāvdaļas tipu un mainīgais Str ir stipruma robeža. Pašlaik R uzskatā Type ir simboliskais mainīgais, lai definētu tos kā eksperimenta faktoru līmeņus, jāizmanto funkcija factor:
Type <- factor(Type)
Type

 [1] A A A A B B B B C C C C

Levels: A B C

Atzīmēsim, ka pēc tam, kad ir izvadītas vērtības Type, ir dots Levels (faktoru līmeņu) saraksts. Lai apskatītu tikai līmeņus, var rakstīt:

levels(Type)

[1] "A" "B" "C"

Ar datiem šajā formātā ir viegli veikt aprēķinus apakšgrupās, kuras ir ietvertas mainīgajā Str. Lai aprēķinātu izlases apakšgrupu vidējās vērtības, rakstam:

tapply(Str,Type,mean)

      A       B       C 

3213.75 3330.00 3552.50

Funkcija tapply izveido funkcijas rezultējošo vērtību tabulu, kas attiecas uz apakšgrupām, definētām ar otro (faktoru) mainīgo. Dispersijas apakšgrupām var aprēķināt sekjoši:

tapply(Str,Type,var)

       A        B        C 

6172.917 6733.333 2541.667
Varam arī uzzīmēt vienlaicīgi apakšgrupu kastu grafikus, precizējot sakarību boxplot funkcijā: 

boxplot(Str ~ Type, horizontal = T, xlab=”Strength”, col = „gray”)
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ANOVA tabula

Viena faktora ANOVA modeli definējam ar funkciju aov(): 

anova.fit <- aov(Str ~ Type)
Objekts anova.fit ir lineārā modeļa objekts. Lai iegūtu ANOVA tabulu, izmantojam R funkciju summary:
summary(anova.fit)

            Df Sum Sq Mean Sq F value    Pr(>F)    

Type         2 237029  118515  23.016 0.0002893 ***

Residuals    9  46344    5149                      

---

Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1
Iegūtā p-vērtība ir 0.0002893. Tātad ar 95% un 99% varam noraidīt nulles hipotēzi, ka visiem trīs gumijas sastāvdaļu tipiem ir vienāda vidējā stipruma robeža.
Vairākveida (multiple) salīdzinājumi 

Pēc tam, kad ar ANOVA analīzes palīdzību noteikts vidējās vērtības nozīmīgās atšķirības, var veikt vairākveida salīdzinājumu procedūru, lai noteiktu, kuras vidējās vērtības ir atšķirīgas. Ir dažādas metodes, kā to veikt. Viena no šādām metodēm ir Tukey`s Honest Significant metode:

TukeyHSD(anova.fit) 
# pēc noklusēšanas 95% CIs atšķirībām

Tukey multiple comparisons of means
# rezultāta izvade
    
95% family-wise confidence level

Fit: aov(formula = Str ~ Type)

$Type

      diff       lwr      upr     p adj

B-A 116.25 -25.41926 257.9193 0.1085202

C-A 338.75 197.08074 480.4193 0.0002399

C-B 222.50  80.83074 364.1693 0.0044914

Augstāk redzamā tabula sniedz informāciju par 95% ticamības intervāliem triju veidu gumijas sastāvdaļu pāru veida vidējās vērtības atšķirībām. Tādējādi, tipu „A” un „B” vidējās vērtības nav nozīmīgi atšķirīgas, jo to vidējo atšķirību ticamības intervāli satur nulli. Šo apgalvojumu apstiprina arī sekojošs grafiks: 


plot(TukeyHSD(anova.fit))
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8. Lineārā regresija
Pieņemsim, ka doti gadījumu lielumu 
[image: image241.wmf]X
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. Mērķis regresiju analīzē ir pētīt kādu konkrētu X un Y atkarību, piemēram, lineāru vai polinomiālu.
Apzīmējumi:
X – prediktors, regresors (neatkarīgais mainīgais);
Y – atbildes mainīgais (atkarīgais mainīgais);
r(x) = E(Y| X=x) – regresijas funkcija.
Lineārā regresija: r(X) = E(Y| X) = a + bX.
Polinomiālā (ar pakāpi k) regresija: 
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Vislielāko uzmanību pievērsīsim lineārajai regresijai. Literatūrā lineāro regresiju visbiežāk apraksta ar vienādojumiem:

1) Y = a + bX + ε, kur ε apzīmē regresijas kļūdu, vai raksta vienkārši

2) Y = a + bX.

Apgalvojums: Regresiju vienmēr var pierakstīt formā Y = r(X) + ε, kur ε – gadījuma lielums ar E(ε) = 0. 

Pierādījums. Y = Y – r(X) + r(X) = r(X) + ε, kur ε = Y – r(X).
Daudzdimensionālā regresija 
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Lineārās regresijas modelis programmā R ir ļoti līdzīgs ANOVA modelim, kas arī intuitīvi tā varētu būt, jo tie abi ir lineārie modeļi. Lai izpildītu lineārās regresijas (vismazāko kvadrātu) modeli datiem, lieto funkciju lm(). Šo funkciju izmanto vienkāršās lineārās, daudzdimensiju lineārās un polinomiālās lineārās regresijas modeļu izpildei. Ja dati programmā R ir jau ielādēti, nepieciešams tikai specificēt vēlamo lineārās regresijas modeli, piemēram:

lm(y ~ x)

# vienkāršās lineārās regresijas (SLR) modelis

lm(y ~ x1 + x2)

# regresijas plakne

lm(y ~ x1 + x2 + x3)
# lineārais modelis ar trīs regresoriem

lm(y ~ x + I(x^2))
# kvadrātiskais lineārais modelis

lm(y ~ x + I(x^2) + I(x^3))
# kubiskais modelis
Pirmajā piemērā modelis tiek specificēts formulā (y ~ x), no kā seko lineārā atkarība starp y (atkarīgais (rezultējošais) mainīgais) un x (neatkarīgais mainīgais (prediktors)). Vektori x1, x2 un x3 apzīmē iespējamos neatkarīgos mainīgos, kurus izmanto daudzdimensiju regresijas modelī. Polinomiālās regresijas modeļa piemērā funkciju I() lieto, lai programma R uztvertu mainīgo „kā ir” (un nevis aprēķinātu tā skaitlisko vērtību). 

Piemērs. Analizēsim programmā R iebūvētos datus cars. Dati apraksta automašīnu ātrumu (speed) un bremzēšanas distanci (dist), kas jānobrauc, līdz automašīna pilnībā apstājas. Izpildīsim lineārās regresijas modeli, uztverot speed kā neatkarīgo mainīgo un dist kā atkarīgo mainīgo (vispirms šie mainīgie jāattēlo grafiski, lai pārbaudītu lineārās atkarības esamību):
data (cars)



# ielādējam datus

attach(cars)


# padaram pieejamus mainīgos 

fit <- lm(dist ~ speed)



Objekts fit ir lineārā modeļa objekts. Lai redzētu, ko tas satur, rakstam:

attributes(fit)

$names

 [1] "coefficients"  "residuals"     "effects"      "rank"         

 [5] "fitted.values" "assign"        "qr"           "df.residual"  

 [9] "xlevels"       "call"          "terms"        "model"        

$class

[1] "lm"
Tātad, no objekta fit varam izvēlēties, piemēram, atlikumus ar komandu fit$residuals (kas ir noderīgi atlikumu grafikam, kuru drīz apskatīsim). Lai iegūtu regresijas koeficientu novērtējumu, rakstam

fit

Call:

lm(formula = dist ~ speed)

Coefficients:

(Intercept)        speed  

    -17.579        3.932  

Tātad, piemērotajam regresijas modelim ir augstākminētie koeficienti. Vairāk informācijas par piemēroto regresiju varam iegūt izmantojot funkciju summary:

summary(fit)

Call:

lm(formula = dist ~ speed)

Residuals:

    Min      1Q  Median      3Q     Max 

-29.069  -9.525  -2.272   9.215  43.201 

Coefficients:

            Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)    

(Intercept) -17.5791     6.7584  -2.601   0.0123 *  

speed         3.9324     0.4155   9.464 1.49e-12 ***

---

Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1 

Residual standard error: 15.38 on 48 degrees of freedom

Multiple R-Squared: 0.6511,     Adjusted R-squared: 0.6438 

F-statistic: 89.57 on 1 and 48 DF,  p-value: 1.490e-12

No R izdotās informācijas iegūstam atlikumu statistiku, standartkļūdas vismazāko kvadrātu novērtējumiem un modeļa parametru hipotēžu testus. Vērtība Residual standart error ir 
[image: image246.wmf]s

 (lineārā modeļa kļūdas standartnovirzes) novērtējums. Ievadot funkciju anova(fit), tiks izvadīta arī regresijas modeļa ANOVA tabula: 

anova(fit)

Analysis of Variance Table

Response: dist

          Df  Sum Sq Mean Sq F value    Pr(>F)    

speed      1 21185.5 21185.5  89.567 1.490e-12 ***

Residuals 48 11353.5   236.5                      

---

Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

Regresijas koeficientu ticamības intervālus var aprēķināt ar funkcijas confint palīdzību, pēc noklusēšanas nozīmības līmenis ir 95%:

confint(fit)

                 2.5 %    97.5 %

(Intercept) -31.167850 -3.990340

speed         3.096964  4.767853
Iegūto regresijas taisni varam apskatīt izkliedes grafikā kopā ar visiem datu punktiem:

plot(speed, dist)

# attēlosim grafikā datu punktus

abline(fit)


# var arī rakstīt abline(-17.579, 3.932)
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un atlikumu grafikā: 

plot(speed, fit$residuals)

abline(0,0)

# pievienojam līniju pie nulles
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Var aprēķināt arī ticamības un prognožu intervālus neatkarīgajam mainīgajam, izmantojot predict(lm) funkciju. Šī funkcija izmanto lineāro modeli kā vienu no saviem argumentiem. Piemēram, aprēķināsim 95% ticamības intervālus un prognožu intervālus bremzēšanas distancei mašīnām, kas brauc ar ātrumu 15 un 22 jūdzes stundā:
predict.lm(fit, newdata=data.frame(speed=c(15,22)),int="conf")

       fit      lwr      upr

1 41.40704 37.02115 45.79292

2 68.93390 61.89630 75.97149

predict.lm(fit, newdata=data.frame(speed=c(15,22)),int="predict")  

       fit      lwr       upr

1 41.40704 10.17482  72.63925

2 68.93390 37.22044 100.64735

Ja newdates līmeņi formulā netiek doti, ticamības/prognožu intervālu aprēķinā programma R izmanto visus neatkarīgā mainīgā līmeņus.

9. Blīvuma funkcijas neparametriskā kodolu gludināšanas metode
Pieņemsim, ka gadījuma lielumi 
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, kur F – nezināma sadalījuma funkcija. Jau redzējām, ka histogramma aproksimē teorētisko blīvuma funkciju, neatkarīgi no sadalījuma veida. Tādus novērtējumus sauc par neparametriskiem novērtējumiem. Tāpat empīriskā sadalījuma funkcija 
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 novērtējums. Tas ir, neatkarīgi no specifiskā sadalījuma veida (piemēram, normālā vai eksponenciālā), visiem x, 
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. Tomēr histogramma ir samērā vienkāršs novērtējums. Histogrammas ideja ir sekojoša: Pēc definīcijas 
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Aizstāsim nezināmo F ar neparametrisko novērtējumu 
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 un atmetīsim robežu, iegūstot sekojošu blīvuma funkcijas novērtējumu:
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Principā šajā blīvuma funkcijas novērtējumā izmantots vienmērīgais sadalījums (kodols) intervālā (-1,1). Vispārinot šo vienkāršo formulu iegūstam vispārēju formu
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kur K ir kāda sadalījuma funkcija, parasti saukta par kodolu. Dažu tipisku kodolu piemēri:

1) Vienmērīgais kodols 
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2) Normālais kodols 
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3) Bi-kvadrātiskais kodols 
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Vispārējā gadījumā būtiskākie pieņēmumi: 
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Var parādīt, ka kodolu izvēle nav pārāk būtiska, svarīgāka ir joslas platuma h izvēle. Var parādīt, ka 
a) Novirze 
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b) Dispersija 
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Lai minimizētu vidējo kvadrātisko kļūdu 
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var parādīt, ka, optimāls 
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. Vispārējā gadījumā optimāla h izvēle ir atkarīga arī no konstantās daļas, kas savukārt ir atkarīga no nezināmās blīvuma funkcijas 
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. Tāpēc literatūrā sastopamas alternatīvas h izvēles metodes: krosvalidācijas un „rule-of-thumb” metodes. Uz piemēra bāzes mēģināsim attēlot problemātiku ar dažādu joslas platuma izvēli:
par(mfrow=c(2,2))

# sadalam grafisko logu 4 daļās
set.seed(2)


# fiksējam ģeneratoru

Izlase<-rnorm(100);
# ģenerējam izlasi apjomā 100 no N(0,1)

hist(Izlase, freq=F,main="N(0, l), n=100, h=0.2", xlim=c(-4,4), 

xlab="simulētie dati", ylim=c(0,0.4))


points(density(Izlase, from=-4, to=4, bw=0.2, kern="gaussian"), 

type="l")
Līdzīgi pie dažādām joslas platuma h izvēlēm iegūstam sekojošu attēlu:
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20.attēls. Histogramma un tās neparametriskais novērtējums izmantojot kodolu gludināšanu ar normālo kodolu un dažādām joslas platuma h izvēlēm.
Secinājums no 20.attēla ir acīmredzams: ja h izvēlēsimies par mazu (undersmooth), vai pa lielu (oversmooth) – abos gadījumos īstā sadalījuma N(0,1) aproksimācija nebūs pārāk laba. Nākošajā piemērā mēs izmantosim krosvalidācijas metodi, optimālo bez konstantes 
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, joslas platumu, ko piedāvā programma R. Lai izmantotu krosvalidāciju, vajadzīgā komanda ir hcv, kuru var izmantot vispirms instalējot paketi sm, kas domāta tieši kodolu gludināšanai:


library(sm)


par(mfrow=c(2,2))


set.seed(2)


Izlase<-rnorm(100);

# ģenerēti dati


hist(Izlase, freq=F,main="N(0,l), n=100, h=krosvalidacija", xlim= 

c(-4,4),xlab="simulētie dati", ylim=c(0,0.4))


points(density(Izlase, from=-4, to=4, bw=hcv(Izlase), kern= 

"gaussian"),type="l")

# h ar krosvalidācijas metodi

xx<-seq(-4,4,length=500)


lines(xx,dnorm(xx))

# pievienojam arī sadalījumu N(0,1)
Pārējie grafiki, kas attēloti 20.attēlā iegūti līdzīgi. Rezultātā iegūtais 21.attēls norāda uz to, ka h izvēle ir bijusi „laba”, esam ieguvuši neparametrisku gludu blīvuma funkcijas aproksimāciju, kas nogludina histogrammu. Tā kā izlases apjoms ir samērā mazs, tas ir, 
[image: image278.wmf]100
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, tad nevaram sagaidīt, lai šī aproksimācija būtu ļoti labi, to varam arī redzēt pēdējā grafikā.

[image: image279.jpg]02 03 04

00 01

02 03 04

00 01

N(0,1), =100, h=n"{-1/5}

N(0,)), =100, h= R default

simulatie dati

g <
T T T T 1 e T T T 1
4 2 0 2 4 4 2 0 2 4
simulétie dati simulétie dati
N(0,1), n=100, h=krosvalidacija N(0,1), n=100, h=krosvalidacija
g <

simulatie dati




21.attēls. Histogramma un tās neparametriskais novērtējums izmantojot kodolu gludināšanu ar normālo kodolu un dažādām joslas platuma h izvēlēm.
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